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用函数极限求数列极限 2

例1 (2011全国决赛) 求极限 lim
n→∞n
��

1+
1

n

�n − e�．

解答 令 t = 1/n，则只需计算关于 t 的函数极限

lim
t→0
(1+ t)1/ t − e

t
= lim

t→0
eln(1+t)/ t − e

t
= e lim

t→0
eln(1+t)/ t−1 − 1

t
等
== e lim

t→0
ln(1+ t)/ t − 1

t
= e lim

t→0
ln(1+ t)− t

t2

洛
== e lim

t→0
1/(1+ t)− 1

2t
= e lim

t→0
−1

2(1+ t)
= −e

2
.
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用函数极限求数列极限 3

练习1 (2008北京) 求极限

lim
n→∞n2
�1+ 1

n+ 1

�n+1
−
�
1+

1

n

�n .
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定理1 (Stolz) 设数列 {n} 和 {yn} 满足以下条件

(1) 数列 {yn} 严格递增且趋于 +∞；

(2) 数列

¨
n+1 − n
yn+1 − yn
«
收敛（或趋于 ±∞）．

则数列

¨
n

yn

«
也收敛（或趋于 ±∞），且 lim

n→∞
n

yn
= lim

n→∞
n+1 − n
yn+1 − yn .

例1 设  > 0，证明 lim
n→∞

1−1 + 2−1 + · · ·+ n−1

n
=
1


．



定理1 (Stolz) 设数列 {n} 和 {yn} 满足以下条件
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(2) 数列

¨
n+1 − n
yn+1 − yn
«
收敛（或趋于 ±∞）．

则数列

¨
n

yn

«
也收敛（或趋于 ±∞），且 lim

n→∞
n

yn
= lim

n→∞
n+1 − n
yn+1 − yn .

例1 设  > 0，证明 lim
n→∞

1−1 + 2−1 + · · ·+ n−1

n
=
1


．



Stolz 公式 6

例1 设  > 0，证明 lim
n→∞

1−1 + 2−1 + · · ·+ n−1

n
=
1


．

解答 lim
n→∞

1−1 + 2−1 + · · ·+ n−1

n
= lim

n→∞
(n+ 1)−1

(n+ 1) − n

= lim
n→∞

1

n

�
1+

1

n

�−1
�
1+

1

n

�
− 1

= lim
n→∞

1

n

�
1+

1

n

�−1
 · 1

n

=
1


.



Stolz 公式 7

练习1 求极限 lim
n→∞

n
npn!．



定理2 (Stolz) 设数列 {n} 和 {yn} 满足以下条件

(1) 数列 {n} 趋于 0；

(2) 数列 {yn} 严格递减且趋于 0；

(3) 数列

¨
n+1 − n
yn+1 − yn
«
收敛（或趋于 ±∞）．

则数列

¨
n

yn

«
也收敛（或趋于 ±∞），且 lim

n→∞
n

yn
= lim

n→∞
n+1 − n
yn+1 − yn .
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单调有界准则 10

定理1 (单调有界准则) 单调且有界的数列必定收敛．

(1) 单调增加且有上界的数列必定收敛．

(2) 单调减少且有下界的数列必定收敛．

注记 若数列是某一项开始单调变化的，结论仍然成立．



例1 设数列 n =
n!

nn
，研究数列的极限．

解答 因为 n =
n!

nn
> 0，而且

n+1

n
=

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1

n!

nn

=
1�

1+
1

n

�n < 1,

由单调有界准则，数列 {n} 收敛．设 lim
n→∞n = A，由上面等式得

eA = lim
n→∞
�
1+

1

n

�n
lim
n→∞n+1 = lim

n→∞n = A ⇒ A = 0.
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1
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1+

1

n

�n
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单调有界准则 12

练习1 设 n = 1+
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn．

(1) 利用单调有界准则证明数列 {n} 收敛；

(2) 利用数列 {n} 求极限 lim
n→∞

�
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n

�
．



单调有界准则 12

练习1 设 n = 1+
1

2
+ · · ·+ 1

n
− lnn．

(1) 利用单调有界准则证明数列 {n} 收敛；

(2) 利用数列 {n} 求极限 lim
n→∞

�
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n

�
．
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迫敛准则 14

定理1 (数列极限的迫敛性) 设 {n}, {yn}, {zn} 为三个数列，
且存在 N0 > 0，当 n > N0 时有

n ¶ yn ¶ zn.
若 lim

n→∞n = A 且 lim
n→∞ zn = A，则有 lim

n→∞yn = A．



迫敛准则 15

例1 (2012全国) 求极限 lim
n→∞
�
n!
�1/n2

．

解答 注意到

1 ¶
�
n!
�1/n2 ¶ �nn�1/n2 = n1/n,

以及极限 lim
n→∞n1/n = 1，由迫敛准则得

lim
n→∞
�
n!
�1/n2 = 1.



迫敛准则 15

例1 (2012全国) 求极限 lim
n→∞
�
n!
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1 ¶
�
n!
�1/n2 ¶ �nn�1/n2 = n1/n,

以及极限 lim
n→∞n1/n = 1，由迫敛准则得

lim
n→∞
�
n!
�1/n2 = 1.



迫敛准则 16

例2 求极限 lim
n→∞

� n

n2 + 1
+

n

n2 + 2
+ · · ·+ n

n2 + n

�
．

解答 对原数列作放缩以方便求和得

n · n

n2 + n
¶

n

n2 + 1
+

n

n2 + 2
+ · · ·+ n

n2 + n
¶ n · n

n2 + 1
.

因为 lim
n→∞n · n

n2 + n
= 1， lim

n→∞n · n

n2 + 1
= 1，由迫敛准则可得，

原数列的极限也为 1．



迫敛准则 16

例2 求极限 lim
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� n
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+

n

n2 + 2
+ · · ·+ n

n2 + n

�
．
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n

n2 + 2
+ · · ·+ n

n2 + n
¶ n · n

n2 + 1
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因为 lim
n→∞n · n

n2 + n
= 1， lim

n→∞n · n

n2 + 1
= 1，由迫敛准则可得，

原数列的极限也为 1．



迫敛准则 17

练习1 求 lim
n→∞

�
1

n2 + n+ 1
+

2

n2 + n+ 2
+ · · ·+ n

n2 + n+ n

�
.

练习2 (2010北京) 求极限 lim
n→∞

(n+1)2∑
k=n2

1p
k
．



迫敛准则 18

练习3 设 n =
1

2
· 3
4
· · · · · 2n− 1

2n
，求极限 lim

n→∞n．
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例1 求数列极限 lim
n→∞

�
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n

�
．

注记 直接用迫敛准则很难求出这个数列极限．

解答 (方法1) 由定积分的定义可得

lim
n→∞

�
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n

�

= lim
n→∞

 1

1+
1

n

+
1

1+
2

n

+ · · ·+ 1

1+
n

n

 1n =
∫ 1
0

1

1+ 
d = ln 2.
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例1 求数列极限 lim
n→∞

�
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

n+ n

�
．

解答 (方法2) 由函数的单调性和定积分的保号性可得∫ k+1
k

d

n+ 
¶

1

n+ k
¶
∫ k
k−1

d

n+ 

⇒
n∑

k=1

∫ k+1
k

d

n+ 
¶

n∑
k=1

1

n+ k
¶

n∑
k=1

∫ k
k−1

d

n+ 

⇒ ln

�
2n+ 1

n+ 1

�
=
∫ n+1
1

d

n+ 
¶

n∑
k=1

1

n+ k
¶
∫ n
0

d

n+ 
= ln 2

令 n→∞，即得所求数列极限为 ln 2．
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例2 (1998考研) 证明 lim
n→∞

sin
π

n

n+ 1
+

sin
2π

n

n+
1

2

+ · · ·+
sinπ

n+
1

n

= 2

π
．

解答 先对数列作放缩：

n

n+ 1

n∑
=1

sin
π

n
n
=

n∑
=1

sin
π

n
n+ 1

<
n∑
=1

sin
π

n

n+
1



<
n∑
=1

sin
π

n
n

.

由 lim
n→∞

n∑
=1

sin
π

n
n
= lim

n→∞
1

n

n∑
=1

sin
π

n
=
∫ 1
0
sinπd =

2

π
可得结论．



例2 (1998考研) 证明 lim
n→∞

sin
π

n

n+ 1
+

sin
2π

n

n+
1

2

+ · · ·+
sinπ

n+
1

n

= 2

π
．

解答 先对数列作放缩：

n

n+ 1

n∑
=1

sin
π

n
n
=

n∑
=1

sin
π

n
n+ 1

<
n∑
=1

sin
π

n

n+
1



<
n∑
=1

sin
π

n
n

.

由 lim
n→∞

n∑
=1

sin
π

n
n
= lim

n→∞
1

n

n∑
=1

sin
π

n
=
∫ 1
0
sinπd =

2

π
可得结论．



利用定积分求数列极限 23

练习1 计算极限 lim
n→∞

n2∑
k=n+1

n

n2 + k2
．



例3 (2014全国) 设 An =
n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ · · · + n

n2 + n2
，求

lim
n→∞n
�π
4
− An

�
．

解答 令 ƒ () =
1

1+ 2
,  =



n
，由 lim

n→∞An =
∫ 1
0
ƒ ()d =

π

4
得

π

4
− An =

n∑
=1

�∫ 
−1

ƒ ()d− 1

n
· ƒ ()
�

=
n∑
=1

∫ 
−1

�
ƒ ()− ƒ ()
�
d.
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n
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n→∞An =
∫ 1
0
ƒ ()d =

π

4
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π

4
− An =

n∑
=1

�∫ 
−1

ƒ ()d− 1

n
· ƒ ()
�

=
n∑
=1

∫ 
−1

�
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�
d.



例3 (2014全国) 设 An =
n

n2 + 12
+

n

n2 + 22
+ · · · + n

n2 + n2
，求

lim
n→∞n
�π
4
− An

�
．

解答 令 ƒ () =
1

1+ 2
,  =



n
，由 lim

n→∞An =
∫ 1
0
ƒ ()d =

π

4
得

π

4
− An =

n∑
=1

�∫ 
−1

ƒ ()d− 1

n
· ƒ ()
�

=
n∑
=1

∫ 
−1

�
ƒ ()− ƒ ()
�
d.



解答 (续) 由分部积分公式和积分第一中值定理可得∫ 
−1

�
ƒ ()− ƒ ()
�
d =
∫ 
−1

�
ƒ ()− ƒ ()
�
d
�
− −1
�

=
h�

ƒ ()− ƒ ()
��

− −1
�i

−1
−
∫ 
−1

ƒ ′()(− −1)d

=−
∫ 
−1

ƒ ′()(− −1)d = −ƒ ′(η)
∫ 
−1
(− −1)d

=− ƒ ′(η)
2
( − −1)2 = − ƒ

′(η)
2n2

.

从而 lim
n→∞n
�π
4
− An

�
= − 1

2n

n∑
=1

ƒ ′(η) = −12
∫ 1
0
ƒ ′()d =

1

4
．
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4
．
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练习2 设 k > 0，证明 lim
n→∞

�
1k + 2k + · · ·+ nk

nk
− n

k + 1

�
=
1

2
.

练习3 (2016全国) 设函数 ƒ () 在闭区间 [0,1] 上具有连续导
数，ƒ (0) = 0, ƒ (1) = 1．证明：

lim
n→∞n

�∫ 1
0
ƒ ()d− 1

n

n∑
k=1

ƒ

�
k

n

��
= −1

2
.
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�
1k + 2k + · · ·+ nk

nk
− n

k + 1

�
=
1

2
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数，ƒ (0) = 0, ƒ (1) = 1．证明：

lim
n→∞n
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0
ƒ ()d− 1

n

n∑
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ƒ

�
k

n

��
= −1

2
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练习4 (2017全国数学类) 设 ƒ () = rctn，A 为常数，若

B = lim
n→∞

�
n∑

k=1
ƒ
�
k

n

�
− An
�
存在，求 A, B．
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注记 一般地，设 ƒ () 在闭区间 [,b] 上具有连续导数，则有

lim
n→∞n

�∫ b

ƒ ()d− b− 

n

n∑
=1

ƒ

�
+



n
(b− )
��

= −(b− )
�
ƒ (b)− ƒ ()�
2

.
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