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曲边梯形的面积

引例 计算由抛物线 y = 2, 直线  = 1, 和  轴所
围成的曲边梯形的面积 S．
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曲边梯形的面积

............... . b

S =

∑


ΔS

≈∑


ƒ (ξ)Δ ⇨ S = lim
λ→0

∑


ƒ (ξ)Δ
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曲边梯形的面积

............... . b.

y = ƒ () ≥ 0

S =

∑


ΔS

≈∑


ƒ (ξ)Δ ⇨ S = lim
λ→0

∑


ƒ (ξ)Δ
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曲边梯形的面积

............... . b.

y = ƒ () ≥ 0

. 1. n−1. −1. 

S =
∑


ΔS

≈∑


ƒ (ξ)Δ ⇨ S = lim
λ→0

∑


ƒ (ξ)Δ

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � �



.

. .

曲边梯形的面积

............... . b.

y = ƒ () ≥ 0

. 1. n−1. −1. 

S =
∑


ΔS

≈∑


ƒ (ξ)Δ ⇨ S = lim
λ→0

∑


ƒ (ξ)Δ

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � �



.

. .

曲边梯形的面积

............... . b.

y = ƒ () ≥ 0

. 1. n−1. −1. . ξ.

ƒ (ξ)
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∑

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曲边梯形的面积

............... . b.

y = ƒ () ≥ 0

. 1. n−1. −1. . ξ.

ƒ (ξ)

.
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曲边梯形的面积

例1 计算由曲线 y = ƒ (), 直线  = ,  = b, 和 
轴所围成的曲边梯形的面积 S．

1 将区间 [,b] 任意划分为 n 段 [−1,], 各段的
长度为 Δ =  − −1, 1 ≤  ≤ n.

2 在每小段区间 [−1,] 上任意选取一点 ξ，得

到面积的近似值为 S ≈
n∑
=1

ƒ (ξ)Δ.

3 令 λ =mx{Δ},则当 λ→ 0 时就得到面积的

实际值为 S = lim
λ→0

n∑
=1

ƒ (ξ)Δ.
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变速直线运动的位移

例2 设物体以速度  = (t) 沿直线运动，求在时间
段  ≤ t ≤ b 内的位移 s．

1 将时间段 [,b] 任意划分为 n 段 [t−1, t], 各段
的长度为 Δt = t − t−1, 1 ≤  ≤ n.

2 在每小段区间 [t−1, t] 上任意选取一点 ξ，得到

位移的近似值为 s ≈
n∑
=1

(ξ)Δt.

3 令 λ =mx{Δt}, 则当 λ→ 0 时就得到位移的

实际值为 s = lim
λ→0

n∑
=1

(ξ)Δt.
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定义 设 ƒ () 在区间 [,b] 上有定义，
1 用点  = 0 < 1 < · · · < n−1 < n = b 将
区间任意划分为 n 段 [−1,] ( = 1,2, · · · ,n)，
其长度分别为 Δ =  − −1．

2 在每段 [−1,] 上任意选取点 ξ，得到近似和
n∑
=1

ƒ (ξ)Δ.

记 λ = mx{Δ}，如果 λ → 0 时近似和的极限存
在，我们就称 ƒ () 在区间 [,b] 上是可积的，并将
这个极限值称为 ƒ () 在 [,b] 上的定积分，记为

lim
λ→0

n∑
=1

ƒ (ξ)Δ =
∫ b


ƒ ()d
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定积分

我们已经定义∫ b


ƒ ()d = lim

λ→0
n∑
=1

ƒ (ξ)Δ

其中：

 称为积分变量，ƒ () 称为被积函数，ƒ ()d
称为被积表达式

称为积分下限，b称为积分上限，[,b]称为积
分区间
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定积分

我们已经定义∫ b


ƒ ()d = lim

λ→0
n∑
=1

ƒ (ξ)Δ
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 称为积分变量，ƒ () 称为被积函数，ƒ ()d
称为被积表达式

称为积分下限，b称为积分上限，[,b]称为积
分区间
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定积分
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λ→0
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ƒ (ξ)Δ
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称为积分下限，b称为积分上限，[,b]称为积
分区间
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注记1 定积分的值只与被积函数 ƒ 和积分区间 [,b]
有关，而与积分变量用什么字母无关．即有∫ b


ƒ ()d =

∫ b


ƒ (t)dt =

∫ b


ƒ ()d

注记2 如果 ƒ () 在区间 [,b] 上是连续函数（或者
是只有有限个间断点的有界函数），则它在 [,b] 上
是可积的．

. .
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. .

注记1 定积分的值只与被积函数 ƒ 和积分区间 [,b]
有关，而与积分变量用什么字母无关．即有∫ b


ƒ ()d =

∫ b


ƒ (t)dt =

∫ b


ƒ ()d

注记2 如果 ƒ () 在区间 [,b] 上是连续函数（或者
是只有有限个间断点的有界函数），则它在 [,b] 上
是可积的．
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注记3 如果  > b，我们规定∫ b


ƒ ()d = −

∫ 

b
ƒ ()d

特别地，如果  = b，我们可以得到∫ b


ƒ ()d = 0

. .
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. .

注记3 如果  > b，我们规定∫ b


ƒ ()d = −

∫ 

b
ƒ ()d

特别地，如果  = b，我们可以得到∫ b


ƒ ()d = 0
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. .

注记4 设由曲线 y = ƒ (), 直线  = ,  = b, 和 
轴所围成的曲边梯形的面积为 S

如果在 [,b] 上 ƒ () ≥ 0，则定积分∫ b


ƒ ()d = S.

如果在 [,b] 上 ƒ () ≤ 0，则定积分∫ b


ƒ ()d = −S.

. .
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. .

注记4 设由曲线 y = ƒ (), 直线  = ,  = b, 和 
轴所围成的曲边梯形的面积为 S

如果在 [,b] 上 ƒ () ≥ 0，则定积分∫ b


ƒ ()d = S.

如果在 [,b] 上 ƒ () ≤ 0，则定积分∫ b


ƒ ()d = −S.
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. .

..定积分的概念.第一节

..定积分的性质.第二节

..微积分基本公式.第三节

..定积分的换元积分法.第四节

..定积分的分部积分法.第五节
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性质1 设 k 为常数，则有∫ b


kƒ ()d = k

∫ b


ƒ ()d

性质2 (函数可加性)∫ b


[ƒ ()± g()]d =

∫ b


ƒ ()d±

∫ b


g()d

. .
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. .

性质1 设 k 为常数，则有∫ b


kƒ ()d = k

∫ b


ƒ ()d

性质2 (函数可加性)∫ b


[ƒ ()± g()]d =

∫ b


ƒ ()d±

∫ b


g()d
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性质3 (区间可加性) 设  < c < b，则有∫ b


ƒ ()d =

∫ c


ƒ ()d+

∫ b

c
ƒ ()d

注记1 即使 c 不在  和 b 之间，上述性质依然是成
立的．

. .
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. .

性质3 (区间可加性) 设  < c < b，则有∫ b


ƒ ()d =

∫ c


ƒ ()d+

∫ b

c
ƒ ()d

注记1 即使 c 不在  和 b 之间，上述性质依然是成
立的．
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性质4 如果在区间 [,b] 上 ƒ () ≡ 1，那么∫ b


1d =

∫ b


d = b− 

. .
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性质5 设在区间 [,b] 上 ƒ () ≥ g()，则有∫ b


ƒ ()d ≥

∫ b


g()d.

特别地，如果在区间 [,b] 上 ƒ () ≥ 0，则有∫ b


ƒ ()d ≥ 0.

推论
��� ∫ b ƒ ()d ��� ¶ ∫ b ��ƒ ()��d．

. .
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性质5 设在区间 [,b] 上 ƒ () ≥ g()，则有∫ b


ƒ ()d ≥

∫ b


g()d.

特别地，如果在区间 [,b] 上 ƒ () ≥ 0，则有∫ b


ƒ ()d ≥ 0.

推论
��� ∫ b ƒ ()d ��� ¶ ∫ b ��ƒ ()��d．

. .
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性质5 设在区间 [,b] 上 ƒ () ≥ g()，则有∫ b


ƒ ()d ≥

∫ b


g()d.

特别地，如果在区间 [,b] 上 ƒ () ≥ 0，则有∫ b


ƒ ()d ≥ 0.

推论
��� ∫ b ƒ ()d ��� ¶ ∫ b ��ƒ ()��d．
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例1 比较下面各组积分的大小．

(1)
∫ 1
0
d 和

∫ 1
0
2 d

(2)
∫ 0
−π
2
sind 和

∫ π
2

0
sind

练习1 比较下面各组积分的大小．

(1)
∫ 2
1
d 和

∫ 2
1
2 d

(2)
∫ π

4

0
sind 和

∫ π
4

0
tnd

. .
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. .

例1 比较下面各组积分的大小．
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. .

例1 比较下面各组积分的大小．

(1)
∫ 1
0
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∫ 1
0
2 d
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1
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. .

性质6 如果函数 ƒ () 在区间 [,b] 上的最大值和最
小值分别为 M 和 m，则有

m(b− ) ≤
∫ b


ƒ ()d ≤ M(b− )

例2 估计下面的积分值：∫ 1

0
e

2
d

. .
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性质6 如果函数 ƒ () 在区间 [,b] 上的最大值和最
小值分别为 M 和 m，则有

m(b− ) ≤
∫ b


ƒ ()d ≤ M(b− )

例2 估计下面的积分值：∫ 1

0
e

2
d

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � �



.

. .

性质7 (积分中值定理) 设 ƒ () 在 [,b] 上连续，
则在 [,b] 中至少存在一点 ξ，使得∫ b


ƒ ()d = ƒ (ξ)(b− )

注记2 上述性质也是说，存在 ξ ∈ [,b]，使得

1

b− 
∫ b


ƒ ()d = ƒ (ξ)

说明连续函数在区间 [,b]上的平均值是可以取到的．

. .
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性质7 (积分中值定理) 设 ƒ () 在 [,b] 上连续，
则在 [,b] 中至少存在一点 ξ，使得∫ b


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1
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积分中值定理

设 ƒ () 在 [,b] 上连续，则在 [,b] 中至少存在一

点 ξ，使得
∫ b

ƒ ()d = ƒ (ξ)(b− ).

.............

M

.

m

.

y = ƒ ()

. . b
. .
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积分中值定理
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积分中值定理
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积分中值定理
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. .

积分中值定理

设 ƒ () 在 [,b] 上连续，则在 [,b] 中至少存在一

点 ξ，使得
∫ b

ƒ ()d = ƒ (ξ)(b− ).

.............

M

.

m

.

y = ƒ ()

. . b.

ƒ (ξ)

. ξ
. .
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定积分的保号性

题1 设在 [,b] 上 ƒ () 连续，ƒ () ¾ 0，且 ƒ ()
不恒为零，证明 ∫ b


ƒ ()d > 0.

. .
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. .

..定积分的概念.第一节

..定积分的性质.第二节

..微积分基本公式.第三节

..定积分的换元积分法.第四节

..定积分的分部积分法.第五节

. .
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变速直线运动

引例 设物体在直线上运动，速度函数为 (t)，位置
函数为 s(t)，则在时间间隔 [T1,T2] 内经过的路程为∫ T2

T1

(t)dt = s(T2)− s(T1).

已知关系式 s′(t) = (t)，即 s(t) 是 (t) 的原函数．

. .
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变速直线运动

引例 设物体在直线上运动，速度函数为 (t)，位置
函数为 s(t)，则在时间间隔 [T1,T2] 内经过的路程为∫ T2

T1
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定义1 设函数 ƒ () 在 [,b] 上连续，变上限积分

() =
∫ 


ƒ (t)dt,  ∈ [,b].

定理1 设函数 ƒ () 在 [,b] 上连续，则有

′() =
�∫ 


ƒ (t)dt

�′
= ƒ ()

注记1 上述定理说明，对于闭区间上的连续函数，它

的原函数总是存在的．

. .
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定义1 设函数 ƒ () 在 [,b] 上连续，变上限积分
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定义1 设函数 ƒ () 在 [,b] 上连续，变上限积分

() =
∫ 


ƒ (t)dt,  ∈ [,b].

定理1 设函数 ƒ () 在 [,b] 上连续，则有
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. .

微积分基本公式

定理2 设 ƒ () 在 [,b] 上连续，且 F() 是 ƒ ()
的一个原函数，则有∫ b


ƒ ()d = F(b)− F()

若记 [F()]b

= F(b)− F()，则上式又可表示为∫ b


ƒ ()d = [F()]b



它称为微积分基本公式或牛顿－莱布尼茨公式．

. .
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微积分基本公式

定理2 设 ƒ () 在 [,b] 上连续，且 F() 是 ƒ ()
的一个原函数，则有∫ b


ƒ ()d = F(b)− F()

若记 [F()]b

= F(b)− F()，则上式又可表示为∫ b


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
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. .

微积分基本公式

例1 求下列定积分．

(1)
∫ 1
0
2 d

(2)
∫ 4
2

d



(3)
∫ 3
−1 |2− 2|d

. .
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微积分基本公式

练习1 求下列定积分．

(1)
∫ 1
0
e d

(2)
∫ π

2

0
cosd

(3)
∫ 2
−1 |2|d

. .
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定理3 对于更一般的变限积分，有下面求导公式： ∫ b()

()
ƒ (t)dt

!′
= ƒ (b()) · b′()− ƒ (()) · ′()

特别地，我们有�∫ 


ƒ (t)dt

�′
= ƒ (),

 ∫ b


ƒ (t)dt

!′
= −ƒ ()

. .
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例2 求下列变限积分的导数．

(1)
∫ 
0
e2t dt

(2)
∫ −1


cos2 t dt

(3)
∫ 2


sin t dt

练习2 求下列变限积分的导数．

(1)
∫ 2
0

rctn t dt

(2)
∫ 0
cos

t2 dt

(3)
∫ e
ln

t3 dt

. .
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. .

例2 求下列变限积分的导数．

(1)
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0
e2t dt

(2)
∫ −1


cos2 t dt

(3)
∫ 2


sin t dt
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例2 求下列变限积分的导数．

(1)
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0
e2t dt
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∫ −1


cos2 t dt

(3)
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sin t dt
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(1)
∫ 2
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rctn t dt

(2)
∫ 0
cos

t2 dt

(3)
∫ e
ln

t3 dt
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例3 求函数极限．

(1) lim
→0

∫ sin
0

et dt



(2) lim
→0

∫ 
0
(et − 1)dt

2

练习3 求函数极限．

(1) lim
→0

∫ 
0
cos2 t dt



(2) lim
→0

∫ 0

rctn t dt

2

. .
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例3 求函数极限．
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∫ sin
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et dt



(2) lim
→0

∫ 
0
(et − 1)dt

2
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∫ 0
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例3 求函数极限．

(1) lim
→0

∫ sin
0

et dt



(2) lim
→0

∫ 
0
(et − 1)dt

2

练习3 求函数极限．

(1) lim
→0

∫ 
0
cos2 t dt



(2) lim
→0

∫ 0

rctn t dt

2
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例4 求函数 ƒ () =
∫ 
0
(t − 1)dt 的极值．

练习4 求函数 ƒ () =
∫ 
0
t(t − 4)dt 的极值．

. .
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例4 求函数 ƒ () =
∫ 
0
(t − 1)dt 的极值．

练习4 求函数 ƒ () =
∫ 
0
t(t − 4)dt 的极值．
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分段函数的定积分

例5 求 k 的值，使得
∫ 3
k
ƒ ()d = 40

3 ，其中

ƒ () =

¨
2+ 1,  ¶ 2;
2 + 1,  > 2.

. .
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积分中值定理

注记 积分中值定理的“ξ ∈ [,b]”可以改进为
“ξ ∈ (,b)”．

定理 (积分中值定理) 设 ƒ () 在 [,b] 上连续，则
至少存在一点 ξ ∈ (,b)，使得∫ b


ƒ ()d = ƒ (ξ)(b− ).

证明 利用
:::
微

:::
积

:::
分

:::
基

:::
本

:::
公

:::
式和

:::
微

:::
分

:::
中

:::
值

:::
定

:::
理．

. .
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积分中值定理
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积分中值定理

注记 积分中值定理的“ξ ∈ [,b]”可以改进为
“ξ ∈ (,b)”．

定理 (积分中值定理) 设 ƒ () 在 [,b] 上连续，则
至少存在一点 ξ ∈ (,b)，使得∫ b


ƒ ()d = ƒ (ξ)(b− ).

证明 利用
:::
微

:::
积

:::
分

:::
基

:::
本

:::
公

:::
式和

:::
微

:::
分

:::
中

:::
值

:::
定

:::
理．
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积分中值定理

例6 设 ƒ () 在 [0,+∞) 上连续且 ƒ () > 0．证明

F() =

∫ 
0
tƒ (t)dt∫ 

0
ƒ (t)dt

在 (0,+∞) 上是单调递增的．

. .
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变限积分的导数

复习3 求函数极限．

(1) lim
→0

∫ 
0
ln(1+ t)dt

2

(2) lim
→0

∫ 2
0

et dt

1− cos

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

定积分与极限

题1 求极限 lim
n→∞

∫ 1

0

ne

1+ e
d．

. .
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定积分与极限

题2 求数列极限 lim
n→∞

� 1
n+1 +

1
n+2 + · · ·+ 1

n+n

�
．

解答 原式 = lim
n→∞

n∑
=1

1

1+ /n
· 1
n

=
∫ 1

0

1

1+ 
d = ln 2.

思考 求数列极限 lim
n→∞

� n
n2+12 +

n
n2+22 + · · ·+ n

n2+n2

�
．

. .
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定积分与极限

题2 求数列极限 lim
n→∞

� 1
n+1 +

1
n+2 + · · ·+ 1

n+n

�
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解答 原式 = lim
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1
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. .
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定积分与极限

题2 求数列极限 lim
n→∞

� 1
n+1 +

1
n+2 + · · ·+ 1

n+n

�
．

解答 原式 = lim
n→∞

n∑
=1

1

1+ /n
· 1
n

=
∫ 1

0

1

1+ 
d = ln 2.

思考 求数列极限 lim
n→∞

� n
n2+12 +

n
n2+22 + · · ·+ n
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�
．

. .
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定积分不等式

题3 设 ƒ () 在 [,b] 上连续，且单调递增，证明∫ b


ƒ ()d ¾

+ b

2

∫ b


ƒ ()d

解答 令 L(t) =
∫ t

ƒ ()d− +t

2

∫ t

ƒ ()d，则有

L′(t) =
t − 
2

ƒ (t)− 1

2

∫ t


ƒ ()d

?
¾ 0

要说明上面不等式，有两种方法．

. .
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定积分不等式

题3 设 ƒ () 在 [,b] 上连续，且单调递增，证明∫ b


ƒ ()d ¾

+ b

2

∫ b


ƒ ()d

解答 令 L(t) =
∫ t

ƒ ()d− +t

2

∫ t

ƒ ()d，则有

L′(t) =
t − 
2

ƒ (t)− 1

2

∫ t


ƒ ()d

?
¾ 0

要说明上面不等式，有两种方法．

. .
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定积分不等式

题4 设 ƒ () 在 [0,1] 上连续，证明∫ 1

0
ƒ2()d ¾

 ∫ 1

0
ƒ ()d

!2

. .
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定积分不等式

题5 设连续函数 ƒ () 在 [0,1] 上单调递减．试证明
对于任何 q ∈ [0,1]，都有不等式∫ q

0
ƒ ()d ¾ q

∫ 1

0
ƒ ()d.

. .
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复习与提高

选择
d

d

�∫ 

g() ƒ (t)dt

�
等于 · · · · · · · · · · · ( )

(A) g() ƒ ()
(B) g′() ƒ ′()
(C) g′() ƒ () + g() ƒ ′()
(D) g() ƒ () + g′()

∫ 

ƒ (t)dt

. .
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复习与提高

选择 假设 F() 是连续函数 ƒ () 的一个原函数，则
必有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )
(A) F() 是偶函数⇔ ƒ () 是奇函数
(B) F() 是奇函数⇔ ƒ () 是偶函数
(C) F() 是周期函数⇔ ƒ () 是周期函数
(D) F() 是单调函数⇔ ƒ () 是单调函数

. .
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..定积分的性质.第二节

..微积分基本公式.第三节

..定积分的换元积分法.第四节

..定积分的分部积分法.第五节

..反常积分 .第六节

. .
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定积分的换元法

设 ƒ () 连续， = φ(t) 有连续导数，则有∫ b


ƒ ()d =

∫ β

α
ƒ (φ(t))φ′(t)dt

其中，当  =  时，t = α；当  = b 时，t = β．

. .
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例1 求下列定积分．

(1)
∫ 2
−1 e

2 d

(2)

∫ 8

0

d

1+ 3p

练习1 求下列定积分．

(1)

∫ 1

0

d

2 + 1

(2)

∫ 4

0

d

1+
p


. .
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例1 求下列定积分．

(1)
∫ 2
−1 e

2 d

(2)

∫ 8

0

d

1+ 3p
练习1 求下列定积分．

(1)

∫ 1

0

d

2 + 1

(2)

∫ 4

0

d

1+
p


. .
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定积分的换元法

例2 求定积分
∫ 
0

p
2 − 2 d．

练习2 求定积分
∫ 1/2
0

2p
1−2 d．

练习3 .求定积分
∫ 2
1

p
2−1
 d．

. .
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定积分的换元法
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. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � �



.

. .

定积分的换元法
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定理 (1) 若 ƒ () 为奇函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 0.

(2)若 ƒ ()为偶函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 2

∫ 

0
ƒ ()d.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

证明 (1)
∫ 
− ƒ ()d =

∫ 0
− ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d．

而
∫ 0
− ƒ ()d = −

∫ 0

ƒ (−t)dt（令 t = −）

= −∫ 
0
ƒ (t)dt = −∫ 

0
ƒ ()d

从而
∫ 
− ƒ ()d = −

∫ 
0
ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d = 0.

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � �



.

. .

定理 (1) 若 ƒ () 为奇函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 0.

(2)若 ƒ ()为偶函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 2

∫ 

0
ƒ ()d.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

证明 (1)
∫ 
− ƒ ()d =

∫ 0
− ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d．

而
∫ 0
− ƒ ()d = −

∫ 0

ƒ (−t)dt（令 t = −）

= −∫ 
0
ƒ (t)dt = −∫ 

0
ƒ ()d

从而
∫ 
− ƒ ()d = −

∫ 
0
ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d = 0.

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � �



.

. .

定理 (1) 若 ƒ () 为奇函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 0.

(2)若 ƒ ()为偶函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 2

∫ 

0
ƒ ()d.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

证明 (1)
∫ 
− ƒ ()d =

∫ 0
− ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d．

而
∫ 0
− ƒ ()d = −

∫ 0

ƒ (−t)dt（令 t = −）

= −∫ 
0
ƒ (t)dt = −∫ 

0
ƒ ()d

从而
∫ 
− ƒ ()d = −

∫ 
0
ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d = 0.

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � �



.

. .

定理 (1) 若 ƒ () 为奇函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 0.

(2)若 ƒ ()为偶函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 2

∫ 

0
ƒ ()d.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

证明 (1)
∫ 
− ƒ ()d =

∫ 0
− ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d．

而
∫ 0
− ƒ ()d = −

∫ 0

ƒ (−t)dt（令 t = −）

= −∫ 
0
ƒ (t)dt = −∫ 

0
ƒ ()d

从而
∫ 
− ƒ ()d = −

∫ 
0
ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d = 0.

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � �



.

. .

定理 (1) 若 ƒ () 为奇函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 0.

(2)若 ƒ ()为偶函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 2

∫ 

0
ƒ ()d.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

证明 (1)
∫ 
− ƒ ()d =

∫ 0
− ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d．

而
∫ 0
− ƒ ()d = −

∫ 0

ƒ (−t)dt（令 t = −）

= −∫ 
0
ƒ (t)dt

= −∫ 
0
ƒ ()d

从而
∫ 
− ƒ ()d = −

∫ 
0
ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d = 0.

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � �



.

. .

定理 (1) 若 ƒ () 为奇函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 0.

(2)若 ƒ ()为偶函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 2

∫ 

0
ƒ ()d.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

证明 (1)
∫ 
− ƒ ()d =

∫ 0
− ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d．

而
∫ 0
− ƒ ()d = −

∫ 0

ƒ (−t)dt（令 t = −）

= −∫ 
0
ƒ (t)dt = −∫ 

0
ƒ ()d

从而
∫ 
− ƒ ()d = −

∫ 
0
ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d = 0.

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � �



.

. .

定理 (1) 若 ƒ () 为奇函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 0.

(2)若 ƒ ()为偶函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 2

∫ 

0
ƒ ()d.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

证明 (1)
∫ 
− ƒ ()d =

∫ 0
− ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d．

而
∫ 0
− ƒ ()d = −

∫ 0

ƒ (−t)dt（令 t = −）

= −∫ 
0
ƒ (t)dt = −∫ 

0
ƒ ()d

从而
∫ 
− ƒ ()d = −

∫ 
0
ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d

= 0.

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � �



.

. .

定理 (1) 若 ƒ () 为奇函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 0.

(2)若 ƒ ()为偶函数，则
∫ 

−
ƒ ()d = 2

∫ 

0
ƒ ()d.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

证明 (1)
∫ 
− ƒ ()d =

∫ 0
− ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d．

而
∫ 0
− ƒ ()d = −

∫ 0

ƒ (−t)dt（令 t = −）

= −∫ 
0
ƒ (t)dt = −∫ 

0
ƒ ()d

从而
∫ 
− ƒ ()d = −

∫ 
0
ƒ ()d+

∫ 
0
ƒ ()d = 0.

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � �



.

. .

奇偶性与定积分

例3 求下列定积分：

(1)
∫ 1
−1 

3 d

(2)
∫ 1
−1(+ 1)3 d

例4 证明
∫ 2π
0

sin3 d = 0．
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奇偶性与定积分

例3 求下列定积分：

(1)
∫ 1
−1 

3 d

(2)
∫ 1
−1(+ 1)3 d

例4 证明
∫ 2π
0

sin3 d = 0．
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奇偶性与定积分

练习4 求下列定积分：

(1)
∫ 1
−1
�
+

p
1− 2�2 d；

(2)
∫ π/4
−π/4

1+sin
cos2 

d．
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周期性与定积分

例5 设 ƒ () 是连续的周期函数，周期为 T．

(1) 证明

∫ +T


ƒ ()d =

∫ T

0
ƒ ()d

(2) 证明

∫ +nT


ƒ ()d = n

∫ T

0
ƒ ()d（n ∈ N）

(3) 计算

∫ nπ

0

p
1+ sin2d
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三角函数的定积分

例6 设 ƒ () 在 [0,1] 上连续．

(1) 证明

∫ π
2

0
ƒ (sin)d =

∫ π
2

0
ƒ (cos)d

(2) 证明

∫ π

0
 ƒ (sin)d =

π

2

∫ π

0
ƒ (sin)d

(3) 计算

∫ π

0

 sin

1+ cos2 
d

. .
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分段函数的定积分

例7 计算
∫ 4
1
ƒ (− 2)d，其中函数

ƒ () =


1

1+ cos
, −π <  < 0;

e−2,  ¾ 0.
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换元积分法

复习1 求下列定积分：

(1)
∫ 1
0
(2 + 1)3 d

(2)

∫ 1

0

e d

e + 1

复习2 求定积分
∫ 1
0

p
4− 2 d．
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换元积分法

复习1 求下列定积分：

(1)
∫ 1
0
(2 + 1)3 d

(2)

∫ 1

0

e d

e + 1

复习2 求定积分
∫ 1
0

p
4− 2 d．
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复习与提高

题1 设 ƒ () 连续，求下面函数 () 的导数：

() =
∫ 

0
ƒ (2+ 3t)dt
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..定积分的性质.第二节

..微积分基本公式.第三节

..定积分的换元积分法.第四节

..定积分的分部积分法.第五节

..反常积分 .第六节

. .
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定积分的分部积分法

∫ b


d =

�

�b

−
∫ b


 d

. .
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定积分的分部积分法

例1 求下列定积分．

(1)
∫ 5
1
lnd

(2)
∫ 1
0
e d

例2 求定积分
∫ 4
0
e
p
 d.

. .
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定积分的分部积分法

例1 求下列定积分．

(1)
∫ 5
1
lnd

(2)
∫ 1
0
e d

例2 求定积分
∫ 4
0
e
p
 d.
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定积分的分部积分法

练习1 求下列定积分．

(1)
∫ 1
0
rctnd

(2)
∫ π

2

0
 sind

. .
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定积分的分部积分法

例3 求 n =
∫ π/2
0

sinn d 的递归公式，并求出 n．

例4 设 ƒ () =
∫ 2
1

sin t
t dt，求

∫ 1
0
ƒ ()d．
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定积分的分部积分法

例3 求 n =
∫ π/2
0

sinn d 的递归公式，并求出 n．

例4 设 ƒ () =
∫ 2
1

sin t
t dt，求

∫ 1
0
ƒ ()d．
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复习与提高

复习1 求下列定积分：

(1)
∫ 1
0
e− d;

(2)
∫ 2
1
 lnd.

复习2 求定积分
∫ π

2

0
e sind．
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复习与提高

复习1 求下列定积分：

(1)
∫ 1
0
e− d;

(2)
∫ 2
1
 lnd.

复习2 求定积分
∫ π

2

0
e sind．
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复习与提高

题1 已知 ƒ () 在 [0,1] 上有连续的二阶导数，而且

ƒ (0) = 1，ƒ (2) = 3，ƒ ′(2) = 5．求
∫ 1
0
ƒ ′′(2)d．
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..定积分的性质.第二节

..微积分基本公式.第三节

..定积分的换元积分法.第四节

..定积分的分部积分法.第五节

..反常积分 .第六节
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..反常积分 .第六节

..无限区间上的积分.A

..对无界函数的积分.B

. .
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无限区间上的积分 1

设 ƒ () 的原函数为 F()．则有∫ +∞


ƒ ()d =
h
F()

i+∞

= F(+∞)− F()

= lim
→+∞F()− F()

如果极限存在，则称反常积分收敛；

如果极限不存在，则称反常积分发散．

. .
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无限区间上的积分 1

设 ƒ () 的原函数为 F()．则有∫ +∞


ƒ ()d =
h
F()

i+∞

= F(+∞)− F()

= lim
→+∞F()− F()

如果极限存在，则称反常积分收敛；

如果极限不存在，则称反常积分发散．
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例1 求反常积分

(1)
∫ +∞
0

e−2 d

(2)

∫ +∞
1

d

p

. .
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例1 求反常积分

(1)
∫ +∞
0

e−2 d

(2)

∫ +∞
1

d

p
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练习1 求反常积分

(1)
∫ +∞
0

e− d

(2)
∫ +∞
0

e− d
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练习1 求反常积分

(1)
∫ +∞
0

e− d

(2)
∫ +∞
0

e− d
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无限区间上的积分 2

设 ƒ () 的原函数为 F()．则有∫ b

−∞
ƒ ()d =

h
F()

ib
−∞ = F(b)− F(−∞)

= F(b)− lim
→−∞F()

如果极限存在，则称反常积分收敛；

如果极限不存在，则称反常积分发散．
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无限区间上的积分 2

设 ƒ () 的原函数为 F()．则有∫ b

−∞
ƒ ()d =

h
F()

ib
−∞ = F(b)− F(−∞)

= F(b)− lim
→−∞F()

如果极限存在，则称反常积分收敛；
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无限区间上的积分 3

设 ƒ () 的原函数为 F()．则有∫ +∞
−∞

ƒ ()d =
h
F()

i+∞
−∞ = F(+∞)− F(−∞)

= lim
→+∞F()− lim

→−∞F()

如果两个极限都存在，则称反常积分收敛；

如果其中一个极限不存在，则称反常积分发散．

例2 反常积分
∫ +∞
−∞ d 发散．
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无限区间上的积分 3
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h
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= lim
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∫ +∞
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无限区间上的积分 3
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h
F()

i+∞
−∞ = F(+∞)− F(−∞)

= lim
→+∞F()− lim

→−∞F()

如果两个极限都存在，则称反常积分收敛；

如果其中一个极限不存在，则称反常积分发散．

例2 反常积分
∫ +∞
−∞ d 发散．
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例3 求反常积分

∫ +∞
−∞

d

1+ 2
．
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..反常积分 .第六节

..无限区间上的积分.A

..对无界函数的积分.B
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无界函数的积分

设 ƒ () 在 (,b] 上连续且有原函数 F()，而在趋于
点  时无界（ 称为瑕点）．则定义∫ b


ƒ ()d =

�
F()

�b
+
= F(b)− F(+)

设 ƒ () 在 [,b) 上连续且有原函数 F()，而在趋于
点 b 时无界（b 称为瑕点）．则定义∫ b


ƒ ()d =

�
F()

�b−

= F(b−)− F()

注记 如果上述极限不存在，则称反常积分发散．
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无界函数的积分
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无界函数的积分

设 ƒ () 在 (,b] 上连续且有原函数 F()，而在趋于
点  时无界（ 称为瑕点）．则定义∫ b


ƒ ()d =

�
F()

�b
+
= F(b)− F(+)

设 ƒ () 在 [,b) 上连续且有原函数 F()，而在趋于
点 b 时无界（b 称为瑕点）．则定义∫ b


ƒ ()d =

�
F()

�b−

= F(b−)− F()

注记 如果上述极限不存在，则称反常积分发散．
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例4 求反常积分

(1)
∫ 1
0
lnd

(2)

∫ 1

0

d

p
（p > 0）

练习2 求反常积分

∫ 1

0

dp
1− ．

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

例4 求反常积分
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lnd
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d
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练习2 求反常积分

∫ 1

0

dp
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例4 求反常积分

(1)
∫ 1
0
lnd

(2)

∫ 1

0

d

p
（p > 0）

练习2 求反常积分

∫ 1

0

dp
1− ．
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无界函数的积分

设 ƒ () 仅在趋于点 c ∈ (,b) 时无界．则有∫ b


ƒ ()d =

∫ c


ƒ ()d+

∫ b

c
ƒ ()d

=
�
F()

�c−

+
�
F()

�b
c+

= F(c−)− F() + F(b)− F(c+)
= F(b)− F() + F(c−)− F(c+)

注记 如果其中一个极限不存在，则称反常积分发散．
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无界函数的积分

例5 研究反常积分

∫ 1

−1

d

3
．

注记 虽然 [−1,1] 为对称区间，且 1
3
是奇函数，但

由于函数在  = 0 处有瑕点，不能说积分等于 0．
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无界函数的积分

例5 研究反常积分

∫ 1

−1

d

3
．

注记 虽然 [−1,1] 为对称区间，且 1
3
是奇函数，但

由于函数在  = 0 处有瑕点，不能说积分等于 0．
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复习与提高

复习1 .求下列反常积分

(1)

∫ +∞
2

d

(ln)2
(2)

∫ 1

0

dp
1− 2

. .
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反常积分的换元法

例6 求反常积分

∫ +∞
0

dp
(+ 1)3

．

注记 这个反常积分既有无限区间又有瑕点 0．
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