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..向量及其线性运算.第一节

..数量积与向量积.第二节
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..向量及其线性运算.第一节

..向量的概念.A

..向量的线性运算.B

..空间直角坐标系.C

..利用坐标作向量的线性运算.D

..向量的模、方向角、投影.E
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向量：既有大小，又有方向的量称为向量．

向量的表示：
−→
AB，或 ⃗，或 

向量的相等：若 ⃗ 和 b⃗ 的大小和方
向都相同，称两者相等，记为 ⃗ = b⃗

..A .

B

向量的模：向量的大小称为向量的模，记为 |−→AB|，或
|⃗|，或 ||

单位向量：模为 1 的向量，常记为 e⃗

零向量：模为 0 的向量，记为 0⃗
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平行 若向量 ⃗ 与 b⃗ 的方向相同或相反，则称 ⃗ 与 b⃗
平· 行· ，记为 ⃗ ∥ b⃗．

规定零向量与任何向量都平行．

共线 若两个向量可平移到一条直线上，则称它们

共· 线· ．
两向量平行等同于两向量共线．

共面 若三个或更多个向量可平移到一个平面上，则称

它们共· 面· ．

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

平行 若向量 ⃗ 与 b⃗ 的方向相同或相反，则称 ⃗ 与 b⃗
平· 行· ，记为 ⃗ ∥ b⃗．
规定零向量与任何向量都平行．

共线 若两个向量可平移到一条直线上，则称它们

共· 线· ．
两向量平行等同于两向量共线．

共面 若三个或更多个向量可平移到一个平面上，则称

它们共· 面· ．

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

平行 若向量 ⃗ 与 b⃗ 的方向相同或相反，则称 ⃗ 与 b⃗
平· 行· ，记为 ⃗ ∥ b⃗．
规定零向量与任何向量都平行．

共线 若两个向量可平移到一条直线上，则称它们

共· 线· ．

两向量平行等同于两向量共线．

共面 若三个或更多个向量可平移到一个平面上，则称

它们共· 面· ．

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

平行 若向量 ⃗ 与 b⃗ 的方向相同或相反，则称 ⃗ 与 b⃗
平· 行· ，记为 ⃗ ∥ b⃗．
规定零向量与任何向量都平行．

共线 若两个向量可平移到一条直线上，则称它们

共· 线· ．
两向量平行等同于两向量共线．

共面 若三个或更多个向量可平移到一个平面上，则称

它们共· 面· ．

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

平行 若向量 ⃗ 与 b⃗ 的方向相同或相反，则称 ⃗ 与 b⃗
平· 行· ，记为 ⃗ ∥ b⃗．
规定零向量与任何向量都平行．

共线 若两个向量可平移到一条直线上，则称它们

共· 线· ．
两向量平行等同于两向量共线．

共面 若三个或更多个向量可平移到一个平面上，则称

它们共· 面· ．

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

..向量及其线性运算.第一节

..向量的概念.A

..向量的线性运算.B

..空间直角坐标系.C

..利用坐标作向量的线性运算.D

..向量的模、方向角、投影.E

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

向量的加法

三角形法则：

..
A
.

⃗
.

B
.

b⃗
.

C

.

⃗+ b⃗

平行四边形法则：

..
A
.

⃗
.

B
.

C

.
b⃗
.

D

.
⃗+ b⃗

性质1 向量的加法满足下列运算定律：

⃗+ b⃗ = b⃗+ ⃗
(⃗+ b⃗) + c⃗ = ⃗+ (b⃗+ c⃗) = ⃗+ b⃗+ c⃗
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向量的减法

与 ⃗ 大小相同而方向相反的向量，称为 ⃗ 的负向量，
记为 −⃗．

三角形法则：
−→
AC−−→AB = −→BC

..
A
.

⃗
.

B
.

b⃗

.
b⃗− ⃗

.

C
⃗− ⃗ = 0⃗

|⃗+ b⃗| ¶ |⃗|+ |b⃗|
|⃗− b⃗| ¶ |⃗|+ |b⃗|
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向量的数乘

数 λ 与向量 ⃗ 的乘积是一个新向量，记为 λ⃗．

规定

|λ⃗| = |λ| · |⃗|，而且

若 λ > 0，则 λ⃗ 与 ⃗ 同向
若 λ < 0，则 λ⃗ 与 ⃗ 反向

若 λ = 0，则 λ⃗ = 0⃗

性质2 向量的数乘满足下列性质：

1⃗ = ⃗, (−1)⃗ = −⃗
λ(μ⃗) = (λμ)⃗ = μ(λ⃗)

(λ+ μ)⃗ = λ⃗+ μ⃗, λ(⃗+ b⃗) = λ⃗+ λb⃗
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例1 设 ⃗ 为非零向量，则 ⃗
|⃗| 为单位向量．

例2 设M为平行四边形 ABCD对角线的交点，
−→
AB =

⃗，
−→
AD = b⃗，试用 ⃗ 和 b⃗ 表示向量

−→
MA、

−→
MB、

−→
MC、−→

MD．
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定理1 设 ⃗ 为非零向量，则有

b⃗ ∥ ⃗⇐⇒ b⃗ = λ⃗

其中实数 λ 是唯一的．
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..向量的概念.A

..向量的线性运算.B
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..利用坐标作向量的线性运算.D

..向量的模、方向角、投影.E
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 轴上单位向量 ⃗

y 轴上单位向量 j⃗

z 轴上单位向量 k⃗

r⃗ =
−→
OM =

−→
ON+

−→
NM =

−→
ON+

−→
OR

=
−→
OP+

−→
OQ+

−→
OR =  ⃗+ y j⃗+ z k⃗ = (,y, z)
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向量的坐标运算

设 ⃗ = (,y,z)，b⃗ = (b,by,bz)，λ 为实数．

由

向量的坐标分解可得

⃗± b⃗ = ( ± b,y ± by,z ± bz)

λ⃗ = (λ,λy,λz)

当 ⃗ ̸= 0⃗ 时，b⃗ ∥ ⃗⇔ b⃗ = λ⃗⇔ b

= by

y
= bz

z

平行向量对应坐标成比例
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向量的坐标运算

例3 求解以向量为未知元的线性方程组¨
5⃗− 3y⃗ = ⃗(1)

3⃗− 2y⃗ = b⃗(2)

其中 ⃗ = (2,1,2)，b⃗ = (−1,1,−2)．
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向量的坐标运算

例4 已知两点 A(1,y1, z1)，B(2,y2, z2)以及实数

λ ̸= −1，在直线 AB 上求点 M，使得
−→
AM = λ

−→
MB.

注记 点 M 的坐标等于向量
−→
OM 的坐标．
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..向量及其线性运算.第一节

..向量的概念.A

..向量的线性运算.B

..空间直角坐标系.C

..利用坐标作向量的线性运算.D

..向量的模、方向角、投影.E
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向量的模·两点距离
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r⃗ =
−→
OM =

−→
OP+

−→
OQ+

−→
OR

=  ⃗+ y j⃗+ z k⃗ = (,y, z)

∴ |r⃗| =p2 + y2 + z2

设 A(1,y1, z1)，B(2,y2, z2)，则有

−→
AB =

−→
OB−−→OA = (2 − 1,y2 − y1, z2 − z1)

|AB| = |−→AB| =p(2 − 1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2
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例5 求证以 M1(4,3,1)，M2(7,1,2)，M3(5,2,3)
为顶点的三角形是等腰三角形．
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例6 在 z 轴上求与两点 A(−4,1,7) 和 B(3,5,−2)
等距离的点．
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例7 已知两点 A(4,0,5) 和 B(7,1,3)，求与
−→
AB 方

向相同的单位向量 e⃗．
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向量的夹角

设有非零向量 ⃗ 和 b⃗，

任取空间中一点 O，作
−→
OA =

⃗，
−→
OB = b⃗．

..O .
⃗

.

A

.

b⃗

.

B

. θ

称 ∠AOB = θ（0 ¶ θ ¶ π）为向量的 ⃗ 和 b⃗ 的夹角，
记为 ∠(⃗, b⃗) = θ．
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方向角和方向余弦

给定 r⃗ =
−→
OM = (,y, z)，称 r⃗ 与三个坐标轴的夹角

α，β，γ 为方向角．

方向角的余弦称为方向余弦．

cosα =


|r⃗| =
p

2 + y2 + z2

cosβ =
y

|r⃗| =
yp

2 + y2 + z2

cosγ =
z

|r⃗| =
zp

2 + y2 + z2

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

方向角和方向余弦

给定 r⃗ =
−→
OM = (,y, z)，称 r⃗ 与三个坐标轴的夹角

α，β，γ 为方向角．方向角的余弦称为方向余弦．

cosα =


|r⃗| =
p

2 + y2 + z2

cosβ =
y

|r⃗| =
yp

2 + y2 + z2

cosγ =
z

|r⃗| =
zp

2 + y2 + z2

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

方向余弦

方向余弦满足下面性质：

cos2α + cos2 β+ cos2 γ = 1

(cosα,cosβ,cosγ) =
r⃗

|r⃗| = e⃗r⃗
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例8 已知两点 M1(2,2,
p
2)，M2(1,3,0)，计算向

量
−−−→
M1M2 的模、方向余弦和方向角．
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例9 设点 A 位于第 I 卦限，向量
−→
OA 与  轴、y 轴

的夹角依次为 π
3 和

π
4，且 |

−→
OA| = 6，求点 A 的坐标．
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向量的投影

若 ⃗ ̸= 0⃗，∠(⃗, b⃗) = θ，记 b⃗ 在 ⃗ 上的投影为

Prj⃗ b⃗ = |b⃗| cosθ

.. ⃗.

b⃗

. θ.
A
.

B

同理，若 b⃗ ̸= 0⃗，Prjb⃗ ⃗ = |⃗| cosθ．
性质3 向量投影有线性运算：

1 Prjc⃗(λ⃗) = λPrjc⃗ ⃗

2 Prjc⃗(⃗+ b⃗) = Prjc⃗ ⃗+ Prjc⃗ b⃗
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若 ⃗ ̸= 0⃗，∠(⃗, b⃗) = θ，记 b⃗ 在 ⃗ 上的投影为

Prj⃗ b⃗ = |b⃗| cosθ .. ⃗.

b⃗

. θ.
A
.

B

同理，若 b⃗ ̸= 0⃗，Prjb⃗ ⃗ = |⃗| cosθ．
性质3 向量投影有线性运算：

1 Prjc⃗(λ⃗) = λPrjc⃗ ⃗

2 Prjc⃗(⃗+ b⃗) = Prjc⃗ ⃗+ Prjc⃗ b⃗
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例10 设正方体的一条对角线为 OM，一条棱为 OA，

且 |OA| = ．求
−→
OA 在

−→
OM 方向上的投影 Prj−→OM

−→
OA．
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复习与提高

题1 设三角形 △ABC 的三边 −→BC = ⃗,
−→
CA = b⃗,−→

AB = c⃗，三边中点依次为 D, E, F．证明
−→
AD+

−→
BE+

−→
CF = 0⃗.
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复习与提高

选择 下列哪组角可作为空间向量的方向角 · · · ( )
(A) 30◦,45◦,60◦ (B) 45◦,60◦,90◦
(C) 60◦,90◦,120◦ (D) 45◦,90◦,135◦
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..向量及其线性运算.第一节

..数量积与向量积.第二节

..平面及其方程.第三节

..空间直线及其方程.第四节

..曲面及其方程.第五节

..空间曲线及其方程.第六节
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. .

..数量积与向量积.第二节

..两向量的数量积.A

..两向量的向量积.B

. .
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两向量的数量积

例1 设一物体在常力 F⃗ 作用下，沿与力夹角为 θ 的
直线移动，位移为 s⃗．则力 F⃗ 所做的功为

W = |F⃗| |s⃗| cosθ

= F⃗ · s⃗

..A .
s⃗

. B.

F⃗

. θ

定义1 设向量 ⃗ 和 b⃗ 的夹角为 θ，称

⃗ · b⃗ = |⃗| |b⃗| cosθ
为 ⃗ 与 b⃗ 的数量积（点乘）．

. .
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数量积与投影

数量积与投影的关系如下：

⃗ · b⃗ = |⃗| |b⃗| cosθ

= |⃗|Prj⃗ b⃗ .. ⃗.

b⃗

. θ.
A
.

B

同理，我们有 ⃗ · b⃗ = |b⃗| |⃗| cosθ = |b⃗|Prjb⃗ ⃗．
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数量积的性质

性质1 规定零向量和任何向量都垂直，则有

⃗ · b⃗ = 0⇐⇒ ⃗⊥b⃗

性质2 向量的数量积符合下列运算定律：

1 ⃗ · ⃗ = |⃗|2
2 ⃗ · b⃗ = b⃗ · ⃗
3 (⃗+ b⃗) · c⃗ = ⃗ · c⃗+ b⃗ · c⃗
4 (λ⃗) · b⃗ = λ(⃗ · b⃗)
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例2 试用向量证明三角形的余弦定理

c2 = 2 + b2 − 2b cosθ

解答 设
−→
CB = ⃗，

−→
CA = b⃗，

−→
AB = c⃗．

..

c⃗

.

b⃗

.

A

.C .
⃗

. B. θ

. .
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例2 试用向量证明三角形的余弦定理

c2 = 2 + b2 − 2b cosθ

解答 设
−→
CB = ⃗，

−→
CA = b⃗，

−→
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..

c⃗

.

b⃗
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A

.C .
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. B. θ
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数量积的坐标表示

设 ⃗ = (,y,z)，b⃗ = (b,by,bz)，

则有

⃗ · b⃗ = b + yby + zbz

对于非零向量，由 ⃗ · b⃗ = |⃗| |b⃗| cosθ，得
cosθ =

⃗ · b⃗
|⃗| |b⃗| =

b + yby + zbzÆ
2

+ 2

y
+ 2

z

Æ
b2

+ b2

y
+ b2

z

此式即为两向量的夹角公式．

. .
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例3 已知三个点M(1,1,1), A(2,2,1)和 B(2,1,2)，
求 ∠AMB．

. .
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..数量积与向量积.第二节

..两向量的数量积.A

..两向量的向量积.B

. .
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力矩问题

例4 设 O 为杠杆 L 的支点，有一
个与杠杆夹角为 θ 的力 F⃗ 作用在杠
杆的 P 点上．

则力 F⃗ 作用在杠杆上
的力矩 M⃗ 是一个向量：

..P.
L

.

F⃗

. θ.
θ

.

Q

.O

|M⃗| = |OQ| |F⃗| = |−→OP| |F⃗| sinθ
M⃗⊥−→OP，M⃗⊥F⃗，−→OP、F⃗、M⃗ 符合右手定则

. .
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两向量的向量积

定义2 设 ⃗ 与 b⃗ 的夹角为 θ，定义向量 c⃗

大小：|c⃗| = |⃗| |b⃗| sinθ
方向：c⃗⊥⃗, c⃗⊥b⃗ 且 ⃗, b⃗, c⃗ 符合右手定则

称 c⃗ 为向量 ⃗ 与 b⃗ 的向量积（叉乘），记为

⃗× b⃗ = c⃗
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弗莱明右手定则

右手定则是一个在数学及物理学上使用的定则，

由英

国物理学家约翰·弗莱明于 19 世纪末发明．

..
⃗

.
食指

.

b⃗

.

中指

.θ .

c⃗ = ⃗× b⃗

.

拇指

..
b⃗

.
中指

.

⃗

.

食指

.θ .

c⃗ = ⃗× b⃗

.

拇指

[⃗，b⃗，c⃗] 符合右手定则↔ [食指，中指，拇指]
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向量积的性质

性质3 规定零向量和任何向量都平行，则有

⃗× b⃗ = 0⃗⇐⇒ ⃗ ∥ b⃗

性质4 向量的向量积符合下列运算定律：

1 ⃗× ⃗ = 0⃗

2 b⃗× ⃗ = −⃗× b⃗

3 (⃗+ b⃗)× c⃗ = ⃗× c⃗+ b⃗× c⃗

4 (λ⃗)× b⃗ = λ(⃗× b⃗)

. .
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向量积的坐标表示

设 ⃗ = (,y,z)，b⃗ = (b,by,bz)，

则有

⃗× b⃗ =
�����y z
by bz

���� , ����z 
bz b

���� , ���� y
b by

�����
=
�
ybz − zby,zb − bz,by − yb

�
其中二阶行列式的定义为

�����  b
c d

����� = d− bc．

. .
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例5 已知 △ABC 的顶点为 A(1,2,3), B(3,4,5) 和
C(2,4,7)，求 △ABC 的面积．

解答 S = 1
2 |AB| |AC| sinθ = 1

2 |
−→
AB×−→AC|

..

B

.A . C. θ

. .
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. .

复习与提高

题1 已知向量 ⃗和 b⃗的夹角 θ =
3π

4
，且 |⃗| = p2，

|b⃗| = 3，求 |⃗− b⃗|．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
p
17

. .
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复习与提高

题1 已知向量 ⃗和 b⃗的夹角 θ =
3π

4
，且 |⃗| = p2，

|b⃗| = 3，求 |⃗− b⃗|． · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
p
17
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复习与提高

题2 证明三角形的正弦定理



sinA
=

b

sinB
=

c

sinC

..

c

.

b

.

A

.C .


. B

. .
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. .

复习与提高

题3 在顶点为 A(1,−1,2), B(1,1,0), C(1,3,−1)
的三角形中, 求 AC 边上的高 BD 的长度．

· · · · · · · · 25

. .
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复习与提高

选择 下列关系式错误的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )
(A) ⃗ · b⃗ = b⃗ · ⃗ (B) ⃗× b⃗ = −b⃗× ⃗
(C) ⃗ · ⃗ = |⃗|2 (D) ⃗× ⃗ = 0

. .
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复习与提高

选择 设 ⃗和 b⃗是非零向量，且满足 |⃗+b⃗| = |⃗−b⃗|，
则必有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )
(A) ⃗− b⃗ = 0⃗ (B) ⃗+ b⃗ = 0⃗
(C) ⃗ · b⃗ = 0 (D) ⃗× b⃗ = 0⃗

. .
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..向量及其线性运算.第一节

..数量积与向量积.第二节

..平面及其方程.第三节

..空间直线及其方程.第四节

..曲面及其方程.第五节

..空间曲线及其方程.第六节

. .
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..平面及其方程.第三节

..平面的点法式方程.A

..平面的一般方程.B

..两平面的夹角.C

. .
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平面的点法式方程

设一平面通过已知点 M0(0,y0, z0) 且垂直于非零向
量 n⃗ = (A,B,C)，求该平面  的方程．

A(− 0) + B(y− y0) + C(z − z0) = 0

称它为平面的点法式方程，

称 n⃗ 为平面的法向量． .. y.

z

.



.

n⃗

.
M0

.

M

. .
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例1 求过点 (2,−3,0) 且以 n⃗ = (1,−2,3) 为法向
量的平面的方程．

例2 已知三个点坐标 M1(2,−1,4), M2(−1,3,−2)
和 M3(0,2,3)，求过这三个点的平面的方程．

. .
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例1 求过点 (2,−3,0) 且以 n⃗ = (1,−2,3) 为法向
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..平面及其方程.第三节

..平面的点法式方程.A

..平面的一般方程.B

..两平面的夹角.C

. .
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平面的一般方程

平面的点法式方程

A(− 0) + B(y− y0) + C(z − z0) = 0

等价于平面的一般方程

A+ By+ Cz +D = 0

. .
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平面的一般方程为 A+ By+ Cz +D = 0．

D = 0 表示平面过原点
⋄ A = 0 表示平面平行于  轴
⋄ B = 0 表示平面平行于 y 轴
⋄ C = 0 表示平面平行于 z 轴
A = B = 0 表示平面平行于 y 面
A = C = 0 表示平面平行于 z 面
B = C = 0 表示平面平行于 yz 面

. .
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例3 求通过  轴和点 (4,−3,−1) 的平面的方程．

. .
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例4 设一平面与三个坐标轴的交点分别为 P(,0,0)、
Q(0,b,0)、R(0,0,c)．求该平面的方程．

平面方程



+
y

b
+
z

c
= 1

这称为平面的截距式方程．

其中 ，b，c 称为截距．

.. b.

c

.



. y.

z

.
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..平面及其方程.第三节

..平面的点法式方程.A

..平面的一般方程.B

..两平面的夹角.C
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两平面的夹角

设平面 1 和 2 的法向量

分别为 n⃗1 和 n⃗2，则两平面
的夹角 θ（0 ¶ θ ¶ π/2）的
余弦为

cosθ =
|n⃗1 · n⃗2|
|n⃗1| · |n⃗2|

..

n⃗1

.

n⃗2

. θ.

θ

.

1

.

2

若 n⃗1 = (A1,B1,C1)，n⃗2 = (A2,B2,C2)，则有

cosθ =
|A1A2 + B1B2 + C1C2|Æ

A2
1
+ B2

1
+ C2

1
·ÆA2

2
+ B2

2
+ C2

2

. .
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两平面的夹角

1 : n⃗1 = (A1,B1,C1)

2 : n⃗2 = (A2,B2,C2)
cosθ =

|n⃗1 · n⃗2|
|n⃗1| · |n⃗2|

1⊥2⇐⇒ n⃗1⊥n⃗2
⇐⇒ A1A2 + B1B2 + C1C2 = 0

1 ∥ 2⇐⇒ n⃗1 ∥ n⃗2
⇐⇒ A1

A2
=
B1

B2
=
C1

C2
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例5 求两平面 −y+2z−6 = 0和 2+y+z−5 = 0
的夹角．

例6 一平面通过两点 M1(1,1,1) 和 M2(0,1,−1)
且垂直于平面 + y+ z = 0，求它的方程．

. .
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例7 设 P0(0,y0, z0) 是平面 A+By+Cz+D = 0
外一点，求 P0 到该平面的距离．

..
N

.

n⃗

.
P1.

P0

.

d
d =

|A0 + By0 + Cz0 +D|p
A2 + B2 + C2

. .
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复习与提高

选择 平面


2
+
y

3
+
z

4
= 1 与平面 2+3y−4z = 1

的位置关系是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )
(A) 相交但不垂直 (B) 互相垂直
(C) 平行但不重合 (D) 互相重合

. .
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..向量及其线性运算.第一节

..数量积与向量积.第二节

..平面及其方程.第三节

..空间直线及其方程.第四节

..曲面及其方程.第五节

..空间曲线及其方程.第六节

. .
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..空间直线及其方程.第四节

..空间直线的方程.A

..两直线的夹角.B

..直线与平面的夹角.C

. .
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1. 直线的一般式方程

空间直线可视为两平面的交线，其一般式方程为A1+ B1y+ C1z +D1 = 0

A2+ B2y+ C2z +D2 = 0

..

1

.

2

.

L

. .
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2. 直线的对称式方程

已知直线上一点 M0(0,y0, z0) 和其方向向量 s⃗ =
(m,n,p)，则它的方程为

− 0

m
=
y− yo

n
=
z − z0

p

此式称为直线的对称式方程或点向式方程．

. .
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3. 直线的参数式方程

在对称式方程中令

− 0

m
=
y− yo

n
=
z − z0

p
= t

得到直线的参数式方程：
 = 0 +mt

y = y0 + nt

z = z0 + pt

. .
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例1 用对称式方程及参数式方程表示直线+ y+ z + 1 = 0

2− y+ 3z + 4 = 0

. .
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..空间直线及其方程.第四节

..空间直线的方程.A

..两直线的夹角.B

..直线与平面的夹角.C
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两直线的夹角

两直线的夹角，是指两者的方向向量的夹角（取锐角

或直角）．

设直线 L1 和 L2 的方向向量分别为

s⃗1 = (m1,n1,p1), s⃗2 = (m2,n2,p2),

则有

cosθ =
|s⃗1 · s⃗2|
|s⃗1| |s⃗2| =

��m1m2 + n1n2 + p1p2
��Æ

m2
1
+ n2

1
+ p2

1

Æ
m2

2
+ n2

2
+ p2

2

. .
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��m1m2 + n1n2 + p1p2
��Æ

m2
1
+ n2

1
+ p2

1

Æ
m2

2
+ n2

2
+ p2

2

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

两直线的夹角

L1 : s⃗1 = (m1,n1,p1)

L2 : s⃗2 = (m2,n2,p2)
cosθ =

|s⃗1 · s⃗2|
|s⃗1| · |s⃗2|

L1⊥L2⇐⇒ s⃗1⊥s⃗2
⇐⇒m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0

L1 ∥ L2⇐⇒ s⃗1 ∥ s⃗2
⇐⇒ m1

m2
=
n1

n2
=
p1

p2

注记 在空间中，两条直线垂直时未· 必· 相交．

. .
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. .

两直线的夹角

L1 : s⃗1 = (m1,n1,p1)

L2 : s⃗2 = (m2,n2,p2)
cosθ =

|s⃗1 · s⃗2|
|s⃗1| · |s⃗2|

L1⊥L2⇐⇒ s⃗1⊥s⃗2
⇐⇒m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0

L1 ∥ L2⇐⇒ s⃗1 ∥ s⃗2
⇐⇒ m1

m2
=
n1

n2
=
p1

p2

注记 在空间中，两条直线垂直时未· 必· 相交．
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. .

两直线的夹角

L1 : s⃗1 = (m1,n1,p1)

L2 : s⃗2 = (m2,n2,p2)
cosθ =

|s⃗1 · s⃗2|
|s⃗1| · |s⃗2|

L1⊥L2⇐⇒ s⃗1⊥s⃗2
⇐⇒m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0

L1 ∥ L2⇐⇒ s⃗1 ∥ s⃗2
⇐⇒ m1

m2
=
n1

n2
=
p1

p2

注记 在空间中，两条直线垂直时未· 必· 相交．
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. .

两直线的夹角

L1 : s⃗1 = (m1,n1,p1)

L2 : s⃗2 = (m2,n2,p2)
cosθ =

|s⃗1 · s⃗2|
|s⃗1| · |s⃗2|

L1⊥L2⇐⇒ s⃗1⊥s⃗2
⇐⇒m1m2 + n1n2 + p1p2 = 0

L1 ∥ L2⇐⇒ s⃗1 ∥ s⃗2
⇐⇒ m1

m2
=
n1

n2
=
p1

p2

注记 在空间中，两条直线垂直时未· 必· 相交．
. .
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. .

例2 求直线 L1 和 L2 的夹角．

L1 :
− 1

1
=

y

−4 =
z

1

L2 :


2
=
y+ 2

−2 =
z

−1

. .
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. .

..空间直线及其方程.第四节

..空间直线的方程.A

..两直线的夹角.B

..直线与平面的夹角.C

. .
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. .

直线与平面的夹角

当直线和平面不垂直时，直线和

它在平面上的投影直线所夹锐角

θ，称为直线和平面的夹角．

sinθ = cos(∠(s⃗, n⃗))

=
|s⃗ · n⃗|
|s⃗| |n⃗|

..



.

n⃗

.

L

.

s⃗

. θ

当直线和平面垂直时，规定它们的夹角为 π
2．

. .
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. .

直线与平面的夹角

当直线和平面不垂直时，直线和

它在平面上的投影直线所夹锐角

θ，称为直线和平面的夹角．

sinθ = cos(∠(s⃗, n⃗))

=
|s⃗ · n⃗|
|s⃗| |n⃗|

..



.

n⃗

.

L

.

s⃗

. θ

当直线和平面垂直时，规定它们的夹角为 π
2．
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. .

直线与平面的夹角

当直线和平面不垂直时，直线和

它在平面上的投影直线所夹锐角

θ，称为直线和平面的夹角．

sinθ = cos(∠(s⃗, n⃗))=
|s⃗ · n⃗|
|s⃗| |n⃗|

..



.

n⃗

.

L

.

s⃗

. θ

当直线和平面垂直时，规定它们的夹角为 π
2．
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. .

直线与平面的夹角

当直线和平面不垂直时，直线和

它在平面上的投影直线所夹锐角

θ，称为直线和平面的夹角．

sinθ = cos(∠(s⃗, n⃗))=
|s⃗ · n⃗|
|s⃗| |n⃗|

..



.

n⃗

.

L

.

s⃗

. θ

当直线和平面垂直时，规定它们的夹角为 π
2．
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. .

直线与平面的夹角

设直线 L 的方向向量为 s⃗ = (m,n,p)，平面  的法向
量为 n⃗ = (A,B,C)，

则两者夹角满足

sinθ =
|s⃗ · n⃗|
|s⃗| |n⃗| =

|Am+ Bn+ Cp|p
A2 + B2 + C2
p
m2 + n2 + p2

L⊥⇐⇒ s⃗ ∥ n⃗ ⇐⇒ A

m
=
B

n
=
C

p

L ∥ ⇐⇒ s⃗⊥n⃗ ⇐⇒ Am+ Bn+ Cp = 0
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. .

直线与平面的夹角

设直线 L 的方向向量为 s⃗ = (m,n,p)，平面  的法向
量为 n⃗ = (A,B,C)，则两者夹角满足

sinθ =
|s⃗ · n⃗|
|s⃗| |n⃗|

=
|Am+ Bn+ Cp|p

A2 + B2 + C2
p
m2 + n2 + p2

L⊥⇐⇒ s⃗ ∥ n⃗ ⇐⇒ A

m
=
B

n
=
C

p

L ∥ ⇐⇒ s⃗⊥n⃗ ⇐⇒ Am+ Bn+ Cp = 0

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

直线与平面的夹角

设直线 L 的方向向量为 s⃗ = (m,n,p)，平面  的法向
量为 n⃗ = (A,B,C)，则两者夹角满足

sinθ =
|s⃗ · n⃗|
|s⃗| |n⃗| =

|Am+ Bn+ Cp|p
A2 + B2 + C2
p
m2 + n2 + p2

L⊥⇐⇒ s⃗ ∥ n⃗ ⇐⇒ A

m
=
B

n
=
C

p

L ∥ ⇐⇒ s⃗⊥n⃗ ⇐⇒ Am+ Bn+ Cp = 0
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. .

直线与平面的夹角

设直线 L 的方向向量为 s⃗ = (m,n,p)，平面  的法向
量为 n⃗ = (A,B,C)，则两者夹角满足

sinθ =
|s⃗ · n⃗|
|s⃗| |n⃗| =

|Am+ Bn+ Cp|p
A2 + B2 + C2
p
m2 + n2 + p2

L⊥⇐⇒ s⃗ ∥ n⃗ ⇐⇒ A

m
=
B

n
=
C

p

L ∥ ⇐⇒ s⃗⊥n⃗ ⇐⇒ Am+ Bn+ Cp = 0
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. .

直线与平面的夹角

设直线 L 的方向向量为 s⃗ = (m,n,p)，平面  的法向
量为 n⃗ = (A,B,C)，则两者夹角满足

sinθ =
|s⃗ · n⃗|
|s⃗| |n⃗| =

|Am+ Bn+ Cp|p
A2 + B2 + C2
p
m2 + n2 + p2

L⊥⇐⇒ s⃗ ∥ n⃗ ⇐⇒ A

m
=
B

n
=
C

p

L ∥ ⇐⇒ s⃗⊥n⃗ ⇐⇒ Am+ Bn+ Cp = 0
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. .

例3 求过点 (1,−2,4)且与平面 2−3y+z−4 = 0
垂直的直线的方程．

. .
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. .

例4 求与两平面 − 4z = 3 和 2− y− 5z = 1 的
交线平行，且过点 (−3,2,5) 的直线的方程．

. .
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. .

例5 求直线 −2
1 =

y−3
1 =

z−4
2 与平面 2+y+z−6=0

的交点．

. .
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. .

例6 求过点 (2,1,3) 且与直线 +1
3 =

y−1
2 =

z
−1 垂直

相交的直线的方程．

. .
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. .

平面束的方程

过直线(
A1+ B1y+ C1z +D1 = 0

A2+ B2y+ C2z +D2 = 0

的平面束的方程为

.

λ1(A1+ B1y+ C1z +D1)

+ λ2(A2+ B2y+ C2z +D2) = 0

其中 λ1，λ2 不全为零．

. .

1 2 3 4 5 6 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

平面束的方程

过直线(
A1+ B1y+ C1z +D1 = 0

A2+ B2y+ C2z +D2 = 0

的平面束的方程为

.

λ1(A1+ B1y+ C1z +D1)

+ λ2(A2+ B2y+ C2z +D2) = 0

其中 λ1，λ2 不全为零．
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. .

平面束的方程

过直线(
A1+ B1y+ C1z +D1 = 0

A2+ B2y+ C2z +D2 = 0

的平面束的方程为

.

λ1(A1+ B1y+ C1z +D1)

+ λ2(A2+ B2y+ C2z +D2) = 0

其中 λ1，λ2 不全为零．

. .
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. .

平面束的方程

在平面束方程（λ1，λ2 不全为零）

λ1(A1+ B1y+ C1z +D1)

+ λ2(A2+ B2y+ C2z +D2) = 0

中通常固定 λ1 = 1，λ2 = λ，得到简化写法

A1+ B1y+ C1z +D1

+ λ(A2+ B2y+ C2z +D2) = 0

注记 简化写法缺少平面 A2+B2y+C2z+D2 = 0．

. .
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. .

平面束的方程

在平面束方程（λ1，λ2 不全为零）

λ1(A1+ B1y+ C1z +D1)

+ λ2(A2+ B2y+ C2z +D2) = 0

中通常固定 λ1 = 1，λ2 = λ，得到简化写法

A1+ B1y+ C1z +D1

+ λ(A2+ B2y+ C2z +D2) = 0

注记 简化写法缺少平面 A2+B2y+C2z+D2 = 0．
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. .

例7 求直线

(
+ y− z − 1 = 0
− y+ z + 1 = 0

在平面 +y+z=0

的投影直线的方程．

. .
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. .

复习与提高

题1 一直线过点 A(1,2,1) 且垂直于直线

L1 :
− 1

3
=

y

2
=
z + 1

1
又和直线

L2 :


2
=

y

1
=

z

−1
相交，求此直线方程．

答案
− 1

3
=
y− 2

−2 =
z − 1

−5 ．

. .
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. .

复习与提高

题1 一直线过点 A(1,2,1) 且垂直于直线

L1 :
− 1

3
=

y

2
=
z + 1

1
又和直线

L2 :


2
=

y

1
=

z

−1
相交，求此直线方程．

答案
− 1

3
=
y− 2

−2 =
z − 1

−5 ．
. .
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复习与提高

题2 求过点M0(1,1,1)且与两直线 L1 :

(
y = 2
z = − 1

和 L2 :

(
y = 3− 4
z = 2− 1

都相交的直线 L．

答案
− 1

1
=
y− 1

1
=
z − 1

2
．
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. .

复习与提高

题2 求过点M0(1,1,1)且与两直线 L1 :

(
y = 2
z = − 1

和 L2 :

(
y = 3− 4
z = 2− 1

都相交的直线 L．

答案
− 1

1
=
y− 1

1
=
z − 1

2
．

. .
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. .

复习与提高

题3 求过直线 L :

(
+ 5y+ z = 0
− z + 4 = 0

且与平面

− 4y− 8z + 12 = 0 夹成
π

4
角的平面方程．

答案 + 20y+ 7z − 12 = 0 ？

. .
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. .

复习与提高

题3 求过直线 L :

(
+ 5y+ z = 0
− z + 4 = 0

且与平面

− 4y− 8z + 12 = 0 夹成
π

4
角的平面方程．

答案 + 20y+ 7z − 12 = 0 ？
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. .

..向量及其线性运算.第一节

..数量积与向量积.第二节

..平面及其方程.第三节

..空间直线及其方程.第四节

..曲面及其方程.第五节

..空间曲线及其方程.第六节

. .
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. .

..曲面及其方程.第五节

..曲面方程的概念.A

..旋转曲面 .B

..柱面 .C

..二次曲面 .D

. .
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. .

方程与曲面

方程 F(,y, z) = 0 对应一个曲面 S
曲面 S 对应一个方程 F(,y, z) = 0

..
O
.



. y.

z

. .
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. .

球面

球心在原点，半径为 R
的球面

方程为 2+y2+z2 = R2

..



. y.

z

. .
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. .

..曲面及其方程.第五节

..曲面方程的概念.A

..旋转曲面 .B

..柱面 .C

..二次曲面 .D

. .
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旋转曲面

设在 yz 面上的曲线 C 的方程为 ƒ (y, z) = 0．

它绕 z 轴旋转一周得到的旋
转曲面方程为

ƒ (±p2 + y2, z) = 0.

曲线 C 称为旋转曲面的母线，
..
O
.



. y.

z

.
C

它绕 y 轴旋转一周得到的旋转曲面方程为

ƒ (y,±
p
2 + z2) = 0.

. .
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. .

旋转曲面

设在 yz 面上的曲线 C 的方程为 ƒ (y, z) = 0．

它绕 z 轴旋转一周得到的旋
转曲面方程为

ƒ (±p2 + y2, z) = 0.

曲线 C 称为旋转曲面的母线，
..
O
.



. y.

z

.
C

它绕 y 轴旋转一周得到的旋转曲面方程为

ƒ (y,±
p
2 + z2) = 0.
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. .

旋转曲面

设在 yz 面上的曲线 C 的方程为 ƒ (y, z) = 0．

它绕 z 轴旋转一周得到的旋
转曲面方程为

ƒ (±p2 + y2, z) = 0.

曲线 C 称为旋转曲面的母线，
..
O
.



. y.

z

.
C

它绕 y 轴旋转一周得到的旋转曲面方程为

ƒ (y,±
p
2 + z2) = 0.
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圆锥面

yz 面上的直线 z = y 绕
z 轴旋转一周

圆锥面 z2 = 2(2 + y2)

..



. y.

z

注记 用平面去截圆锥面，可以得到三种圆锥曲线．
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圆锥面

yz 面上的直线 z = y 绕
z 轴旋转一周

圆锥面 z2 = 2(2 + y2)
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注记 用平面去截圆锥面，可以得到三种圆锥曲线．
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旋转单叶双曲面

将 yz 面上的双曲线 y2

b2
− z2

c2
= 1 绕 z 轴旋转一周，得

到 旋· 转· 单· 叶· 双· 曲· 面· 2+y2

b2
− z2

c2
= 1．

(实例：广州塔)
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z
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旋转双叶双曲面

将 yz 面上的双曲线 y2

b2
− z2

c2
= 1 绕 y 轴旋转一周，得

到 旋· 转· 双· 叶· 双· 曲· 面· y2

b2
− 2+z2

c2
= 1．
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..曲面及其方程.第五节

..曲面方程的概念.A

..旋转曲面 .B

..柱面 .C

..二次曲面 .D
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例子 2 + y2 = R2

圆柱面

由平行于 z 轴的直线沿 y 面上
的圆 2 + y2 = R2 移动而得．

准线：y 面的圆 2+y2 = R2．

母线：平行于 z 轴的直线．

..



. y.

z

一般地，方程 F(,y) = 0 在空间中表示一个柱面．
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例子 y = 2 抛物柱面

准线 y 面上的抛物线 y = 2

母线 平行于 z 轴的直线
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.O . y.

z
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例子 y2 − 2 = 1 双曲柱面

准线 y 面上的双曲线

母线 平行于 z 轴的直线
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z
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..曲面及其方程.第五节

..曲面方程的概念.A

..旋转曲面 .B

..柱面 .C

..二次曲面 .D
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椭球面

2

2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 ..



. y.

z

. .
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椭圆锥面

2

2
+
y2

b2
= z2 ..
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z
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椭圆抛物面

z =
2

2
+
y2

b2
..



. y.

z

. .
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双曲抛物面

z = −
2

2
+
y2

b2

又称为马鞍面

..


. y.

z

. .
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二次曲面的分类

椭圆型
椭球面 椭圆锥面 椭圆柱面

2

2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 2

2
+ y2

b2
= z2 2

2
+ y2

b2
= 1

双曲型
单叶双曲面 双叶双曲面 双曲柱面

2

2
+ y2

b2
− z2

c2
= 1 2

2
− y2

b2
− z2

c2
= 1 − 2

2
+ y2

b2
= 1

抛物型
椭圆抛物面 双曲抛物面 抛物柱面

z = 2

2
+ y2

b2
z = − 2

2
+ y2

b2
 = y2

思考 哪些二次曲面可以是旋转曲面？

. .
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复习与提高

题1 求内切于平面 + y+ z = 1 与三个坐标面所构
成四面体的球面方程．

�
− 3−p3

6

�2
+
�
y− 3−p3

6

�2
+
�
z − 3−p3

6

�2
=
�
3−p3
6

�2

. .
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复习与提高

题1 求内切于平面 + y+ z = 1 与三个坐标面所构
成四面体的球面方程．�
− 3−p3

6

�2
+
�
y− 3−p3

6

�2
+
�
z − 3−p3

6

�2
=
�
3−p3
6

�2
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复习与提高

选择 下列结论中，错误的是 · · · · · · · · · · · · · · · ( )
(A) z + 22 + y2 = 0 表示椭圆抛物面
(B) 2 + 2y2 = 1+ 3z2 表示双叶双曲面
(C) 2 + y2 − (z − 1)2 = 0 表示圆锥面
(D) y2 = 5 表示抛物柱面

. .
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..向量及其线性运算.第一节

..数量积与向量积.第二节

..平面及其方程.第三节

..空间直线及其方程.第四节

..曲面及其方程.第五节

..空间曲线及其方程.第六节

. .
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..空间曲线及其方程.第六节

..空间曲线的一般方程.A

..空间曲线的参数方程.B

..空间曲线在坐标面上的投影.C

. .
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空间曲线的一般方程

空间曲线可视为两个曲面的交线．

..

S1
.

S2
.

C

其一般方程为方程组

(
F(,y, z) = 0

G(,y, z) = 0

. .
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空间曲线的一般方程

空间曲线可视为两个曲面的交线．

..

S1
.

S2
.

C

其一般方程为方程组

(
F(,y, z) = 0

G(,y, z) = 0
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例1 方程组(
2 + y2 = 1

2+ 3z = 6

表示圆柱面和平面的交线．
..



. y.

z
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例1 方程组(
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2+ 3z = 6

表示圆柱面和平面的交线．
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例1 方程组(
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2+ 3z = 6

表示圆柱面和平面的交线．
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例2 方程组 z =
p
2 − 2 − y2

2 + y2 −  = 0

表示上半球面和圆柱面的

交线．
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z
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例2 方程组 z =
p
2 − 2 − y2

2 + y2 −  = 0

表示上半球面和圆柱面的

交线．
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例2 方程组 z =
p
2 − 2 − y2

2 + y2 −  = 0

表示上半球面和圆柱面的

交线．
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..空间曲线及其方程.第六节

..空间曲线的一般方程.A

..空间曲线的参数方程.B

..空间曲线在坐标面上的投影.C
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空间曲线的参数方程

将曲线 C 上动点的坐标 ，y，z 表示为参数 t 的函数


 = (t)

y = y(t)

z = z(t)

称它为空间曲线的参数方程．

. .
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空间曲线的参数方程
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称它为空间曲线的参数方程．
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空间曲线的参数方程

将曲线 C 上动点的坐标 ，y，z 表示为参数 t 的函数
 = (t)

y = y(t)

z = z(t)

称它为空间曲线的参数方程．
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例3 螺旋线
 =  cosωt

y =  sinωt

z = t

以角速度 ω 围绕 z 轴旋转

以线速度  平行 z 轴上升
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.
y

.

z

. .
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例3 螺旋线
 =  cosωt

y =  sinωt

z = t

以角速度 ω 围绕 z 轴旋转

以线速度  平行 z 轴上升
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例3 螺旋线
 =  cosωt

y =  sinωt
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例4 将下列曲线化为参数方程表示：

(1)

 2 + y2 = 1

2+ 3z = 6

(2)

 z =
p
2 − 2 − y2

2 + y2 −  = 0

. .
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..空间曲线及其方程.第六节

..空间曲线的一般方程.A

..空间曲线的参数方程.B

..空间曲线在坐标面上的投影.C
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空间曲线的投影曲线

设空间曲线 C 的一般方程为(
F(,y, z) = 0

G(,y, z) = 0

..



. y.

z

消去 z 得到投影柱面 H(,y) = 0，

则 C 在 y 面上的投影曲线为

H(,y) = 0

z = 0
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例5 已知两球面的方程分别为

2 + y2 + z2 = 1 和 2 + (y− 1)2 + (z − 1)2 = 1

求它们的交线 C 在 y 面上的投影曲线方程．
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例6 设立体由上半球面 z =
p
4− 2 − y2 和锥面

z =
p
3(2 + y2) 围成．求它在 y 面上的投影区域．
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例6 设立体由上半球面 z =
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复习与提高

题1 求曲线

(
z = y2

 = 0
绕 z 轴旋转所得的曲面与平面

+ y+ z = 1 的交线在 y 面上的投影曲线方程．
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