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二元函数

定义1 从平面 R2 的非空子集 D 到 R 的对应关系

ƒ : D −→ R

称为二元函数，其中对应 ƒ 将点 (,y)对应到 ƒ (,y)．
记为 z = ƒ (,y)．

 和 y 称为自变量，z 称为因变量．
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二元函数的定义域

二元函数的自然定义域：由所有使得 ƒ (,y) 有意义的
点 (,y) 组成的集合．

例1 z = ln(+ y) 的定义域为

· · · · · · · ·无界

开区域

D = {(,y) | + y > 0}.

例2 z =
p
1− 2 − y2 的定义域为

· · · ·有界

闭区域

D = {(,y) | 2 + y2 ≤ 1}.
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自然定义域

练习1 求二元函数的定义域并画出该区域．

(1) ƒ (,y) = ln(2 + y2 − 1)
(2) ƒ (,y) =

1p
+ y− 2

(3) ƒ (,y) =
p
1− || − |y|
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平面点集的分类

有界集 限制在有限范围的点集

无界集 延伸到无穷远的点集

开区域 不包含边界的区域

闭区域 包含边界的区域

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
问题 如何准确描述上述几种平面点集？
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直线点集与平面点集

直线 R 平面 R2

邻域 邻域

有界集 有界集

无界集 无界集

开区间 开区域

闭区间 闭区域

端点 边界
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定义2 平面上的点集n
(,y)

��� p(− 0)2 + (y− y0)2 < δ
o

称为点 P0(0,y0) 的 δ 邻域，记为 U(P0, δ)．

定义3 平面上的点集n
(,y)

��� 0 <
p
(− 0)2 + (y− y0)2 < δ

o
称为点 P0(0,y0) 的 去心 δ 邻域，记为 Ů(P0, δ)．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
有界集 存在某个 r > 0，使得 E ⊂ U(O, r)．
无界集 对于任何 r > 0，总有 E ̸⊂ U(O, r)．

. .
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· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
有界集 存在某个 r > 0，使得 E ⊂ U(O, r)．
无界集 对于任何 r > 0，总有 E ̸⊂ U(O, r)．

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

定义2 平面上的点集n
(,y)

��� p(− 0)2 + (y− y0)2 < δ
o

称为点 P0(0,y0) 的 δ 邻域，记为 U(P0, δ)．

定义3 平面上的点集n
(,y)

��� 0 <
p
(− 0)2 + (y− y0)2 < δ

o
称为点 P0(0,y0) 的 去心 δ 邻域，记为 Ů(P0, δ)．
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内点 若存在 P 的某个邻域 U(P) 使得 U(P) ⊂ E，
则称 P 为 E 的内点．

外点 若存在 P 的某个邻域 U(P) 使得 U(P) ∩ E = ∅，
则称 P 为 E 的外点．

边界点 若 P 的任何邻域，既含有属于 E 的点，又含
有不属于 E 的点，则称 P 为 E 的边界点．

注记 (1) 内点一定属于 E；(2) 外点一定不属于 E；
(3) 边界点可能属于 E 也可能不属于 E．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
边界 E 的边界点的全体，称为 E 的边界，记为 ∂E．
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开集 若 E 的边界点都不属于 E，即 ∂E ∩ E = ∅，
则称 E 为开集．

闭集 若 E 的边界点都属于 E，即 ∂E ⊂ E，
则称 E 为闭集．

连通集 若 E 中任何两点都可用 E 中的折线联结起来．
则称 E 为连通集．

开区域 非· 空· 的连通开集称为开区域．
闭区域 开区域及其边界一起构成的点集称为闭区域．

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

开集 若 E 的边界点都不属于 E，即 ∂E ∩ E = ∅，
则称 E 为开集．

闭集 若 E 的边界点都属于 E，即 ∂E ⊂ E，
则称 E 为闭集．

连通集 若 E 中任何两点都可用 E 中的折线联结起来．
则称 E 为连通集．

开区域 非· 空· 的连通开集称为开区域．
闭区域 开区域及其边界一起构成的点集称为闭区域．

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

开集 若 E 的边界点都不属于 E，即 ∂E ∩ E = ∅，
则称 E 为开集．

闭集 若 E 的边界点都属于 E，即 ∂E ⊂ E，
则称 E 为闭集．

连通集 若 E 中任何两点都可用 E 中的折线联结起来．
则称 E 为连通集．

开区域 非· 空· 的连通开集称为开区域．
闭区域 开区域及其边界一起构成的点集称为闭区域．

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

开集 若 E 的边界点都不属于 E，即 ∂E ∩ E = ∅，
则称 E 为开集．

闭集 若 E 的边界点都属于 E，即 ∂E ⊂ E，
则称 E 为闭集．

连通集 若 E 中任何两点都可用 E 中的折线联结起来．
则称 E 为连通集．

开区域 非· 空· 的连通开集称为开区域．

闭区域 开区域及其边界一起构成的点集称为闭区域．

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

开集 若 E 的边界点都不属于 E，即 ∂E ∩ E = ∅，
则称 E 为开集．

闭集 若 E 的边界点都属于 E，即 ∂E ⊂ E，
则称 E 为闭集．

连通集 若 E 中任何两点都可用 E 中的折线联结起来．
则称 E 为连通集．

开区域 非· 空· 的连通开集称为开区域．
闭区域 开区域及其边界一起构成的点集称为闭区域．

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

..多元函数的基本概念.第一节
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二元函数的极限：定义

定义4 如果任意给定 ε > 0，总存在一个 δ > 0，使
得当点 (,y) ∈ Ů(P0, δ) 时，

|ƒ (,y)− A| < ε

总成立，则称当 (,y) 趋于点 P0(0,y0) 时，函数
ƒ (,y) 以 A 为极限，记为

lim
(,y)→(0,y0)

ƒ (,y) = A 或 lim
P→P0

ƒ (,y) = A.

例3 证明 lim
(,y)→(0,0)

ƒ (,y) = 0，其中

ƒ (,y) = (2 + y2) sin
1

2 + y2
.

. .
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二元函数的极限：定义

定义4 如果任意给定 ε > 0，总存在一个 δ > 0，使
得当点 (,y) ∈ Ů(P0, δ) 时，

|ƒ (,y)− A| < ε

总成立，则称当 (,y) 趋于点 P0(0,y0) 时，函数
ƒ (,y) 以 A 为极限，记为

lim
(,y)→(0,y0)

ƒ (,y) = A 或 lim
P→P0

ƒ (,y) = A.

例3 证明 lim
(,y)→(0,0)

ƒ (,y) = 0，其中

ƒ (,y) = (2 + y2) sin
1

2 + y2
.
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二元函数的极限：解释

注记 函数极限 lim
(,y)→(0,y0)

ƒ (,y) = A 成立等价于当

(,y) 以任意方式趋于 (0,y0) 时，ƒ (,y) 总趋于 A．

例4 证明 lim
(,y)→(0,0)

ƒ (,y) 不存在，其中

ƒ (,y) =


y

2 + y2
, (,y) ̸= (0,0);

0, (,y) = (0,0).
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二元函数的极限：解释

注记 函数极限 lim
(,y)→(0,y0)

ƒ (,y) = A 成立等价于当

(,y) 以任意方式趋于 (0,y0) 时，ƒ (,y) 总趋于 A．

例4 证明 lim
(,y)→(0,0)

ƒ (,y) 不存在，其中

ƒ (,y) =


y

2 + y2
, (,y) ̸= (0,0);

0, (,y) = (0,0).
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二重极限的运算法则

注记 二元函数的极限运算法则与一元函数的类似．

例5 求极限 lim
(,y)→(0,2)

siny


．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
注记 在二元函数极限的定义中，不要求函数在 P0 的
某个去心邻域有定义，只要求 P0 是定义域 D 的聚点．

定义 若 ∀δ > 0，Ů(P, δ) 内总有 E 中的点，则称 P
为 E 的聚点．
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二重极限的运算法则

注记 二元函数的极限运算法则与一元函数的类似．
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．
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定义 若 ∀δ > 0，Ů(P, δ) 内总有 E 中的点，则称 P
为 E 的聚点．
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二重极限的运算法则

注记 二元函数的极限运算法则与一元函数的类似．

例5 求极限 lim
(,y)→(0,2)
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．
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定义 若 ∀δ > 0，Ů(P, δ) 内总有 E 中的点，则称 P
为 E 的聚点．
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..多元函数的基本概念.第一节

..多元函数的概念.A

..多元函数的极限.B

..多元函数的连续性.C

. .
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连续函数

定义5 设 ƒ (,y) 的定义域 D 有聚点 (0,y0)．如果

lim
(,y)→(0,y0)

ƒ (,y) = ƒ (0,y0),

则称 ƒ (,y) 在 (0,y0) 处连续，或者称 (0,y0) 是
ƒ (,y) 的一个连续点．

注记 函数 ƒ (,y) 的不连续点 (0,y0) 称为间断点．

性质1 二元初等函数在定· 义· 区· 域· 上总是连续的．
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连续函数

定义5 设 ƒ (,y) 的定义域 D 有聚点 (0,y0)．如果

lim
(,y)→(0,y0)
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ƒ (,y) 的一个连续点．

注记 函数 ƒ (,y) 的不连续点 (0,y0) 称为间断点．

性质1 二元初等函数在定· 义· 区· 域· 上总是连续的．
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连续函数

定义5 设 ƒ (,y) 的定义域 D 有聚点 (0,y0)．如果

lim
(,y)→(0,y0)

ƒ (,y) = ƒ (0,y0),

则称 ƒ (,y) 在 (0,y0) 处连续，或者称 (0,y0) 是
ƒ (,y) 的一个连续点．

注记 函数 ƒ (,y) 的不连续点 (0,y0) 称为间断点．

性质1 二元初等函数在定· 义· 区· 域· 上总是连续的．
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二元函数的极限

例6 求二元函数极限 lim
(,y)→(1,2)

+ y

y
．

例7 求极限 lim
(,y)→(0,0)

p
1+ y− 1

y
．

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

二元函数的极限

例6 求二元函数极限 lim
(,y)→(1,2)

+ y

y
．

例7 求极限 lim
(,y)→(0,0)

p
1+ y− 1

y
．
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二元连续函数的性质

性质2 若 ƒ (,y) 在有界闭区域 D 上连续，则有

1 它在 D 上有界，且能取得最大值和最小值．
2 它能取到介于最大值和最小值之间的任何值．

. .
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二元函数的间断点

例8 找出下列二元函数的所有间断点：

(1) ƒ (,y) = sin
1

2 + y2 − 1

(2) g(,y) =


y

2 + y2
, (,y) ̸= (0,0);

0, (,y) = (0,0).
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复习与提高

复习1 求二元函数的定义域并画出该区域．

(1) ƒ (,y) =
p
2 + y2 − 1+p4− 2 − y2

(2) ƒ (,y) = ln(− y+ 2) + ln(2+ y− 2)

注记 y > ƒ () 表示 y = ƒ () 的上方区域．
y < ƒ () 表示 y = ƒ () 的下方区域．
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. .

复习与提高

复习1 求二元函数的定义域并画出该区域．

(1) ƒ (,y) =
p
2 + y2 − 1+p4− 2 − y2

(2) ƒ (,y) = ln(− y+ 2) + ln(2+ y− 2)

注记 y > ƒ () 表示 y = ƒ () 的上方区域．
y < ƒ () 表示 y = ƒ () 的下方区域．
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复习与提高

题1 设 ƒ (+ y,− y) = y，求 ƒ (,y)．

题2 求极限 lim
(,y)→(0,0)

2y2

2 + y2
．
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复习与提高

题1 设 ƒ (+ y,− y) = y，求 ƒ (,y)．

题2 求极限 lim
(,y)→(0,0)

2y2

2 + y2
．
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复习与提高

题3 说明极限 lim
(,y)→(0,0)

y

+ y
不存在．

. .
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复习与提高

题4 找出下面函数的所有间断点：

ƒ (,y) =

 sin
1

y
, y ̸= 0;

0, y = 0.

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

复习与提高

选择 有且仅有一个间断点的函数为 · · · · · · · · · ( )

(A)


y
(B)



+ y
(C) e− ln(2 + y2) (D) rctn(|y|+ 1)
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..多元函数的基本概念.第一节

..偏导数 .第二节

..全微分 .第三节

..多元复合函数求导.第四节

..隐函数求导.第五节
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..偏导数 .第二节

..一阶偏导数.A

..高阶偏导数.B

. .
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偏导数

定义1 设函数 ƒ (,y) 在 (0,y0) 某邻域内有定义，
如果极限

lim
Δ→0

ƒ (0 + Δ,y0)− ƒ (0,y0)

Δ
存在，则称该极限为函数在点 (0,y0) 处对  的偏导
数，记为 ƒ ′


(0,y0)．

类似地定义函数在点 (0,y0) 处对 y 的偏导数为

ƒ ′
y
(0,y0) = lim

Δy→0
ƒ (0,y0 + Δy)− ƒ (0,y0)

Δy

例1 设 ƒ (,y) = y2，求 ƒ ′

(2,1) 和 ƒ ′

y
(2,1)．

. .
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偏导数

定义1 设函数 ƒ (,y) 在 (0,y0) 某邻域内有定义，
如果极限

ƒ ′

(0,y0) = lim

Δ→0
ƒ (0 + Δ,y0)− ƒ (0,y0)

Δ
存在，则称该极限为函数在点 (0,y0) 处对  的偏导
数，记为 ƒ ′


(0,y0)．

类似地定义函数在点 (0,y0) 处对 y 的偏导数为

ƒ ′
y
(0,y0) = lim

Δy→0
ƒ (0,y0 + Δy)− ƒ (0,y0)

Δy

例1 设 ƒ (,y) = y2，求 ƒ ′

(2,1) 和 ƒ ′

y
(2,1)．
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偏导数

定义1 设函数 ƒ (,y) 在 (0,y0) 某邻域内有定义，
如果极限

ƒ ′

(0,y0) = lim
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Δ
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(0,y0)．
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y
(0,y0) = lim

Δy→0
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Δy

例1 设 ƒ (,y) = y2，求 ƒ ′

(2,1) 和 ƒ ′

y
(2,1)．
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偏导数

定义1 设函数 ƒ (,y) 在 (0,y0) 某邻域内有定义，
如果极限

ƒ ′

(0,y0) = lim

Δ→0
ƒ (0 + Δ,y0)− ƒ (0,y0)

Δ
存在，则称该极限为函数在点 (0,y0) 处对  的偏导
数，记为 ƒ ′


(0,y0)．

类似地定义函数在点 (0,y0) 处对 y 的偏导数为

ƒ ′
y
(0,y0) = lim

Δy→0
ƒ (0,y0 + Δy)− ƒ (0,y0)

Δy

例1 设 ƒ (,y) = y2，求 ƒ ′

(2,1) 和 ƒ ′

y
(2,1)．
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偏导函数

定义2 设 ƒ (,y) 在区域 D 的每一点对  的偏导数
都存在，则有对  的偏导函数

ƒ ′

(,y) = lim

Δ→0
ƒ (+ Δ,y)− ƒ (,y)

Δ

类似地，设 ƒ (,y) 在区域 D 的每一点对 y 的偏导数
都存在，则有对 y 的偏导函数

ƒ ′
y
(,y) = lim

Δy→0
ƒ (,y+ Δy)− ƒ (,y)

Δy

注记 在不至于混淆时，可把偏导函数简称为偏导数．

. .
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偏导函数

定义2 设 ƒ (,y) 在区域 D 的每一点对  的偏导数
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ƒ ′
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偏导函数

定义2 设 ƒ (,y) 在区域 D 的每一点对  的偏导数
都存在，则有对  的偏导函数

ƒ ′

(,y) = lim

Δ→0
ƒ (+ Δ,y)− ƒ (,y)

Δ

类似地，设 ƒ (,y) 在区域 D 的每一点对 y 的偏导数
都存在，则有对 y 的偏导函数

ƒ ′
y
(,y) = lim

Δy→0
ƒ (,y+ Δy)− ƒ (,y)

Δy

注记 在不至于混淆时，可把偏导函数简称为偏导数．
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偏导函数

对于 z = ƒ (,y)，将 y 看为常数，对  求导，得到 z

对  的偏导数，记为
∂z

∂
，

或
∂ƒ

∂
，或 z′


，或 ƒ ′


．

对于 z = ƒ (,y)，将  看为常数，对 y 求导，得到 z

对 y 的偏导数，记为
∂z

∂y
，或

∂ƒ

∂y
，或 z′

y
，或 ƒ ′

y
．
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∂ƒ

∂
，或 z′


，或 ƒ ′


．

对于 z = ƒ (,y)，将  看为常数，对 y 求导，得到 z

对 y 的偏导数，记为
∂z

∂y
，或

∂ƒ

∂y
，或 z′

y
，或 ƒ ′

y
．

. .
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例2 求 z = 2 + y+ y2 的偏导数．

例3 求 z =
y

2− y 的偏导数．
例4 求 ƒ (,y) = e

2y 在点 (1,2) 处的偏导数．

练习1 求下列函数的偏导数．

(1) z = 23 − 5y2 + 2y

(2) z = rctn
y
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偏导数的几何意义

..

z

.
0

.
Δy

. y0.

Δ

.



.

P

. y.

M0

.

Q1

.

Q

.

Q2

.

P0

.

M

.

M1

.

M2

.

T1

.

T

.

T2

M0M1切线 = M0T1
∠Q1M0T1 = α
ƒ ′

(0,y0) = tnα

M0M2切线 = M0T2
∠Q2M0T2 = β
ƒ ′
y
(0,y0) = tnβ

. .
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偏导数与连续性

例5 说明 ƒ (,y) 在点 (0,0) 的两个偏导数存在，但
在点 (0,0) 不连续，其中

ƒ (,y) =


y

2 + y2
, (,y) ̸= (0,0);

0, (,y) = (0,0).

. .
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三元函数的偏导数

类似地，对于三元函数  = ƒ (,y, z)，可以定义三个

偏导数
∂

∂
，
∂

∂y
和

∂

∂z
．

例6 求三元函数  = y2z3 的偏导数．

例7 求三元函数 r =
p
2 + y2 + z2 的偏导数．
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..偏导数 .第二节

..一阶偏导数.A

..高阶偏导数.B

. .
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二阶偏导数

对 z = ƒ (,y) 的偏导数 z′

和 z′

y
再求偏导数，就得到

四个二阶偏导数：

(z′

)′

= z

′′

或 (ƒ ′


)′

= ƒ

′′


(z′

)′
y
= z

′′
y
或 (ƒ ′


)′
y
= ƒ

′′
y

(z′
y
)′

= z

′′
y
或 (ƒ ′

y
)′

= ƒ

′′
y

(z′
y
)′
y
= z

′′
yy
或 (ƒ ′

y
)′
y
= ƒ

′′
yy

. .
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例8 求 z = 3 + y3 − 3y2 的各二阶偏导数．

例9 求 z = 2yey 的各二阶偏导数．

定理 当二阶偏导数 ƒ ′′
y
(,y) 和 ƒ ′′

y
(,y) 都连续时，

两者必定相等．

练习2 求下列函数的二阶偏导数．

(1) z = 2y3 + e siny
(2) z = ln(− y)

. .
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二阶偏导数

z = ƒ (,y) 的二阶偏导数也可以这样表示：

∂

∂

�∂z
∂

�
=
∂2z

∂2
= z

′′


∂

∂y

�∂z
∂

�
=

∂2z

∂∂y
= z

′′
y

∂

∂

�
∂z

∂y

�
=

∂2z

∂y∂
= z

′′
y

∂

∂y

�
∂z

∂y

�
=
∂2z

∂y2
= z

′′
yy

. .
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复习与提高

复习1 求下列函数的偏导数．

(1) z =


2 − y2

(2) z = rctn(− y)

. .
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复习与提高

复习1 求下列函数的偏导数．

(1) z =


2 − y2
(2) z = rctn(− y)
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复习与提高

复习2 求下列函数的二阶偏导数．

(1) z = y2e−y

(2) z = y cosy

. .
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复习与提高

复习2 求下列函数的二阶偏导数．

(1) z = y2e−y
(2) z = y cosy

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

复习与提高

题1 设 z =
∫ y

ƒ (t)dt，求

∂z

∂
和

∂z

∂y
.

题2 设 ƒ (,y) = 2y + (y − 1)rctn (/y)，求
ƒ ′

(1,1)．

. .
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复习与提高

题1 设 z =
∫ y

ƒ (t)dt，求

∂z

∂
和

∂z

∂y
.

题2 设 ƒ (,y) = 2y + (y − 1)rctn (/y)，求
ƒ ′

(1,1)．
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复习与提高

题3 判断 ƒ (,y) =
p
2 + y2 在 (0,0) 是否连续，

以及偏导数是否存在．

题4 判断 ƒ (,y) =

¨
1, y = 0
0, y ̸= 0

在 (0,0) 是否连

续，以及偏导数是否存在．

. .
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复习与提高
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复习与提高

题5 设二元函数

ƒ (,y) =

y
2 − y2
2 + y2

, 2 + y2 ̸= 0;

0, 2 + y2 = 0.

说明混合偏导数 ƒ ′′
y
(0,0) 和 ƒ ′′

y
(0,0) 不相等．

. .
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复习与提高

题6 求满足条件
∂ƒ

∂y
= 2 + 2y，ƒ (,2) = 1 的二

元函数 ƒ (,y)．

. .
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..多元函数的基本概念.第一节

..偏导数 .第二节

..全微分 .第三节

..多元复合函数求导.第四节

..隐函数求导.第五节

. .
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..全微分 .第三节

..全微分的定义.A

..用全微分求近似值∗.B

. .
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全微分

例子 用 S 表示边长分别为  与 y 的矩形的面积，则
S = y．

如果边长  与 y 分别取得改变量 Δ 与 Δy，
则面积 S 相应地有一个改变量

ΔS = yΔ+ Δy+ ΔΔy.

. .
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定义 如果 z = ƒ (,y) 在点 (,y) 的某邻域内满足

Δz = AΔ+ BΔy+ o(ΔP), (ΔP→ 0)

其中 A，B与 Δ，Δy无关，ΔP =
p
(Δ)2 + (Δy)2，

则称函数在点 (,y) 可微分，并称它的全微分为

dz = AΔ+ BΔy

定理 函数在 (,y) 点可微⇨ 函数在 (,y) 点连续．

定理 如果函数 z = ƒ (,y) 可微，则 A = ƒ ′

(,y)，

B = ƒ ′
y
(,y)．即有

dz = ƒ ′

(,y)d+ ƒ ′

y
(,y)dy,

其中 d = Δ，dy = Δy．

. .
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微分的几何意义：以直代曲

..

y

.

M0

.

M

. P0. P.
0

.


.

Δ

.

Q

.

dy

.

T

.

Δy

.

当 P0P→ 0 时，
TM = o(P0P)

当 Δ→ 0 时，
Δy−dy = o(Δ)

. .
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全微分的几何意义：以平代曲

..

z

.
0

.
Δy

. y0.

Δ

.

ΔP

.



.

P

. y.

M0

.

Q1

.

Q

.

Q2

.
P0
.

M

.

M1

.

M2

.

T1

.

T

.

T2

.

dz

.

Δz

.
当 P0P→ 0 时，
TM = o(P0P)

当 ΔP→ 0 时，
Δz−dz = o(ΔP)
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全微分与偏导数

例1 证明函数 ƒ (,y) 在点 (0,0) 的偏导数存在，但
不可微分．其中

ƒ (,y) =


yp

2 + y2
, (,y) ̸= (0,0);

0, (,y) = (0,0).

定理 若多元函数各个偏导数都连续，则全微分存在．

. .
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全微分与偏导数
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. .

全微分

设二元函数 z = ƒ (,y) 可微，则全微分为

dz = ƒ ′

(,y)d+ ƒ ′

y
(,y)dy

设三元函数  = ƒ (,y, z) 可微，则全微分为

d = ƒ ′

(,y, z)d+ ƒ ′

y
(,y, z)dy+ ƒ ′

z
(,y, z)dz

例2 求 z = 2y3 在  = 1，y = 2，Δ = 0.2，
Δy = 0.1 时的全微分．

例3 求 z = ey 的全微分．

例4 求  = y+ yz + z 的全微分．

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

. .

全微分

设二元函数 z = ƒ (,y) 可微，则全微分为

dz = ƒ ′

(,y)d+ ƒ ′

y
(,y)dy

设三元函数  = ƒ (,y, z) 可微，则全微分为

d = ƒ ′

(,y, z)d+ ƒ ′

y
(,y, z)dy+ ƒ ′

z
(,y, z)dz

例2 求 z = 2y3 在  = 1，y = 2，Δ = 0.2，
Δy = 0.1 时的全微分．

例3 求 z = ey 的全微分．

例4 求  = y+ yz + z 的全微分．

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

. .

全微分

设二元函数 z = ƒ (,y) 可微，则全微分为

dz = ƒ ′

(,y)d+ ƒ ′

y
(,y)dy

设三元函数  = ƒ (,y, z) 可微，则全微分为

d = ƒ ′

(,y, z)d+ ƒ ′

y
(,y, z)dy+ ƒ ′

z
(,y, z)dz

例2 求 z = 2y3 在  = 1，y = 2，Δ = 0.2，
Δy = 0.1 时的全微分．

例3 求 z = ey 的全微分．

例4 求  = y+ yz + z 的全微分．

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

. .

全微分

设二元函数 z = ƒ (,y) 可微，则全微分为

dz = ƒ ′

(,y)d+ ƒ ′

y
(,y)dy

设三元函数  = ƒ (,y, z) 可微，则全微分为

d = ƒ ′

(,y, z)d+ ƒ ′

y
(,y, z)dy+ ƒ ′

z
(,y, z)dz

例2 求 z = 2y3 在  = 1，y = 2，Δ = 0.2，
Δy = 0.1 时的全微分．

例3 求 z = ey 的全微分．

例4 求  = y+ yz + z 的全微分．

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

. .

全微分

设二元函数 z = ƒ (,y) 可微，则全微分为
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y
(,y)dy
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..全微分 .第三节

..全微分的定义.A

..用全微分求近似值∗.B

. .
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近似计算

利用全微分公式，我们有下列近似计算公式：

ƒ (+Δ,y+Δy) ≈ ƒ (,y)+ ƒ ′

(,y)Δ+ ƒ ′

y
(,y)Δy

例5 求 1.012.99 的近似值．

. .
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近似计算

利用全微分公式，我们有下列近似计算公式：

ƒ (+Δ,y+Δy) ≈ ƒ (,y)+ ƒ ′

(,y)Δ+ ƒ ′

y
(,y)Δy

例5 求 1.012.99 的近似值．
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复习与提高

题1 求 z = rctn

�
− y
+ y

�
的全微分 dz．

题2 求 ƒ (,y, z) = z
p
/y 在点 (1,1,1) 的全微分．

. .
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. .

复习与提高

题1 求 z = rctn

�
− y
+ y

�
的全微分 dz．

题2 求 ƒ (,y, z) = z
p
/y 在点 (1,1,1) 的全微分．
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复习与提高

题3 证明 ƒ (,y) =
p|y| 在点 (0,0) 偏导数存在，

但不可微分．

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

. .

复习与提高

选择 考虑二元函数 ƒ (,y) 的下面 4 条性质：
..1 ƒ (,y) 在点 (0,y0) 处连续
..2 ƒ (,y) 在点 (0,y0) 处的两个偏导数连续
..3 ƒ (,y) 在点 (0,y0) 处可微
..4 ƒ (,y) 在点 (0,y0) 处的两个偏导数存在

若用 P⇒ Q 表示可由性质 P 推出 Q，则有 · · · ( )
(A) ..2 ⇒ ..3 ⇒ ..1 (B) ..3 ⇒ ..2 ⇒ ..1
(C) ..3 ⇒ ..4 ⇒ ..1 (D) ..3 ⇒ ..1 ⇒ ..4

. .
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..偏导数 .第二节

..全微分 .第三节

..多元复合函数求导.第四节

..隐函数求导.第五节

..多元函数微分学的几何应用.第六节

. .
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. .

..多元复合函数求导.第四节

..复合函数求导法则.A

..全微分形式不变性.B

. .
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复合函数求导：情形 1

设 z = ƒ (,y),  = φ(t), y = ψ(t)，

则我们得到复合

函数 z = ƒ (φ(t),ψ(t))．此时我们有全导数
dz

dt
=
∂z

∂

d

dt
+
∂z

∂y

dy

dt

这里要求 ƒ (,y) 的偏导数连续．

例1 设 z = y， = et, y = sin t，求全导数
dz

dt
．

. .
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复合函数求导：情形 2

设 z = ƒ (,),  = φ(,y),  = ψ(,y)，

则有复合

函数 z = ƒ (φ(,y),ψ(,y))．此时我们有偏导数

∂z

∂
=
∂z

∂

∂

∂
+
∂z

∂

∂

∂
,

∂z

∂y
=
∂z

∂

∂

∂y
+
∂z

∂

∂

∂y
.

这里要求 ƒ (,) 的偏导数连续．

例2 设 z = ， = 32 + y2,  = 2 + y，求偏

导数
∂z

∂
和

∂z

∂y
．

. .
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复合函数求导

练习1

(1) 设 z = e−2y， = sin t, y = cos t，求全导数
dz

dt
．

(2) 设 z = e sin， = y,  = − y，求偏导数
∂z

∂
和

∂z

∂y
．

. .
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复合函数求导
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dz
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复合函数求导：情形 3

例3 设 z = ƒ (,, t) =  + sin t，而  = et，

 = cos t．求全导数
dz

dt
．

例4 设  = ƒ ( + y + z,yz)，且 ƒ 具有二阶连续

偏导数，求
∂

∂
及

∂2

∂∂z
．

. .
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复合函数求导

例5 设  = ƒ (,y) 的所有二阶偏导数连续，把下列
表达式转换为极坐标系中的形式：

(1)
�∂
∂

�2

+

�
∂

∂y

�2

(2)
∂2

∂2
+
∂2

∂y2

. .
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..多元复合函数求导.第四节

..复合函数求导法则.A

..全微分形式不变性.B

. .
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全微分的形式不变性

设有 z = ƒ (,)，,  为自变量，则全微分为

dz =
∂z

∂
d+

∂z

∂
d

若又有  = φ(,y),  = ψ(,y)，,  为中间变量，
则全微分仍为

dz =
∂z

∂
d+

∂z

∂
d

这里假定所有函数的偏导数都连续．

. .
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例6 利用全微分的形式不变性，求二元函数

z = (2 − y2)ey
的偏导数

∂z

∂
和

∂z

∂y
.

. .
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复习与提高

复习1

(1) 设 z =


y
， = et, y =

p
t，求全导数

dz

dt
．

(2) 设 z = ， =  siny,  = y cos，求偏导数
∂z

∂
和

∂z

∂y
．

. .
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. .

复习与提高

题1 设 ƒ (,)有二阶连续偏导数，求 z = ƒ (,/y)
的一阶和二阶偏导数．

题2 设 ƒ (,) 有连续偏导数，求  = ƒ (/y,y/z)
的全微分．

. .
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. .

复习与提高

题1 设 ƒ (,)有二阶连续偏导数，求 z = ƒ (,/y)
的一阶和二阶偏导数．

题2 设 ƒ (,) 有连续偏导数，求  = ƒ (/y,y/z)
的全微分．

. .
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. .

复习与提高

题3 已知 ƒ (,y)|y=2 = 1，ƒ ′
1
(,y)|y=2 = 2，求

ƒ ′
2
(,y)|y=2．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·−1

题4 设 z = ƒ (,y)在点 (1,1)处可微，ƒ (1,1) = 1，
ƒ ′
1
(1,1) = 2，求 ƒ ′

2
(1,1) = 3，φ() = ƒ (, ƒ (,))，

求
d

d
φ3()

����
=1
． · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·51
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复习与提高
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1
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(1,1) = 3，φ() = ƒ (, ƒ (,))，

求
d

d
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����
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． · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·51
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复习与提高

题3 已知 ƒ (,y)|y=2 = 1，ƒ ′
1
(,y)|y=2 = 2，求

ƒ ′
2
(,y)|y=2． · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·−1

题4 设 z = ƒ (,y)在点 (1,1)处可微，ƒ (1,1) = 1，
ƒ ′
1
(1,1) = 2，求 ƒ ′

2
(1,1) = 3，φ() = ƒ (, ƒ (,))，

求
d

d
φ3()
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．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·51

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � �



.

. .

复习与提高

题3 已知 ƒ (,y)|y=2 = 1，ƒ ′
1
(,y)|y=2 = 2，求

ƒ ′
2
(,y)|y=2． · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·−1

题4 设 z = ƒ (,y)在点 (1,1)处可微，ƒ (1,1) = 1，
ƒ ′
1
(1,1) = 2，求 ƒ ′

2
(1,1) = 3，φ() = ƒ (, ƒ (,))，

求
d

d
φ3()

����
=1
． · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·51
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复习与提高

选择 已知二元函数 ƒ (,y) 具有一阶连续偏导数，且
ƒ (,y) = ƒ (y,)，则有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )
(A) ƒ ′

1
(,y) = ƒ ′

1
(y,) (B) ƒ ′

1
(,y) = ƒ ′

2
(y,)

(C) ƒ ′
1
(,y) = ƒ ′

2
(,y) (D) ƒ ′

2
(,y) = ƒ ′

2
(y,)

. .
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..全微分 .第三节

..多元复合函数求导.第四节

..隐函数求导.第五节

..多元函数微分学的几何应用.第六节

..方向导数与梯度.第七节

. .
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..隐函数求导.第五节

..一个方程的情形.A

..方程组的情形.B

. .
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隐函数的导数 1

定理 设 F(,y) 在 (0,y0) 邻域有连续偏导数(
F(,y) = 0
F(0,y0) = 0

F′y ̸=0
⇨

(
y = ƒ ()
y0 = ƒ (0)

而且隐函数 y = ƒ () 也有连续偏导数

dy

d
= − F

′


F′
y

例1 设方程 4 + y4 = 1 确定了隐函数 y = ƒ ()，

求
dy

d
和

d2y

d2
.

. .
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隐函数的导数 1

定理 设 F(,y) 在 (0,y0) 邻域有连续偏导数(
F(,y) = 0
F(0,y0) = 0

F′y ̸=0
⇨

(
y = ƒ ()
y0 = ƒ (0)

而且隐函数 y = ƒ () 也有连续偏导数

dy

d
= − F

′


F′
y

例1 设方程 4 + y4 = 1 确定了隐函数 y = ƒ ()，

求
dy

d
和

d2y

d2
.
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隐函数的导数 1

定理 设 F(,y) 在 (0,y0) 邻域有连续偏导数(
F(,y) = 0
F(0,y0) = 0

F′y ̸=0
⇨

(
y = ƒ ()
y0 = ƒ (0)

而且隐函数 y = ƒ () 也有连续偏导数

dy

d
= − F

′


F′
y

例1 设方程 4 + y4 = 1 确定了隐函数 y = ƒ ()，

求
dy

d
和

d2y

d2
.
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隐函数的导数 2

定理 设 F(,y, z) 在 (0,y0, z0) 邻域有连续偏导数(
F(,y, z) = 0
F(0,y0, z0) = 0

F′z ̸=0⇨
(
z = ƒ (,y)
z0 = ƒ (0,y0)

而且隐函数 z = ƒ (,y) 也有连续偏导数

∂z

∂
= − F

′


F′
z

∂z

∂y
= − F

′
y

F′
z

例2 设方程 2 + y2 + z2 − 4z = 0 确定了隐函数

z = ƒ (,y)，求二阶偏导数
∂2z

∂2
．

. .
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隐函数的导数 2

定理 设 F(,y, z) 在 (0,y0, z0) 邻域有连续偏导数(
F(,y, z) = 0
F(0,y0, z0) = 0

F′z ̸=0⇨
(
z = ƒ (,y)
z0 = ƒ (0,y0)

而且隐函数 z = ƒ (,y) 也有连续偏导数

∂z

∂
= − F

′


F′
z

∂z

∂y
= − F

′
y

F′
z

例2 设方程 2 + y2 + z2 − 4z = 0 确定了隐函数

z = ƒ (,y)，求二阶偏导数
∂2z

∂2
．
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隐函数的导数 2

定理 设 F(,y, z) 在 (0,y0, z0) 邻域有连续偏导数(
F(,y, z) = 0
F(0,y0, z0) = 0

F′z ̸=0⇨
(
z = ƒ (,y)
z0 = ƒ (0,y0)

而且隐函数 z = ƒ (,y) 也有连续偏导数

∂z

∂
= − F

′


F′
z

∂z

∂y
= − F

′
y

F′
z

例2 设方程 2 + y2 + z2 − 4z = 0 确定了隐函数

z = ƒ (,y)，求二阶偏导数
∂2z

∂2
．
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练习1

(1) 设方程 siny + e − y2 = 0 确定了隐函数 y =

ƒ ()，求导数
dy

d
．

(2) 设方程 ez = yz 确定了隐函数 z = ƒ (,y)，求

偏导数
∂z

∂
和

∂z

∂y
．

. .
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..隐函数求导.第五节

..一个方程的情形.A

..方程组的情形.B

. .
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方程组确定的隐函数

隐函数存在定理可以推广到方程组情形．比如(
F(,y,,) = 0
G(,y,,) = 0

?

⇨
(
 = (,y)
 = (,y)

由 F、G 的偏导数组成的行列式

J =
∂(F,G)

∂(,)
=

������
∂F
∂

∂F
∂

∂G
∂

∂G
∂

������
称为 F、G 的雅可比行列式．隐函数存在要求 J ̸= 0．

. .
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. .

方程组确定的隐函数

隐函数存在定理可以推广到方程组情形．比如(
F(,y,,) = 0
G(,y,,) = 0

?

⇨
(
 = (,y)
 = (,y)

由 F、G 的偏导数组成的行列式

J =
∂(F,G)

∂(,)
=

������
∂F
∂

∂F
∂

∂G
∂

∂G
∂

������
称为 F、G 的雅可比行列式．

隐函数存在要求 J ̸= 0．

. .
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方程组确定的隐函数

隐函数存在定理可以推广到方程组情形．比如(
F(,y,,) = 0
G(,y,,) = 0

?

⇨
(
 = (,y)
 = (,y)

由 F、G 的偏导数组成的行列式

J =
∂(F,G)

∂(,)
=

������
∂F
∂

∂F
∂

∂G
∂

∂G
∂

������
称为 F、G 的雅可比行列式．隐函数存在要求 J ̸= 0．
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定理 设 F, G 在 (0,y0,0,0) 邻域有连续偏导数
F(,y,,) = 0
G(,y,,) = 0
F(0,y0,0,0) = 0
G(0,y0,0,0) = 0

J ̸=0
⇨


 = (,y)
 = (,y)
0 = (0,y0)
0 = (0,y0)

而且隐函数也有连续偏导数

∂

∂
= −1

J

∂(F,G)

∂(,)

∂

∂
= −1

J

∂(F,G)

∂(,)
∂

∂y
= −1

J

∂(F,G)

∂(y,)

∂

∂y
= −1

J

∂(F,G)

∂(,y)

. .
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定理 设 F, G 在 (0,y0,0,0) 邻域有连续偏导数
F(,y,,) = 0
G(,y,,) = 0
F(0,y0,0,0) = 0
G(0,y0,0,0) = 0

J ̸=0
⇨


 = (,y)
 = (,y)
0 = (0,y0)
0 = (0,y0)

而且隐函数也有连续偏导数

∂

∂
= −1

J

∂(F,G)

∂(,)

∂

∂
= −1

J

∂(F,G)

∂(,)
∂

∂y
= −1

J

∂(F,G)

∂(y,)

∂

∂y
= −1

J

∂(F,G)

∂(,y)
. .
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方程组确定的隐函数

例3 设 − y = 0，y+  = 1，求偏导数
∂

∂
,

∂

∂y
,

∂

∂
,

∂

∂y
.

. .
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复习与提高

复习1

(1) 设方程 y + lny − ln = 0 确定了隐函数 y =

ƒ ()，求导数
dy

d
．

(2) 设方程


z
= ln z− lny确定了隐函数 z = ƒ (,y)，

求偏导数
∂z

∂
和

∂z

∂y
．

. .
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. .

复习与提高

题1 设 F(,) 有连续偏导数，由方程 F
�
z , yz
�
= 0

求全微分 dz．

. .
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复习与提高

选择 设有三元方程 y− z lny+ez = 1，根据隐函
数存在定理，存在点 (0,1,1) 的一个邻域，在此邻域
内该方程所确定的具有连续偏导数的隐函数 · · · ( )
(A) 只有 z = z(,y) 这一个
(B) 只有 y = y(, z) 和 z = z(,y) 这两个
(C) 只有  = (y, z) 和 z = z(,y) 这两个
(D) 只有  = (y, z) 和 y = y(, z) 这两个

. .
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..多元复合函数求导.第四节

..隐函数求导.第五节

..多元函数微分学的几何应用.第六节

..方向导数与梯度.第七节

..多元函数的极值.第八节

. .
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..多元函数微分学的几何应用.第六节

..向量值函数及其导数.A

..空间曲线的切线与法平面.B

..空间曲面的法线与切平面.C

. .
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函数与向量值函数

(一元)函数

ƒ : R −→ R

 7−→ y

多元函数

ƒ : R3 −→ R

(,y, z) 7−→ 

(一元)向量值函数

ƒ⃗ : R −→ R3

t 7−→ (,y, z)

多元向量值函数

ƒ⃗ : R3 −→ R3

(r, s, t) 7−→ (,y, z)

. .
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定义1 设数集 D ⊂ R．则称映射 ƒ⃗ : D→ Rn 为向量

值函数，通常记为

r⃗ = ƒ⃗ (t), t ∈ D.
其中数集 D 称为函数的定义域，t 称为自变量，r⃗ 称
为因变量．

注记 普通的实值函数也称为数量函数．

. .
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. .

定义1 设数集 D ⊂ R．则称映射 ƒ⃗ : D→ Rn 为向量

值函数，通常记为

r⃗ = ƒ⃗ (t), t ∈ D.
其中数集 D 称为函数的定义域，t 称为自变量，r⃗ 称
为因变量．

注记 普通的实值函数也称为数量函数．
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例子 在 R3 中，向量值函数 ƒ⃗ (t) 可表示为

ƒ⃗ (t) = ƒ1(t) ⃗+ ƒ2(t) j⃗+ ƒ3(t) k⃗, t ∈ D
或者

ƒ⃗ (t) =
�
ƒ1(t), ƒ2(t), ƒ3(t)

�
, t ∈ D

注记 R3 中的向量值函数与空间曲线一一对应．

. .
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例子 在 R3 中，向量值函数 ƒ⃗ (t) 可表示为

ƒ⃗ (t) = ƒ1(t) ⃗+ ƒ2(t) j⃗+ ƒ3(t) k⃗, t ∈ D
或者

ƒ⃗ (t) =
�
ƒ1(t), ƒ2(t), ƒ3(t)

�
, t ∈ D

注记 R3 中的向量值函数与空间曲线一一对应．
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定义2 设向量值函数 ƒ⃗ (t) 在点 t0 的某一去心邻域
有定义．如果存在一个常向量 r⃗0，对于任意给定的
ε > 0，总存在 δ > 0，使得当 0 < |t − t0| < ε 时，
对应的函数值 ƒ⃗ (t0) 都满足不等式

|ƒ⃗ (t)− r⃗0| < ε,

那么，常向量 r⃗0 就叫做向量值函数 ƒ⃗ (t) 当 t → t0 时
的极限，记为

lim
t→t0 ƒ⃗ (t) = r⃗0, 或者 ƒ⃗ (t)→ r⃗0, t→ t0.

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.
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例1 设 ƒ⃗ (t) = (cos t) ⃗+(sin t) j⃗+t k⃗，求 lim
t→π/4 ƒ⃗ (t)．

. .
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定义3 设向量值函数 r⃗ = ƒ⃗ (t) 在点 t0 的某一邻域内
有定义，如果

lim
Δt→0

Δr⃗

Δt
= lim

Δt→0
ƒ⃗ (t0 + Δt)− ƒ⃗ (t0)

Δt
存在，那么就称这个极限向量为向量值函数 r⃗ = ƒ⃗ (t)

在 t0 处的导数或导向量，记为 ƒ⃗ ′(t0) 或
dr⃗

dt

����
t=t0

．

注记 向量值函数的导向量是所对应曲线  的切向量．

. .
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定义3 设向量值函数 r⃗ = ƒ⃗ (t) 在点 t0 的某一邻域内
有定义，如果

lim
Δt→0

Δr⃗

Δt
= lim

Δt→0
ƒ⃗ (t0 + Δt)− ƒ⃗ (t0)

Δt
存在，那么就称这个极限向量为向量值函数 r⃗ = ƒ⃗ (t)

在 t0 处的导数或导向量，记为 ƒ⃗ ′(t0) 或
dr⃗

dt

����
t=t0

．

注记 向量值函数的导向量是所对应曲线  的切向量．

. .
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例2 设空间曲线  的向量方程为

r⃗ = ƒ⃗ (t) = (t2 + 1,4t − 3,2t2 − 6t), t ∈ R.
求曲线  在与 t = 2 相应的点处的单位切向量．

. .
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向量值函数

例3 一个人在悬挂式滑翔机上由于快速上升气流而

沿位置向量为

r⃗ = ƒ⃗ (t) = (3cos t) ⃗+ (3sin t) j⃗+ t2 k⃗

的路径螺旋式向上．求

(1) 滑翔机在任意时刻 t 的速度向量和加速度向量．
(2) 滑翔机在任意时刻 t 的速率．
(3) 滑翔机的加速度与速度正交的时刻．

. .
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..多元函数微分学的几何应用.第六节

..向量值函数及其导数.A

..空间曲线的切线与法平面.B

..空间曲面的法线与切平面.C

. .
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空间曲线的切线与法平面

设空间曲线  的参数方程为


 = φ(t),
y = ψ(t),
z = ω(t),

t ∈ [α,β]．

则曲线在点 (0,y0, z0) = (φ(t0),ψ(t0),ω(t0)) 处有

切向量
−→
T = (T1,T2,T3) =

�
φ′(t0),ψ′(t0),ω′(t0)

�
切线

− 0
T1

=
y− y0
T2

=
z − z0
T3

法平面 T1(− 0) + T2(y− y0) + T3(z − z0) = 0
. .
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空间曲线的切线方程

用点向式写出割· 线· 方· 程· ：− 0
Δ

=
y− y0
Δy

=
z − z0
Δz

分母同时除以 Δt 得到：
− 0
Δ/Δt

=
y− y0
Δy/Δt

=
z − z0
Δz/Δt

令 Δt→ 0 得到切· 线· 方· 程· ：− 0
φ′(t0)

=
y− y0
ψ′(t0)

=
z − z0
ω′(t0)

..
y

.

z

.



.
M0

.

M1

t0 7−→ M0(0,y0, z0)
Δt 7−→ (Δ,Δy,Δz)

. .
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空间曲线的切线方程

用点向式写出割· 线· 方· 程· ：− 0
Δ
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Δy
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Δz
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Δ/Δt
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y− y0
Δy/Δt

=
z − z0
Δz/Δt

令 Δt→ 0 得到切· 线· 方· 程· ：− 0
φ′(t0)

=
y− y0
ψ′(t0)

=
z − z0
ω′(t0)

..
y

.

z

.
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.

M1

t0 7−→ M0(0,y0, z0)
Δt 7−→ (Δ,Δy,Δz)
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空间曲线的切线方程

用点向式写出割· 线· 方· 程· ：− 0
Δ

=
y− y0
Δy

=
z − z0
Δz

分母同时除以 Δt 得到：
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Δ/Δt
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y− y0
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Δz/Δt
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=
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y
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.
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空间曲线的切线方程

用点向式写出割· 线· 方· 程· ：− 0
Δ

=
y− y0
Δy

=
z − z0
Δz

分母同时除以 Δt 得到：
− 0
Δ/Δt

=
y− y0
Δy/Δt

=
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Δz/Δt
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=
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.
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空间曲线的切线与法平面

例4 求曲线  = t, y = t2, z = t3 在点 (1,1,1) 处
的切线及法平面方程．

. .
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空间曲线的切线与法平面

设空间曲线 的显式方程为

(
y = ψ(),
z = ω(),

 ∈ [,b]．

则曲线在点 (0,y0, z0) = (0,ψ(0),ω(0)) 处有

切向量
−→
T = (T1,T2,T3) =

�
1,ψ′(0),ω′(0)

�
切线

− 0
T1

=
y− y0
T2

=
z − z0
T3

法平面 T1(− 0) + T2(y− y0) + T3(z − z0) = 0

. .
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空间曲线的切线与法平面

设空间曲线  的隐式方程为

(
F(,y, z) = 0,

G(,y, z) = 0.

则曲线在点 (0,y0, z0) 处有

切向量
−→
T = (T1,T2,T3)

=

 �����F′y F′
z

G′
y
G′
z

����� ,
�����F′z F′



G′
z
G′


����� ,
�����F′ F′

y

G′

G′
y

�����
!�����
(0,y0,z0)

切线
− 0
T1

=
y− y0
T2

=
z − z0
T3

法平面 T1(− 0) + T2(y− y0) + T3(z − z0) = 0
. .
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空间曲线的切线与法平面

例5 求曲线 2 + y2 + z2 = 6,  + y + z = 0 在点
(1,−2,1) 处的切线及法平面方程．

. .
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..多元函数微分学的几何应用.第六节

..向量值函数及其导数.A

..空间曲线的切线与法平面.B

..空间曲面的法线与切平面.C

. .
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空间曲面的法线与切平面

设空间曲面  的隐式方程为 F(,y, z) = 0．

则曲面在点 (0,y0, z0) 处有

法向量 n⃗ = (n1,n2,n3) =
�
F′

, F′

y
, F′

z

����
(0,y0,z0)

法线
− 0
n1

=
y− y0
n2

=
z − z0
n3

切平面 n1(− 0) + n2(y− y0) + n3(z − z0) = 0

. .
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空间曲面的法线与切平面

在曲面  上任取一条过 M0(0,y0, z0) 的曲线 ．

 : (,y, z) =
�
φ(t),ψ(t),ω(t)

�

..

 : F(,y, z) = 0

.



.

切平面

.

法线

.
−→
T 切向量.

法向量 n⃗

.
M0

通过 M0 的任何曲线，

它们在 M0 点的切线

都在同一个平面上．

. .
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空间曲面的法线与切平面

在曲面  上任取一条过 M0(0,y0, z0) 的曲线 ．

 : (,y, z) =
�
φ(t),ψ(t),ω(t)

�

..

 : F(,y, z) = 0

.
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切平面

.

法线

.
−→
T 切向量.

法向量 n⃗

.
M0

通过 M0 的任何曲线，

它们在 M0 点的切线

都在同一个平面上．
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空间曲面的法线与切平面

在曲面  上任取一条过 M0(0,y0, z0) 的曲线 ．

 : (,y, z) =
�
φ(t),ψ(t),ω(t)

�

..

 : F(,y, z) = 0

.
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切平面

.

法线

.
−→
T 切向量

.
法向量 n⃗

.
M0

通过 M0 的任何曲线，

它们在 M0 点的切线

都在同一个平面上．
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空间曲面的法线与切平面

在曲面  上任取一条过 M0(0,y0, z0) 的曲线 ．

 : (,y, z) =
�
φ(t),ψ(t),ω(t)

�

..

 : F(,y, z) = 0

.
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切平面

.

法线

.
−→
T 切向量.

法向量 n⃗
.
M0

通过 M0 的任何曲线，

它们在 M0 点的切线

都在同一个平面上．
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空间曲面的法线与切平面

在曲面  上任取一条过 M0(0,y0, z0) 的曲线 ．

 : (,y, z) =
�
φ(t),ψ(t),ω(t)

�

..

 : F(,y, z) = 0

.
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切平面

.

法线

.
−→
T 切向量.

法向量 n⃗
.
M0

通过 M0 的任何曲线，

它们在 M0 点的切线

都在同一个平面上．
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空间曲面的法线与切平面

在曲面  上任取一条过 M0(0,y0, z0) 的曲线 ．

 : (,y, z) =
�
φ(t),ψ(t),ω(t)

�

..

 : F(,y, z) = 0

.
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切平面

.

法线

.
−→
T 切向量.

法向量 n⃗
.
M0

通过 M0 的任何曲线，

它们在 M0 点的切线

都在同一个平面上．
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空间曲面的法线与切平面

例6 求球面 2 + y2 + z2 = 14 在点 (1,2,3) 处的
法线和切平面方程．

. .
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空间曲面的法线与切平面

设空间曲面  的显式方程为 z = ƒ (,y)．

则曲面在点 (0,y0, z0) = (0,y0, ƒ (0,y0)) 处有

法向量 n⃗ = (n1,n2,n3) =
�
ƒ ′

, ƒ ′

y
, −1����

(0,y0)

法线
− 0
n1

=
y− y0
n2

=
z − z0
n3

切平面 n1(− 0) + n2(y− y0) + n3(z − z0) = 0

. .
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空间曲面的法线与切平面

例7 求旋转抛物面 z = 2+y2−1 在点 (2,1,4) 处
的法线和切平面方程．

. .
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复习与提高

题1 求螺旋线  =  cosφ, y =  sinφ, z = bφ 在
φ = π/2 对应点处的切线方程和法平面方程．

. .
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复习与提高

题2 已知曲面 yz = σ 与球面 2+y2+z2 = 2 在
点 M(0,y0, z0) 处相切，求正数 σ．

题3 已知平面 3 + λy − 3z + 16 = 0 与椭球面
32 + y2 + z2 = 16 相切，求 λ． · · · · · · · · · · · · ·±2

. .
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复习与提高

题2 已知曲面 yz = σ 与球面 2+y2+z2 = 2 在
点 M(0,y0, z0) 处相切，求正数 σ．

题3 已知平面 3 + λy − 3z + 16 = 0 与椭球面
32 + y2 + z2 = 16 相切，求 λ．

· · · · · · · · · · · · ·±2

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

复习与提高

题2 已知曲面 yz = σ 与球面 2+y2+z2 = 2 在
点 M(0,y0, z0) 处相切，求正数 σ．

题3 已知平面 3 + λy − 3z + 16 = 0 与椭球面
32 + y2 + z2 = 16 相切，求 λ． · · · · · · · · · · · · ·±2

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

复习与提高

题4 设 ƒ () 可微，证明曲面 z = ƒ (y/) 上任一点
处的切平面都通过原点．

题5 设 F(,) 可微，证明曲面

F(−my, z − ny) = 0

的所有切平面恒与定直线平行．

. .
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复习与提高

题4 设 ƒ () 可微，证明曲面 z = ƒ (y/) 上任一点
处的切平面都通过原点．

题5 设 F(,) 可微，证明曲面

F(−my, z − ny) = 0

的所有切平面恒与定直线平行．
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..多元复合函数求导.第四节

..隐函数求导.第五节

..多元函数微分学的几何应用.第六节

..方向导数与梯度.第七节

..多元函数的极值.第八节

. .
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..方向导数与梯度.第七节

..方向导数 .A

..梯度 .B

. .
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引例 有一只蚂蚁在铁盘上某点 P0(0,y0) 处，铁盘
上任意点的温度为 z = ƒ (,y)．问这只蚂蚁应沿什么
方向爬行，才能最快到达较凉快的地点？

本质在于求出温度由高到低变化最剧烈的方向．

需要先研究温度函数沿任意方向的变化率问题．

温度函数 ƒ (,y) 在 (0,y0) 点
沿方向  的变化率为

∂ƒ

∂

����
(0,y0)

= lim
ΔP→0+

Δz

ΔP

称为函数沿方向  的方向导数．
..

ΔP

.



. Δ.

Δy

.
P0
.

P(,y)

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

引例 有一只蚂蚁在铁盘上某点 P0(0,y0) 处，铁盘
上任意点的温度为 z = ƒ (,y)．问这只蚂蚁应沿什么
方向爬行，才能最快到达较凉快的地点？

本质在于求出温度由高到低变化最剧烈的方向．

需要先研究温度函数沿任意方向的变化率问题．

温度函数 ƒ (,y) 在 (0,y0) 点
沿方向  的变化率为

∂ƒ

∂

����
(0,y0)

= lim
ΔP→0+

Δz

ΔP

称为函数沿方向  的方向导数．
..

ΔP

.



. Δ.

Δy

.
P0
.

P(,y)

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

引例 有一只蚂蚁在铁盘上某点 P0(0,y0) 处，铁盘
上任意点的温度为 z = ƒ (,y)．问这只蚂蚁应沿什么
方向爬行，才能最快到达较凉快的地点？

本质在于求出温度由高到低变化最剧烈的方向．

需要先研究温度函数沿任意方向的变化率问题．

温度函数 ƒ (,y) 在 (0,y0) 点
沿方向  的变化率为

∂ƒ

∂

����
(0,y0)

= lim
ΔP→0+

Δz

ΔP

称为函数沿方向  的方向导数．
..

ΔP
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设方向  与两个坐标轴的夹角
分别为 α 和 β，则有

Δ = ΔP · cosα
Δy = ΔP · cosβ

故函数沿方向  的方向导数为
∂ƒ

∂
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= lim
ΔP→0+

Δz
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注记 单位向量 e⃗ = (cosα,cosβ) 与方向  同方向．
即 cosα 和 cosβ 是方向  的两个方向余弦．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
定理1 若函数 ƒ (,y) 在点 P0(0,y0) 可微分，那么
它在该点沿任一方向  的方向导数存在，且有

∂ƒ

∂

����
(0,y0)

= ƒ ′

(0,y0) cosα + ƒ ′

y
(0,y0) cosβ.

其中 e⃗ = (cosα,cosβ) 是与  同方向的单位向量．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
例1 求函数 z = e2y 在点 P(1,0)处沿从点 P(1,0)
到点 Q(2,−1) 的方向导数．

. .
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三元函数的方向导数

注记 在二元函数方向导数的定义中，令 t = ΔP，则
∂ƒ

∂

����
(0,y0)

= lim
t→0+

ƒ (0 + t cosα,y0 + t cosβ)− ƒ (0,y0)

t

定义 对三元函数 ƒ (,y, z)，它在点 P0(0,y0, z0)
沿方向 e⃗ = (cosα,cosβ,cosγ) 的方向导数为

∂ƒ

∂

����
(0,y0,z0)

= lim
t→0+

ƒ (1,y1, z1)− ƒ (0,y0, z0)

t
,

(1,y1, z1) = (0+ t cosα,y0+ t cosβ, z0+cosγ)．

. .
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三元函数的方向导数

定理2 若函数 ƒ (,y, z) 在点 P0(0,y0, z0) 可微分，
那么它在该点沿任一方向 e⃗ = (cosα,cosβ,cosγ)
的方向导数存在，且有

∂ƒ

∂

����
P0

= ƒ ′

(0,y0, z0) cosα + ƒ ′

y
(0,y0, z0) cosβ

+ ƒ ′
z
(0,y0, z0) cosγ.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
例2 求函数 ƒ (,y, z) = y+ yz+ z 在点 (1,1,2)
沿方向  的方向导数，其中  的方向角分别为 60◦,
45◦, 60◦．

. .
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..方向导数与梯度.第七节

..方向导数 .A

..梯度 .B

. .
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引例 有一只蚂蚁在铁盘上某点 P0(0,y0) 处，铁盘
上任意点的温度为 z = ƒ (,y)．问这只蚂蚁应沿什么
方向爬行，才能最快到达较凉快的地点？

已经研究好温度函数沿任意方向的变化率问题．

现在要寻找出温度由高到低变化最剧烈的方向．

∂ƒ

∂

����
(0,y0)

= ƒ ′

(0,y0) cosα + ƒ ′

y
(0,y0) cosβ

=
�
ƒ ′

(0,y0), ƒ ′y(0,y0)

� · �cosα,cosβ
�

=
���ƒ ′


(0,y0), ƒ ′y(0,y0)

��� · cosθ
其中 θ 是向量 (ƒ ′


(0,y0), ƒ ′y(0,y0)

�
与  的夹角．

. .
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定义 二元函数 ƒ (,y) 在点 P0(0,y0) 处的梯度为

grd ƒ (0,y0) =
�
ƒ ′

(0,y0), ƒ ′y(0,y0)

�
= ƒ ′


(0,y0) ⃗+ ƒ ′

y
(0,y0) j⃗

或者记为 ∇ƒ (0,y0)．

注记 梯度与方向导数有如下关系：

1 当方向向量与梯度方向相同时，函数增加最快

2 当方向向量与梯度方向相反时，函数减少最快

3 当方向向量与梯度方向垂直时，函数变化率为零

. .
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二元函数的梯度

例子 有一只蚂蚁在铁盘上点 (1,1) 处，铁盘上任意

点的温度为 ƒ (,y) =
240

2 + 2y2 + 1
．问这只蚂蚁应

沿什么方向爬行，才能最快到达较凉快的地点？

解答 grd ƒ (,y) =
�− 480

(2+2y2+1)2 ,− 960y
(2+2y2+1)2

�
．

蚂蚁的逃生路线应与梯度向量相切，解微分方程

dy

d
=
2y


, y

��
=1 = 1,

得曲线方程 y = 2．沿远离原点方向温度下降最快．

. .
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2 + 2y2 + 1
．问这只蚂蚁应

沿什么方向爬行，才能最快到达较凉快的地点？

解答 grd ƒ (,y) =
�− 480

(2+2y2+1)2 ,− 960y
(2+2y2+1)2

�
．

蚂蚁的逃生路线应与梯度向量相切，解微分方程

dy

d
=
2y


, y

��
=1 = 1,

得曲线方程 y = 2．沿远离原点方向温度下降最快．
. .
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等值线 ƒ (,y) = c

.

梯度曲线 y = 2
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三元函数的梯度

定义 函数 ƒ (,y, z) 在点 P0(0,y0, z0) 处的梯度为

grd ƒ (0,y0, z0) = ∇ƒ (0,y0, z0)

=
�
ƒ ′

(0,y0, z0), ƒ ′y(0,y0, z0), ƒ ′z(0,y0, z0)

�
= ƒ ′


(0,y0, z0) ⃗+ ƒ ′

y
(0,y0, z0) j⃗+ ƒ ′

z
(0,y0, z0) k⃗.

例3 设 ƒ (,y, z) = 3 − y2 − z，P0(1,1,0)，问
ƒ (,y, z) 在 P0 处沿什么方向变化最快，在这个方向
的变化率是多少？

. .
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定义1 (1)空间区域上的数量函数 ƒ (M)称为数量场．

(2) 空间区域上的向量值函数 F⃗(M) 称为向量场．即有

F⃗(M) = P(M) ⃗+Q(M) j⃗+ R(M) k⃗,

其中 P(M), Q(M), R(M) 是点 M 的数量函数．

注记 由数量函数 ƒ (M) 产生的梯度 grd ƒ (M) 是一
个向量场．

例4 求数量场
m

r
产生的梯度场，其中常数 m > 0，

r =
p
2 + y2 + z2 为原点 O 与点 M(,y, z) 的距离．

. .
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复习与提高

题1 求函数  = ln( +
p
y2 + z2) 在点 A(1,0,1)

处沿点 A 指向 B(3,−2,2) 方向的方向导数．

· · · · · 12

题2 求函数  = ln(2 + y2 + z2) 在点 M(1,2,−2)
处的梯度 grd

��
M． · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

�2
9 , 49 ,−4

9

�

. .
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复习与提高

题3 求  = 2+y2+z2 在椭球面
2

2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1

上点 M0(0,y0, z0) 处沿外· 法· 线· 方· 向· 的方向导数．

. .
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复习与提高

题4 判定下列函数在 (0,0) 点的偏导数和方向导数
是否存在：

(1) ƒ (,y) =
p
2 + y2 (2) g(,y) = 3py

. .
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..多元复合函数求导.第四节

..隐函数求导.第五节

..多元函数微分学的几何应用.第六节

..方向导数与梯度.第七节

..多元函数的极值.第八节

. .
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..多元函数的极值.第八节

..多元函数的极值与最值.A

..条件极值与拉格朗日乘数法.B

. .
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极值和极值点

定义 设点 (0,y0) 在 z = ƒ (,y) 定义域内部．

1 若对 (0,y0) 去心邻域中任何点 (,y)，总有

ƒ (,y) < ƒ (0,y0),

称 (0,y0) 为极大值点，ƒ (0,y0) 为极大值．
2 若对 (0,y0) 去心邻域中任何点 (,y)，总有

ƒ (,y) > ƒ (0,y0),

称 (0,y0) 为极小值点，ƒ (0,y0) 为极小值．

极大值和极小值统称极值．

极大值点和极小值点统称极值点．

. .
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极值和极值点

例1 对下列各函数，判定点 (0,0) 是否为极值点：

(1) ƒ (,y) = 2 + y2

(2) ƒ (,y) =
p
1− 2 − y2

(3) ƒ (,y) = y

. .
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极值和与驻点

定理1 (极值的必要条件) 如果 ƒ (,y) 在 (0,y0)
处取得极值，且偏导数存在，

则有

ƒ ′

(0,y0) = 0, ƒ ′

y
(0,y0) = 0.

定义 使两个偏导数都为零的点称为驻点．

注记 (1) 驻点未必都是极值点．例如 z = y．

(2) 极值点未必都是驻点．例如 z =
p
2 + y2．

. .
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注记 (1) 驻点未必都是极值点．例如 z = y．

(2) 极值点未必都是驻点．例如 z =
p
2 + y2．
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定理2 (极值的充分条件) 设函数 ƒ (,y) 在 (0,y0)
某邻域有连续的二阶偏导数，且 (0,y0) 是它的驻点．

设 A = ƒ ′′

(0,y0)，B = ƒ ′′

y
(0,y0)，C = ƒ ′′

yy
(0,y0)，

则有

(1) 如果 AC− B2 > 0，则 ƒ (0,y0) 为极值．

若 A < 0，则 ƒ (0,y0) 为极大值
若 A > 0，则 ƒ (0,y0) 为极小值

(2) 如果 AC− B2 < 0，则 ƒ (0,y0) 不是极值．

(3) 如果 AC− B2 = 0，则 ƒ (0,y0) 是否为极值需另
外判定．

. .
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极值问题

例2 求二元函数的极值：

ƒ (,y) = y3 − 2 + 6− 12y+ 5.

练习1 求二元函数的极值：

(1) ƒ (,y) = 4(− y)− 2 − y2;
(2) ƒ (,y) = 3 + y3 − 3y.
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极值问题
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最值问题

设 ƒ (,y) 在有界闭区域 D 上连续，在 D 内可微分，
且只有有限个驻点．

则它在 D 上的最值只可能出现在

1 内部的驻点 2 边界上的最值点

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
在很多实际问题中，最· 值· 一· 定· 存· 在· ，且在 D内部取得．
此时若驻点唯一，则该驻点就是最值点．
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最值问题

例3 要造一个容积为 2 的长方体箱子．问选择长、
宽、高为多少时，所用的材料最少？

例4 有一宽为 24 厘米的长方形铁板，把它两边折起
来做成一断面为等腰梯形的水槽．问怎样折法才能使

断面的面积最大？

. .
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..多元函数的极值.第八节

..多元函数的极值与最值.A

..条件极值与拉格朗日乘数法.B

. .
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极值问题

极值问题

(
无条件极值 对自变量只有定义域限制

条 件 极 值 要求自变量满足某些方程

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
例子 求 z = y 在条件 2 + y2 = 1 下的极值．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

条件极值的求法

(
代入法 消去变量化为无条件极值

拉格朗日乘数法 直接求解方程组

. .
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拉格朗日乘数法 1

问题 求函数  = ƒ (,y) 在约束条件 g(,y) = 0 下
的极值．

解法 令 L(,y) = ƒ (,y) + λg(,y)，由
L′

(,y) = 0

L′
y
(,y) = 0

g(,y) = 0

消去 λ，解得的 (,y) 即为极值可疑点．

. .
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拉格朗日乘数法 1

问题 求  = ƒ (,y, z) 在约束条件 g(,y, z) = 0 下
的极值．

解法 令 L(,y, z) = ƒ (,y, z) + λg(,y, z)，由

L′

(,y, z) = 0

L′
y
(,y, z) = 0

L′
z
(,y, z) = 0

g(,y, z) = 0

消去 λ，解得的 (,y, z) 即为极值可疑点．
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条件最值

例7 求表面积为 2 而体积为最大的长方体的体积．

. .
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拉格朗日乘数法 2

问题 求  = ƒ (,y, z) 在约束条件 g(,y, z) = 0 和
h(,y, z) = 0 下的极值．

解法 令

L(,y, z) = ƒ (,y, z) + λg(,y, z) + μh(,y, z).

由下面方程组L′

(,y, z) = 0, L′

y
(,y, z) = 0, L′

z
(,y, z) = 0

g(,y, z) = 0, h(,y, z) = 0

消去 λ 和 μ，解得的 (,y, z) 即为极值可疑点．
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消去 λ 和 μ，解得的 (,y, z) 即为极值可疑点．
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拉格朗日乘数法 2

问题 求  = ƒ (,y, z) 在约束条件 g(,y, z) = 0 和
h(,y, z) = 0 下的极值．

解法 令

L(,y, z) = ƒ (,y, z) + λg(,y, z) + μh(,y, z).

由下面方程组L′

(,y, z) = 0, L′

y
(,y, z) = 0, L′

z
(,y, z) = 0

g(,y, z) = 0, h(,y, z) = 0

消去 λ 和 μ，解得的 (,y, z) 即为极值可疑点．
. .
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条件最值

例8 已知曲线 C 的方程为

(
2 + y2 − 2z2 = 0
+ y+ 3z = 5

．

求 C 上距离 Oy 面最远的点和最近的点．
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拉格朗日乘数法 2

问题 求  = ƒ (,y, z, t)在约束条件 g(,y, z, t) = 0
和 h(,y, z, t) = 0 下的极值．

解法 令

L(,y, z, t) = ƒ (,y, z, t) + λg(,y, z, t)

+ μh(,y, z, t).

由下面各式

L′

= 0, L′

y
= 0, L′

z
= 0, L′

t
= 0, g = 0, h = 0

消去 λ 和 μ，解得的 (,y, z, t) 即为极值可疑点．
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拉格朗日乘数法 2

问题 求  = ƒ (,y, z, t)在约束条件 g(,y, z, t) = 0
和 h(,y, z, t) = 0 下的极值．

解法 令

L(,y, z, t) = ƒ (,y, z, t) + λg(,y, z, t)

+ μh(,y, z, t).

由下面各式

L′

= 0, L′

y
= 0, L′

z
= 0, L′

t
= 0, g = 0, h = 0

消去 λ 和 μ，解得的 (,y, z, t) 即为极值可疑点．
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拉格朗日乘数法 2

问题 求  = ƒ (,y, z, t)在约束条件 g(,y, z, t) = 0
和 h(,y, z, t) = 0 下的极值．

解法 令

L(,y, z, t) = ƒ (,y, z, t) + λg(,y, z, t)

+ μh(,y, z, t).

由下面各式

L′

= 0, L′

y
= 0, L′

z
= 0, L′

t
= 0, g = 0, h = 0

消去 λ 和 μ，解得的 (,y, z, t) 即为极值可疑点．
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拉格朗日乘数法 2

问题 求  = ƒ (,y, z, t)在约束条件 g(,y, z, t) = 0
和 h(,y, z, t) = 0 下的极值．

解法 令

L(,y, z, t) = ƒ (,y, z, t) + λg(,y, z, t)

+ μh(,y, z, t).

由下面各式

L′

= 0, L′

y
= 0, L′

z
= 0, L′

t
= 0, g = 0, h = 0

消去 λ 和 μ，解得的 (,y, z, t) 即为极值可疑点．
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复习与提高

复习1 求二元函数的极值：

(1) ƒ (,y) = y(1− − y)

(2) .ƒ (,y) = (6− 2)(4y− y2)

复习2 求二元函数 ƒ (,y) =  + 2y 在约束条件
2 + y2 = 1 下的最值．
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. .

复习与提高

复习1 求二元函数的极值：

(1) ƒ (,y) = y(1− − y)
(2) .ƒ (,y) = (6− 2)(4y− y2)

复习2 求二元函数 ƒ (,y) =  + 2y 在约束条件
2 + y2 = 1 下的最值．
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复习与提高

复习1 求二元函数的极值：

(1) ƒ (,y) = y(1− − y)
(2) .ƒ (,y) = (6− 2)(4y− y2)

复习2 求二元函数 ƒ (,y) =  + 2y 在约束条件
2 + y2 = 1 下的最值．
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复习与提高

题1 设 ƒ (,y) = 3 − 32 − y2 的定义域为
D =

�
(,y) | −5 ¶  ¶ 5,−5 ¶ y ¶ 5	.

(1) 说明函数有唯一的极值点，且为极大值点．

(2) 判断这个极大值点是否为函数的最大值点．
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复习与提高

题2 已知平面上两定点 A(1,3), B(4,2)．试在椭圆

2

9
+
y2

4
= 1 ( ¾ 0,y ¾ 0)

圆周上求一点 C，使 △ABC 面积 S△ 最大或最小．
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复习与提高

题3 求旋转抛物面 z = 2+y2与平面 +y−2z = 2
之间的最短距离．
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复习与提高

题4 求二元函数 ƒ (,y) =  + y − y 在闭区域
D = {(,y) | 2 + y2 ¶ 5} 上的最值．
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复习与提高

选择 已知函数 ƒ (,y) 在点 (0,0) 的某个邻域内连

续，且 lim
(,y)→(0,0)

ƒ (,y)− y
(2 + y2)2

= 1，则 · · · · · · · ( )

(A) 点 (0,0) 不是 ƒ (,y) 的极值点
(B) 点 (0,0) 是 ƒ (,y) 的极大值点
(C) 点 (0,0) 是 ƒ (,y) 的极小值点
(D) 根据所给条件无法判断点 (0,0) 是否为 ƒ (,y) 的
极值点

. .

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


	多元函数的基本概念
	多元函数的概念
	多元函数的极限
	多元函数的连续性
	复习与提高

	偏导数
	一阶偏导数
	高阶偏导数
	复习与提高

	全微分
	全微分的定义
	用全微分求近似值
	复习与提高

	多元复合函数求导
	复合函数求导法则
	全微分形式不变性
	复习与提高

	隐函数求导
	一个方程的情形
	方程组的情形
	复习与提高

	多元函数微分学的几何应用
	向量值函数及其导数
	空间曲线的切线与法平面
	空间曲面的法线与切平面
	复习与提高

	方向导数与梯度
	方向导数
	梯度
	复习与提高

	多元函数的极值
	多元函数的极值与最值
	条件极值与拉格朗日乘数法
	复习与提高


