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曲顶柱体

底面：在 Oy 面中的闭区域 D
侧面：母线平行于 z 轴的柱面
顶面：在 D 之上的曲面 ƒ (,y)

问题 如何求曲顶柱体的体积？
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.(ξ,η) .
Δσ

D 是有界闭区域

ƒ (,y) 定义在 D 上

任意划分 D =
∪

D

任取点 (ξ,η) ∈ D

定义二重积分

∫∫
D

ƒ (,y)dσ = lim
λ→0

n∑
=1

ƒ (ξ,η)Δσ
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二重积分

在二重积分的记号
∫∫
D

ƒ (,y)dσ 中：

D 称为积分区域
ƒ (,y) 称为被积函数
dσ 称为面积元素

定理 若 ƒ (,y) 在有界闭区域 D 上连续，则二重积
分
∫∫
D

ƒ (,y)dσ 存在．
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二重积分的性质

性质1 (函数可加性)∫∫
D

h
ƒ (,y) + bg(,y)

i
dσ

= 

∫∫
D
ƒ (,y)dσ + b

∫∫
D
g(,y)dσ

性质2 (区域可加性) 设积分区域 D 可以划分为 D1

和 D2，则有∫∫
D
ƒ (,y)dσ =

∫∫
D1

ƒ (,y)dσ +
∫∫

D2

ƒ (,y)dσ
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二重积分的性质

性质3 若在 D 上 ƒ (,y) ≡ 1，D 的面积为 A，则有∫∫
D
1dσ = A

性质4 若在 D 上有 ƒ (,y) ¶ g(,y)，则有∫∫
D
ƒ (,y)dσ ¶

∫∫
D
g(,y)dσ
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性质5 设在 D 上 m ¶ ƒ (,y) ¶ M，D 的面积为 A，
则有

mA ¶
∫∫

D
ƒ (,y)dσ ¶MA

例1 设 D =
¦
(,y)

�� ||+ |y| ¶ 1©，估计 ∫∫
D
dσ

的大小．

. .
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性质6 (积分中值定理) 如果 ƒ (,y) 在闭区域 D 上
连续，D 的面积为 A，则在 D 中至少存在一点 (ξ,η)，
使得 ∫∫

D
ƒ (,y)dσ = ƒ (ξ,η)A
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二重积分的对称性

性质 (奇偶对称性) 设闭区域 D 关于  轴对称，

若 ƒ (,y) 关于 y 是奇函数，则∫∫
D
ƒ (,y)dσ = 0

若 ƒ (,y) 关于 y 是偶函数，则∫∫
D
ƒ (,y)dσ = 2

∫∫
D1

ƒ (,y)dσ

..


.

D

.

D1

.

D2

.(,y).
(,−y)
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ƒ (,y)dσ

..

y

.

D

.
D1
.

D2
. (,y).(−,y)

. .
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二重积分的对称性

性质 (奇偶对称性) 设闭区域 D 关于 y 轴对称，

若 ƒ (,y) 关于  是奇函数，则∫∫
D
ƒ (,y)dσ = 0

若 ƒ (,y) 关于  是偶函数，则∫∫
D
ƒ (,y)dσ = 2
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D1
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D
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. .

二重积分的对称性

性质 (奇偶对称性) 设闭区域 D 关于 y 轴对称，

若 ƒ (,y) 关于  是奇函数，则∫∫
D
ƒ (,y)dσ = 0

若 ƒ (,y) 关于  是偶函数，则∫∫
D
ƒ (,y)dσ = 2

∫∫
D1

ƒ (,y)dσ

..

y

.

D

.
D1
.

D2
. (,y).(−,y)

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

二重积分的对称性

例2 D = {(,y) | 2 + y2 ≤ 1}，则∫∫
D
2 + y2 dσ = 4

∫∫
D1

2 + y2 dσ
.. .

y

.
D

.D1

例3 D = {(,y) | 2 + y2 ≤ 1}，则∫∫
D
(2+ 3y

p
1− 2)dσ

= 2

∫∫
D
dσ + 3

∫∫
D
y
p
1− 2 dσ = 0

.. .

y

.
D

. .
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二重积分的对称性

例2 D = {(,y) | 2 + y2 ≤ 1}，则∫∫
D
2 + y2 dσ = 4

∫∫
D1

2 + y2 dσ
.. .

y

.
D

.D1

例3 D = {(,y) | 2 + y2 ≤ 1}，则∫∫
D
(2+ 3y

p
1− 2)dσ

= 2

∫∫
D
dσ + 3

∫∫
D
y
p
1− 2 dσ = 0

.. .

y

.
D

. .
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. .

复习与提高

题1 比较下列积分的大小：

1 =
∫∫

2+y2¶1

|y|dσ,

2 =
∫∫

||+|y|¶1
|y|dσ,

3 =
∫∫

−1¶¶1−1¶y¶1

|y|dσ.

. .
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. .

复习与提高

题2 设 D = {(,y) | 0 ¶  ¶ 1,0 ¶ y ¶ 2}，估计
下面积分的大小：∫∫

D

dσp
2 + y2 + 2y+ 16

.

. .
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. .

复习与提高

题3 设 D 由 y = 4 − 2, y = −3,  = 1 所围成，
求二重积分∫∫

D
 ln

�
y+

p
1+ y2

�
ddy.

. .
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复习与提高

选择 设有平面闭区域

D = {(,y) | − ¶  ¶ ,  ¶ y ¶ },

D1 = {(,y) | 0 ¶  ¶ ,  ¶ y ¶ }.
则
∫∫

D
(y+ cos siny)ddy = · · · · · · · · · · · ( )

(A) 2
∫∫

D1
cos sinyddy

(B) 2
∫∫

D1
yddy

(C) 4
∫∫

D1
(y+ cos siny)ddy

(D) 0

. .
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. .

..二重积分 .第一节

..二重积分的计算法.第二节

..三重积分 .第三节

..重积分的几何应用.第四节

. .
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. .

..二重积分的计算法.第二节

..用直角坐标计算二重积分.A

..用极坐标计算二重积分.B

. .
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. .

直角坐标中的二重积分

在直角坐标中，我们有 dσ = ddy，从而有∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫∫
D

ƒ (,y)ddy

. .
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. .

X 型区域

如果区域 D 由直线  =  和  = b，以及曲线 y =
φ1() 和 y = φ2() 围成，我们称 D 为 X 型区域．

即 X 型区域可以表示为：

D =
n
(,y)

�� ¶  ¶ b,φ1() ¶ y ¶ φ2()
o

. .
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. .

X 型区域

如果区域 D 由直线  =  和  = b，以及曲线 y =
φ1() 和 y = φ2() 围成，我们称 D 为 X 型区域．

即 X 型区域可以表示为：

D =
n
(,y)

�� ¶  ¶ b,φ1() ¶ y ¶ φ2()
o

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.
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用直角坐标计算二重积分 I

如果积分区域 D 为 X 型区域，即有

D =
n
(,y)

�� ¶  ¶ b,φ1() ¶ y ¶ φ2()
o

二重积分可以用下面公式来计算：∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫ b



∫ φ2()

φ1()
ƒ (,y)dy

d.

. .
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. .∫∫
D

ƒ (,y)dσ

=
∫ b


A()d =

∫ b



∫ φ2()

φ1()
ƒ (,y)dy

d

.. y.

z

.

D

.


.

b

.

y = φ1()

.

y = φ2()

.



.
A()

.

z = ƒ (,y)

. .
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. .∫∫
D

ƒ (,y)dσ

=
∫ b


A()d =

∫ b



∫ φ2()

φ1()
ƒ (,y)dy

d

.. y.

z

.

D

.


.

b

.

y = φ1()

.

y = φ2()

.



.
A()

.

z = ƒ (,y)
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. .∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫ b


A()d

=
∫ b



∫ φ2()

φ1()
ƒ (,y)dy

d

.. y.

z

.

D

.


.

b

.

y = φ1()

.

y = φ2()

.



.
A()

.

z = ƒ (,y)
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. .∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫ b


A()d

=
∫ b



∫ φ2()

φ1()
ƒ (,y)dy

d

.. y.

z

.

D

.


.

b

.

y = φ1()

.
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.



.
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.
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. .∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫ b


A()d =

∫ b



∫ φ2()

φ1()
ƒ (,y)dy

d

.. y.

z

.

D

.


.

b

.

y = φ1()

.

y = φ2()

.



.
A()

.

z = ƒ (,y)
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. .

例1 计算二重积分
∫∫

D
2ydσ，其中 D是由  = 1，

y = 2 与 + y = 2 所围成的图形．

例2 计算二重积分
∫∫

D
2ydσ，其中 D是由  = 0，

y = 0 与 2 + y2 = 1 在第一象限所围成的图形．

. .
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. .

例1 计算二重积分
∫∫

D
2ydσ，其中 D是由  = 1，

y = 2 与 + y = 2 所围成的图形．

例2 计算二重积分
∫∫

D
2ydσ，其中 D是由  = 0，

y = 0 与 2 + y2 = 1 在第一象限所围成的图形．

. .
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. .

练习1 计算二重积分
∫∫

D
(+ 6y)dσ，其中 D 是由

 = 1，y =  与 y = 5 所围成的图形．

. .
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. .

Y 型区域

如果区域 D 由直线 y = c 和 y = d，以及曲线  =
φ1(y) 和  = φ2(y) 围成，我们称 D 为 Y 型区域．

即 Y 型区域可以表示为：

D =
n
(,y)

��c ¶ y ¶ d,φ1(y) ¶  ¶ φ2(y)
o

. .
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. .

Y 型区域

如果区域 D 由直线 y = c 和 y = d，以及曲线  =
φ1(y) 和  = φ2(y) 围成，我们称 D 为 Y 型区域．

即 Y 型区域可以表示为：

D =
n
(,y)

��c ¶ y ¶ d,φ1(y) ¶  ¶ φ2(y)
o

. .
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用直角坐标计算二重积分 II

如果积分区域 D 为 Y 型区域，即有

D =
n
(,y)

��c ¶ y ¶ d,φ1(y) ¶  ¶ φ2(y)
o

二重积分可以用下面公式来计算：∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫ d

c

∫ φ2(y)

φ1(y)
ƒ (,y)d

dy.

. .
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. .

例3 求二重积分
∫∫

D
2ydσ，其中 D 是由 y = 0，

y =  与 + y = 2 所围成的图形．

例4 求二重积分
∫∫

D
2ydσ，其中 D是由  = 1与

 = y2 所围成的图形．

. .
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例3 求二重积分
∫∫

D
2ydσ，其中 D 是由 y = 0，

y =  与 + y = 2 所围成的图形．

例4 求二重积分
∫∫

D
2ydσ，其中 D是由  = 1与

 = y2 所围成的图形．

. .
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练习2 用 X 型区域和 Y 型区域分别计算二重积分∫∫
D
ydσ，其中 D 是由  = 0，y = 1 及 + y = 2

所围成的图形．

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5
24

. .
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练习2 用 X 型区域和 Y 型区域分别计算二重积分∫∫
D
ydσ，其中 D 是由  = 0，y = 1 及 + y = 2

所围成的图形． · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 5
24

. .
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. .

矩形区域的二重积分

如果积分区域 D 为矩形区域，即

D =
n
(,y)

�� ¶  ¶ b,c ¶ y ¶ d
o

,

而且被积函数 ƒ (,y) 可分离变量，即

ƒ (,y) = g()h(y),

则二重积分可以用下面公式来计算：∫∫
D

ƒ (,y)dσ =

 ∫ b


g()d

! ∫ d

c
h(y)dy

!
.

. .
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矩形区域的二重积分

如果积分区域 D 为矩形区域，即

D =
n
(,y)

�� ¶  ¶ b,c ¶ y ¶ d
o

,

而且被积函数 ƒ (,y) 可分离变量，即

ƒ (,y) = g()h(y),

则二重积分可以用下面公式来计算：∫∫
D

ƒ (,y)dσ =

 ∫ b


g()d

! ∫ d

c
h(y)dy

!
.

. .
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. .

矩形区域的二重积分

如果积分区域 D 为矩形区域，即

D =
n
(,y)

�� ¶  ¶ b,c ¶ y ¶ d
o

,

而且被积函数 ƒ (,y) 可分离变量，即

ƒ (,y) = g()h(y),

则二重积分可以用下面公式来计算：∫∫
D

ƒ (,y)dσ =

 ∫ b


g()d

! ∫ d

c
h(y)dy

!
.
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. .

..二重积分的计算法.第二节

..用直角坐标计算二重积分.A

..用极坐标计算二重积分.B

. .
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用极坐标计算二重积分

直角坐标 (,y)

和极坐标 (ρ,θ) 的关系为

..


.
y

.

ρ

. θ

(
 = ρ cosθ

y = ρ sinθ

如果积分区域是圆盘或者圆盘的一部分，用极坐标来

计算更容易．此时∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫∫
D

ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρdρdθ

. .
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. .

用极坐标计算二重积分

直角坐标 (,y) 和极坐标 (ρ,θ) 的关系为

..


.
y

.

ρ

. θ

(
 = ρ cosθ

y = ρ sinθ

如果积分区域是圆盘或者圆盘的一部分，用极坐标来

计算更容易．此时∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫∫
D

ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρdρdθ
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用极坐标计算二重积分

直角坐标 (,y) 和极坐标 (ρ,θ) 的关系为

..


.
y

.

ρ

. θ

(
 = ρ cosθ

y = ρ sinθ

如果积分区域是圆盘或者圆盘的一部分，用极坐标来

计算更容易．此时∫∫
D

ƒ (,y)dσ =
∫∫
D

ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ)ρdρdθ
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φ1(θ)
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i
dθ

..

D

.

θ = β

.

θ = α

. θ.

ρ = φ2(θ)

.

ρ = φ1(θ)

用极坐标表示积分区域

1 先求 θ 的范围

2 再求 ρ 的函数

D =
�
(ρ,θ) | α ≤ θ ≤ β,

φ1(θ) ≤ ρ ≤ φ2(θ)
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用极坐标计算二重积分

注记 圆心在原点半径为 R 的圆盘 D 用极坐标表示为

D =
n
(ρ,θ)

��0 ¶ θ ¶ 2π,0 ¶ ρ ¶ R
o
.

例5 计算二重积分

∫∫
D

dσ

1+ 2 + y2
，其中 D 是半径

为 1 的圆盘 2 + y2 ¶ 1．
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用极坐标计算二重积分

注记 圆心在原点半径为 R 的圆盘 D 用极坐标表示为

D =
n
(ρ,θ)

��0 ¶ θ ¶ 2π,0 ¶ ρ ¶ R
o
.

例5 计算二重积分
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dσ
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，其中 D 是半径
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用极坐标计算二重积分

例6 计算二重积分

∫∫
D

p
2 + y2 dσ，其中 D 是圆

2 + y2 = 2y 围成的区域．
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练习3 计算二重积分

∫∫
D

p
2 + y2 dσ，其中 D 是

半径为 1 的圆盘 2 + y2 ¶ 1．

· · · · · · · · · · · · · · · · 2π
3
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练习3 计算二重积分

∫∫
D

p
2 + y2 dσ，其中 D 是

半径为 1 的圆盘 2 + y2 ¶ 1． · · · · · · · · · · · · · · · · 2π
3
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用极坐标计算二重积分

例7 计算二重积分

∫∫
D

e−(2+y2) dσ，其中 D是半径

为  的圆盘 2 + y2 ¶ 2．

注记 令 → +∞，可以得到泊松积分∫ +∞
−∞

e−2 d =
p
π.
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用极坐标计算二重积分

例7 计算二重积分

∫∫
D

e−(2+y2) dσ，其中 D是半径

为  的圆盘 2 + y2 ¶ 2．
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e−2 d =
p
π.
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. .

复习与提高

复习1 计算二重积分
∫∫
D

ydσ，其中 D是由  = 2，

y = 1 与 y =  所围成的图形．

复习2 计算二重积分
∫∫
D


p
ydσ，其中 D 是由 y =

2 与 y =
p
 所围成的图形．
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复习与提高

复习1 计算二重积分
∫∫
D

ydσ，其中 D是由  = 2，

y = 1 与 y =  所围成的图形．
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2 与 y =
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 所围成的图形．
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复习与提高

例8 (习题第 6 题) 交换下列二次积分的次序：

(1)

∫ 1

0
dy

∫ y

0
ƒ (,y)d (2)

∫ e

1
d

∫ ln

0
ƒ (,y)dy

例9 (总习题第 1 题) 求积分

∫ 2

0
d

∫ 2


e−y2 dy．
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复习与提高

例8 (习题第 6 题) 交换下列二次积分的次序：

(1)

∫ 1

0
dy

∫ y

0
ƒ (,y)d (2)

∫ e

1
d

∫ ln

0
ƒ (,y)dy

例9 (总习题第 1 题) 求积分

∫ 2

0
d

∫ 2


e−y2 dy．
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复习与提高

题1 交换下面二次积分的次序：∫ 2

0
d

∫ 2/2

0
ƒ (,y)dy+

∫ 2
p
2

2
d

∫ p8−2

0
ƒ (,y)dy.
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复习与提高

题2 设 D 是由 y = , y = 0,  = π 所围成的闭区
域，求二重积分： ∫∫

D

sin


dσ.
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复习与提高

题3 设闭区域 D由圆周 2+y2 = 2y, 2+y2 = 4y
及直线 −p3y = 0, y−p3 = 0 所围成，求积分∫∫

D
(2 + y2)ddy.
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复习与提高

题4 设 ƒ (,y) 连续，求下面函数的导数：

F(t) =
∫∫

2+y2¶t2

ƒ (,y)ddy (t > 0).
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复习与提高

选择 设 ƒ () 为连续函数，F(t) =
∫ t
1
dy
∫ t
y
ƒ ()d，

则 F′(2) = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )
(A) 2ƒ (2) (B) ƒ (2) (C) −ƒ (2) (D) 0
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..二重积分 .第一节

..二重积分的计算法.第二节

..三重积分 .第三节

..重积分的几何应用.第四节
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..三重积分 .第三节

..三重积分的概念.A

..三重积分的计算.B
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例子 求占有空间 Ω 且密度为 ƒ (,y, z) 的物体质量．

定义 设 ƒ (,y, z) 在空间有界闭区域 Ω 上有界．

任· 意· 划分 Ω =
∪


Δ

任· 取· 点 (ξ,η,ζ) ∈ Δ

定义 ƒ (,y, z) 在 Ω 上的三重积分∫∫∫
Ω
ƒ (,y, z)d = lim

λ→0
n∑
=1

ƒ (ξ,η,ζ)Δ

其中 d 称为体积元素．d = ddydz．

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � �



.

. .

例子 求占有空间 Ω 且密度为 ƒ (,y, z) 的物体质量．

定义 设 ƒ (,y, z) 在空间有界闭区域 Ω 上有界．

任· 意· 划分 Ω =
∪


Δ

任· 取· 点 (ξ,η,ζ) ∈ Δ

定义 ƒ (,y, z) 在 Ω 上的三重积分∫∫∫
Ω
ƒ (,y, z)d = lim

λ→0
n∑
=1

ƒ (ξ,η,ζ)Δ

其中 d 称为体积元素．d = ddydz．

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � �



.

. .

例子 求占有空间 Ω 且密度为 ƒ (,y, z) 的物体质量．

定义 设 ƒ (,y, z) 在空间有界闭区域 Ω 上有界．

任· 意· 划分 Ω =
∪


Δ

任· 取· 点 (ξ,η,ζ) ∈ Δ

定义 ƒ (,y, z) 在 Ω 上的三重积分∫∫∫
Ω
ƒ (,y, z)d = lim

λ→0
n∑
=1

ƒ (ξ,η,ζ)Δ

其中 d 称为体积元素．d = ddydz．

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � �



.

. .

例子 求占有空间 Ω 且密度为 ƒ (,y, z) 的物体质量．

定义 设 ƒ (,y, z) 在空间有界闭区域 Ω 上有界．

任· 意· 划分 Ω =
∪


Δ

任· 取· 点 (ξ,η,ζ) ∈ Δ

定义 ƒ (,y, z) 在 Ω 上的三重积分∫∫∫
Ω
ƒ (,y, z)d = lim

λ→0
n∑
=1

ƒ (ξ,η,ζ)Δ

其中 d 称为体积元素．d = ddydz．

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � �



.

. .

例子 求占有空间 Ω 且密度为 ƒ (,y, z) 的物体质量．

定义 设 ƒ (,y, z) 在空间有界闭区域 Ω 上有界．

任· 意· 划分 Ω =
∪


Δ

任· 取· 点 (ξ,η,ζ) ∈ Δ

定义 ƒ (,y, z) 在 Ω 上的三重积分∫∫∫
Ω
ƒ (,y, z)d = lim

λ→0

n∑
=1

ƒ (ξ,η,ζ)Δ

其中 d 称为体积元素．d = ddydz．

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � �



.

. .

例子 求占有空间 Ω 且密度为 ƒ (,y, z) 的物体质量．

定义 设 ƒ (,y, z) 在空间有界闭区域 Ω 上有界．

任· 意· 划分 Ω =
∪


Δ

任· 取· 点 (ξ,η,ζ) ∈ Δ

定义 ƒ (,y, z) 在 Ω 上的三重积分∫∫∫
Ω
ƒ (,y, z)d =

lim
λ→0

n∑
=1

ƒ (ξ,η,ζ)Δ

其中 d 称为体积元素．d = ddydz．

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � �



.

. .

例子 求占有空间 Ω 且密度为 ƒ (,y, z) 的物体质量．

定义 设 ƒ (,y, z) 在空间有界闭区域 Ω 上有界．

任· 意· 划分 Ω =
∪


Δ

任· 取· 点 (ξ,η,ζ) ∈ Δ

定义 ƒ (,y, z) 在 Ω 上的三重积分

∫∫∫
Ω
ƒ (,y, z)d = lim

λ→0
n∑
=1

ƒ (ξ,η,ζ)Δ

其中 d 称为体积元素．d = ddydz．

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � �



.

. .

例子 求占有空间 Ω 且密度为 ƒ (,y, z) 的物体质量．

定义 设 ƒ (,y, z) 在空间有界闭区域 Ω 上有界．

任· 意· 划分 Ω =
∪


Δ

任· 取· 点 (ξ,η,ζ) ∈ Δ

定义 ƒ (,y, z) 在 Ω 上的三重积分∫∫∫
Ω
ƒ (,y, z)d = lim

λ→0
n∑
=1

ƒ (ξ,η,ζ)Δ

其中 d 称为体积元素．d = ddydz．

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � �



.

. .

例子 求占有空间 Ω 且密度为 ƒ (,y, z) 的物体质量．

定义 设 ƒ (,y, z) 在空间有界闭区域 Ω 上有界．

任· 意· 划分 Ω =
∪


Δ

任· 取· 点 (ξ,η,ζ) ∈ Δ

定义 ƒ (,y, z) 在 Ω 上的三重积分∫∫∫
Ω
ƒ (,y, z)d = lim

λ→0
n∑
=1

ƒ (ξ,η,ζ)Δ

其中 d 称为体积元素．d = ddydz．

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � �



.

. .

..三重积分 .第三节

..三重积分的概念.A

..三重积分的计算.B
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直角坐标算三重积分：土豆丝法

先一后二：将积分区域表示为

Ω =
n
(,y, z)

��� (,y) ∈ Dy,

z1(,y) ¶ z ¶ z2(,y)
o

则有三重积分计算公式

..

y

.

z

.



..
Ω

.

Dy

.

(,y)

.

z1(,y)

.
z2(,y)

∫∫∫
Ω
ƒ (,y, z)d =

∫∫
Dy

�∫ z2(,y)

z1(,y)
ƒ (,y, z)dz

�
ddy

. .
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Ω
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直角坐标算三重积分

例1 计算
∫∫∫
Ω

ddydz，其中 Ω 是三个坐标面及

平面 + 2y+ z = 1 所围成的闭区域．

..



.
y

.

z

.

z = 0

.

.

A(1,0,0)

. B(0, 12 ,0).

C(0,0,1)

.
Dy

.

z = 1− − 2y

..


.

y

.
O
.

1
.

+ 2y = 1

.

1
2

.
Dy

.

y = 1
2(1− )

. .
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直角坐标算三重积分：土豆片法

先二后一：将积分区域表示为

Ω =
�
(,y, z)

��c1 ¶ z ¶ c2,

(,y) ∈ Dz
	

则有三重积分计算公式

..



.

y

.

z

. Dz.z ..
Ω

.

c1

.

c2

∫∫∫
Ω
ƒ (,y, z)d =

∫ c2

c1

�∫∫
Dz

ƒ (,y, z)ddy
�
dz
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dz

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � �



.

. .

直角坐标算三重积分

例2 利用直角坐标计算
∫∫∫

Ω
zddydz，其中 Ω 是

由曲面 z = 2 + y2 与平面 z = 4 所围成的闭区域．

..



. y.

z

.

Dz =
�
(,y) | 2 + y2 ¶ z

	

.

.

z = 4

.

z = 2 + y2
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柱面坐标算三重积分

..



. y.

z

.
ρ

.

P(ρ,θ)

.
z

.

M(,y, z)

.

θ

M 点柱面坐标是 (ρ,θ, z)

0 ¶ ρ < +∞

0 ¶ θ ¶ 2π
−∞ < z <∞

∫∫∫
Ω

ƒ (,y, z)d =
∫∫∫
Ω

ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ, z)ρdρdθdz

. .
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柱面坐标算三重积分

..



. y.

z

.
ρ

.

P(ρ,θ)

.
z

.

M(,y, z)

.

θ

M 点柱面坐标是 (ρ,θ, z)

0 ¶ ρ < +∞

0 ¶ θ ¶ 2π
−∞ < z <∞

∫∫∫
Ω

ƒ (,y, z)d =
∫∫∫
Ω

ƒ (ρ cosθ,ρ sinθ, z)ρdρdθdz

. .
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柱面坐标算三重积分

例3 利用柱面坐标计算
∫∫∫

Ω
zddydz，其中 Ω 是

由曲面 z = 2 + y2 与平面 z = 4 所围成的闭区域．

..



. y.

z

.

Dy

.

.

z = 4

.

z = 2 + y2

. .
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柱面坐标算三重积分
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三重积分的对称性

性质 (奇偶对称性)

设空间中三维闭区域 Ω 关于 y 坐标面对称，

(1) 若 ƒ (,y, z)关于 z是奇函数，则∫∫∫
Ω
ƒ (,y, z)d = 0

(2) 若 ƒ (,y, z)关于 z是偶函数，则∫∫∫
Ω
ƒ (,y, z)d = 2

∫∫∫
Ω1

ƒ (,y, z)d

.. .
y

.

z

.. Ω.

(,y, z) ∈ Ω1

.

(,y,−z) ∈ Ω2

. .
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三重积分的对称性

例4 (总习题第 9题) 设 Ω为球体 2+y2+z2 ≤ 1，
计算 ∫∫∫

Ω

z ln(1+ 2 + y2)

1+ 2 + y2 + z2
d.

. .
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复习与提高

题1 计算  =
∫∫∫

Ω
y
p
1− 2 ddydz，其中 Ω 由

y = −p1− 2 − z2, 2 + z2 = 1, y = 1 所围成．

..

z

.. ..

2 + z2 = 1

.Dz.
y = 1

.
−p1− 2 − z2 = y

.



. y.

z

. .
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复习与提高

题1 计算  =
∫∫∫

Ω
y
p
1− 2 ddydz，其中 Ω 由

y = −p1− 2 − z2, 2 + z2 = 1, y = 1 所围成．

..

z

.. ..

2 + z2 = 1

.Dz.
y = 1

.
−p1− 2 − z2 = y

.



. y.

z

. .
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复习与提高

选择 设有空间闭区域

Ω1 = {(,y, z) | 2 + y2 + z2 ¶ R2, z ¾ 0}
Ω2 = {(,y, z) | 2 + y2 + z2 ¶ R2,

 ¾ 0, y ¾ 0, z ¾ 0}
则有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )
(A)

∫∫∫
Ω1
d = 4

∫∫∫
Ω2
d

(B)
∫∫∫

Ω1
yd = 4

∫∫∫
Ω2
yd

(C)
∫∫∫

Ω1
zd = 4

∫∫∫
Ω2
zd

(D)
∫∫∫

Ω1
yzd = 4

∫∫∫
Ω2
yzd

. .
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..二重积分 .第一节

..二重积分的计算法.第二节

..三重积分 .第三节

..重积分的几何应用.第四节

. .
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..重积分的几何应用.第四节

..立体的体积.A

..曲面的面积.B

. .
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二重积分与立体体积

设曲顶柱体的底面为 Oy 平面
有界闭区域 D，顶面为连续曲面
ƒ (,y)，则它的体积为

V =
∫∫

D
ƒ (,y)dσ. ..



.
y

.

z = ƒ (,y)

.

D

. .
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用直角坐标求立体体积

例1 求两个底圆半径均为 R 的直交圆柱面所围成的
立体体积．

..



. y.

z

.

2 + y2 = R2

.

2 + z2 = R2

..
.

z =
p
R2 − 2

.
D

.. .

y

.
D

.
O
.

R

.
R

.

y =
p
R2 − 2

. .
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用直角坐标求立体体积

例1 求两个底圆半径均为 R 的直交圆柱面所围成的
立体体积．
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
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用极坐标求立体体积

例2 求球体 2+y2+ z2 ≤ 42 被圆柱面 2+y2 =
2（ > 0）所截得的立体的体积．

..



. y.

z

.
2

..
.

z =
p
42 − 2 − y2

.
D

.. .

y

.
o
. D.


.

2
.

ρ = 2 cosθ

. θ

. .
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用极坐标求立体体积
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. .
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用极坐标求立体体积
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三重积分与立体体积

占有空间有界闭区域 Ω 的立体的体积为

V =
∫∫∫

Ω
ddydz.

. .
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用三重积分求立体体积

例3 试计算椭球体
2

2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 的体积 V．

..



.
y

.

z

.

Dz =

¨
(,y)

����� 22 + y2

b2
≤ 1− z2

c2

«
..

c

.

−c

.z

. .
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用三重积分求立体体积

例3 试计算椭球体
2

2
+
y2

b2
+
z2

c2
= 1 的体积 V．

..



.
y

.

z

.

Dz =

¨
(,y)
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..

c
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. .
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..重积分的几何应用.第四节

..立体的体积.A

..曲面的面积.B

. .
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曲面的面积

设  由 z = ƒ (,y) 给出，在 Oy 面投影区域为 D，
且 ƒ (,y) 在 D 上有连续偏导数，求曲面的面积 S．

对小块曲面 dS用切平面区域 ΔS近似，其投影为 Δσ．

..

Δσ

.

ΔS

.
γ

ΔS =
1

cosγ
Δσ ⇨ dS =

1

cosγ
dσ

平面 ΔS 的法向量 n⃗ = (−ƒ ′

,−ƒ ′

y
,1)

平面 Δσ 的法向量 k⃗ = (0,0,1)

cosγ =
1Æ

1+ ƒ ′

(,y)2 + ƒ ′

y
(,y)2

. .
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曲面的面积

设  由 z = ƒ (,y) 给出，在 Oy 面投影区域为 D，
且 ƒ (,y) 在 D 上有连续偏导数，求曲面的面积 S．
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. .

曲面的面积

曲面的面· 积· 元· 素· dS =
Æ
1+ ƒ ′


(,y)2 + ƒ ′

y
(,y)2 dσ．

设曲面 z = ƒ (,y) 在 Oy 面上的投影区域为 D，且
ƒ (,y) 的偏导数连续，则曲面的面积为

S =
∫∫


dS =

∫∫
D

q
1+ ƒ ′


(,y)2 + ƒ ′

y
(,y)2 ddy

例4 求半径为  的球的表面积．
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. .

复习与提高

题1 计算双曲抛物面 z = y 被柱面 2 + y2 = R2

所截出的面积 S．
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