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..对弧长的曲线积分.第一节

..对坐标的曲线积分.第二节
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..对弧长的曲线积分.第一节

..概念与性质.A

..计算方法 .B
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引例：曲线型构件的质量

问题 设有曲线型构件 L，其位置在 y 平面内，两个
端点是 A 和 B, 线密度为 ƒ (,y). 计算此构件的质量．
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(ξ,η)

.

Δs

L 在平面上分段光滑

ƒ (,y) 在 L 上有界

任意划分 L =
∪

L

任取点 (ξ,η) ∈ L

定义 ƒ (,y) 在 L 上的对弧长的曲线积分

∫
L
ƒ (,y)ds = lim

λ→0
n∑
=1

ƒ (ξ,η)Δs

其中 L 称为积分弧段，ds 称为弧长元素．
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对弧长的曲线积分

注记1 对弧长的曲线积分又称为第一类曲线积分．

注记2 对闭曲线 L，记
∫
L
ƒ (,y)ds =
∮
L
ƒ (,y)ds．

注记3 若 L 是分段光滑曲线，ƒ (,y) 在 L 上连续，
则
∫
L
ƒ (,y)ds 存在．

注记4
∫
L
1ds = Length(L)，即曲线弧 L 的长度．

. .

1 2 3 4 5 6 7 � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

对弧长的曲线积分

注记1 对弧长的曲线积分又称为第一类曲线积分．

注记2 对闭曲线 L，记
∫
L
ƒ (,y)ds =
∮
L
ƒ (,y)ds．

注记3 若 L 是分段光滑曲线，ƒ (,y) 在 L 上连续，
则
∫
L
ƒ (,y)ds 存在．

注记4
∫
L
1ds = Length(L)，即曲线弧 L 的长度．

. .

1 2 3 4 5 6 7 � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

对弧长的曲线积分

注记1 对弧长的曲线积分又称为第一类曲线积分．

注记2 对闭曲线 L，记
∫
L
ƒ (,y)ds =
∮
L
ƒ (,y)ds．

注记3 若 L 是分段光滑曲线，ƒ (,y) 在 L 上连续，
则
∫
L
ƒ (,y)ds 存在．

注记4
∫
L
1ds = Length(L)，即曲线弧 L 的长度．

. .

1 2 3 4 5 6 7 � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

对弧长的曲线积分

注记1 对弧长的曲线积分又称为第一类曲线积分．

注记2 对闭曲线 L，记
∫
L
ƒ (,y)ds =
∮
L
ƒ (,y)ds．

注记3 若 L 是分段光滑曲线，ƒ (,y) 在 L 上连续，
则
∫
L
ƒ (,y)ds 存在．

注记4
∫
L
1ds = Length(L)，即曲线弧 L 的长度．

. .

1 2 3 4 5 6 7 � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

对弧长的曲线积分的性质

性质1 (线性和) 设 α 和 β 为常数，则∫
L
(αƒ + βg)ds = α

∫
L
ƒ ds+ β

∫
L
gds

性质2 (分段和) 将积分弧段 L 分成 L1 和 L2，则∫
L
ƒ (,y)ds =
∫
L1

ƒ (,y)ds+
∫
L2

ƒ (,y)ds

性质3 (保号性) 若在 L 上 ƒ (,y) ≥ g(,y)，则∫
L
ƒ (,y)ds ≥
∫
L
g(,y)ds

. .
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第一类曲线积分的计算

性质 设平面曲线 L 的参数方程为

(
 = φ(t)
y = ψ(t)

，其

中  ¶ t ¶ b，则弧长元素
ds =
p
φ′(t)2 + ψ′(t)2 dt.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·∫
L
ƒ (,y)ds =
∫ b

ƒ (φ(t),ψ(t))
p
φ′(t)2 + ψ′(t)2 dt

. .
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第一类曲线积分的计算

特别地，若曲线方程为 y = ψ()（ ¶  ¶ b），则有∫
L
ƒ (,y)ds =
∫ b

ƒ[,ψ()]
p
1+ ψ′()2 d

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

若曲线方程为  = φ(y)（ ¶ y ¶ b），则有∫
L
ƒ (,y)ds =
∫ b

ƒ[φ(y),y]
p
φ′(y)2 + 1dy

. .
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. .
例1 求
∫
L
y2 ds，其中 L 如右图． .. .

y

.
o
. α.

R
.

L

. .
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. .
例2 计算
∫
L

p
yds，其

中 L 如右图所示．
.. .

y

.
o
.

1
.

L : y = 2

. .
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第一类曲线积分：空间曲线

设空间曲线 L 的参数方程是
 = φ(t)
y = ψ(t)
z = ζ(t)

( ≤ t ≤ b)

则

∫
L
ƒ (,y, z)ds

..



. y.

z

.

L

=
∫ b

ƒ (φ(t),ψ(t),ζ(t))

p
φ′(t)2+ψ′(t)2+ζ′(t)2 dt

. .
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z = ζ(t)

( ≤ t ≤ b)

则

∫
L
ƒ (,y, z)ds

..



. y.

z

.

L

=
∫ b

ƒ (φ(t),ψ(t),ζ(t))

p
φ′(t)2+ψ′(t)2+ζ′(t)2 dt
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例3 求
∫
L
(2+y2+ z2)ds，其中

L 为螺旋线
 =  cos t
y =  sin t
z = bt

(0 ≤ t ≤ 2π) ..


. y.

z

.
L

. .
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复习与提高

复习1 计算
∫
L
e+y ds，其中 L 是直线 2− y = 2

在第四象限部分．

. .
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复习与提高

性质 (奇偶对称性) 设平面曲线 L 关于  轴对称

若 ƒ (,y) 关于 y 是奇函数，则∫
L
ƒ (,y)ds = 0

若 ƒ (,y) 关于 y 是偶函数，则∫
L
ƒ (,y)ds = 2

∫
L1

ƒ (,y)ds

..


.

y

.

L

.

L1

.

L2

.

(,y)

.

(,−y)
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复习与提高

题1 已知椭圆 L :
2

4
+
y2

3
= 1

的周长是 c，计算∫
L
2y+ 32 + 4y2 ds

..


.

y

.
L

.
2

.

p
3

. .
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复习与提高

题2 计算
∮

2 ds, 其中  为球面 2 + y2 + z2 = 1

被平面 + y+ z = 0 所截的圆周.

. .
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复习与提高

题3 计算  =
∮

(2 + y2 + z2)ds, 其中  为球面

2 + y2 + z2 = 9
2 被平面 + z = 1 所截得的曲线.

. .
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..对弧长的曲线积分.第一节

..对坐标的曲线积分.第二节

..格林公式 .第三节

..对面积的曲面积分.第四节

..对坐标的曲面积分.第五节

. .
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..对坐标的曲线积分.第二节

..概念与性质.A

..计算方法 .B

..两类曲线积分的联系.C

. .
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引例：变力沿曲线所作的功

问题 设一个质点在 y 面内受到力

F⃗(,y) = P(,y) ⃗+Q(,y) j⃗

的作用，从点 A 沿光滑曲线弧 L 移动到点 B．计算在
此过程中变力 F⃗(,y) 所做的功 W．

. .
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.. .

y

.
A

.

B

.

L

. M1.
M2

.

M−1

.

M

.

Mn−1

.

(ξ,η)

.

Δ

.

Δy

有向曲线弧 L 光滑

P(,y) 在 L 上有界

任意划分 L =
∪

L

任取点 (ξ,η) ∈ L

定义 P(,y) 在 L 上的对坐标  的曲线积分

∫
L
P(,y)d = lim

λ→0
n∑
=1

P(ξ,η)Δ

其中 L 称为积分弧段．

. .
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
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任取点 (ξ,η) ∈ L

定义 Q(,y) 在 L 上的对坐标 y 的曲线积分∫
L
Q(,y)dy = lim

λ→0
n∑
=1

Q(ξ,η)Δy

其中 L 称为积分弧段．
. .
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对坐标的曲线积分

注记1 对坐标的曲线积分又称为第二类曲线积分．

注记2 规定
∫
L
P(,y)d+
∫
L
Q(,y)dy

=
∫
L
P(,y)d+Q(,y)dy

注记3 若 L 是分段光滑曲线，ƒ (,y) 在 L 上连续，
则
∫
L
P(,y)d 和
∫
L
Q(,y)dy 存在．

注记4 设有向曲线弧 L 的起点为 A(A,yA)，终点为
B(B,yB)，则

∫
L
1d = B − A，∫L 1dy = yB − yA．

. .
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. .
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. .

对坐标的曲线积分

注记1 对坐标的曲线积分又称为第二类曲线积分．

注记2 规定
∫
L
P(,y)d+
∫
L
Q(,y)dy

=
∫
L
P(,y)d+Q(,y)dy

注记3 若 L 是分段光滑曲线，ƒ (,y) 在 L 上连续，
则
∫
L
P(,y)d 和
∫
L
Q(,y)dy 存在．

注记4 设有向曲线弧 L 的起点为 A(A,yA)，终点为
B(B,yB)，则
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L
1d = B − A，∫L 1dy = yB − yA．
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性质1 (线性和) 设 α 和 β 为常数，则∫
L
(αP1 + βP2)d = α

∫
L
P1 d+ β

∫
L
P2 d

性质2 (分段和) 将有向曲线弧 L 分成 L1 和 L2，则∫
L
P(,y)d =
∫
L1

P(,y)d+
∫
L2

P(,y)d

性质3 (方向性) 设 L− 是 L 的反向曲线弧，则∫
L−
P(,y)d = −

∫
L
P(,y)d

注记5 前两个性质与第一类曲线积分类似．

. .
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. .

..对坐标的曲线积分.第二节

..概念与性质.A

..计算方法 .B

..两类曲线积分的联系.C
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第二类曲线积分的计算

注记 设有向曲线弧 L 的参数方程为

(
 = φ(t)
y = ψ(t)

，

其中 t : � b（从  单· 调· 变到 b），则

d = φ′(t)dt, dy = ψ′(t)dt.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·∫
L
P(,y)d+Q(,y)dy

=
∫ b


h
P
�
φ(t),ψ(t)
�
φ′(t) +Q
�
φ(t),ψ(t)
�
ψ′(t)
i
dt

. .
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. .

特别地，若有向曲线弧为 y = ψ()（ : � b），则∫
L
P(,y)d+Q(,y)dy

=
∫ b


h
P
�
,ψ()
�
+Q
�
,ψ()
�
ψ′()
i
d

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
若有向曲线弧为  = φ(y)（y : � b），则∫
L
P(,y)d+Q(,y)dy

=
∫ b


h
P
�
φ(y),y
�
φ′(y) +Q
�
φ(y),y
�i
dy

. .
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. .

第二类曲线积分：平面曲线

例1 计算
∫
L
yd，其中 L

如右图所示． ..


.

y

.
o
.

L :  = y2

.

A(1,−1)

.

B(1,1)

. .
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第二类曲线积分：平面曲线

例2 求  =
∫
L
y2 d，

其中 L 如右图所示． .. .

y

.
A(,0)

.
B(−,0)

.

L1

.
L2

. .
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. .

例3 计算

 =
∫
L

2yd+ 2 dy

其中 L 如右图所示．

.. .

y

.
o
.

L2 :  = y2

.

L3

.
A(1,0)

.

B(1,1)

.

L1 : y = 2

. .
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第二类曲线积分：空间曲线

设空间有向曲线弧  的参数方程是
 = φ(t), y = ψ(t), z = ζ(t) (t : � b)

则有∫
L
P(,y, z)d+Q(,y, z)dy+ R(,y, z)dz

=
∫ b


n
P
�
φ(t),ψ(t),ζ(t)

� ·
+Q
�
φ(t),ψ(t),ζ(t)

� ·
+ R
�
φ(t),ψ(t),ζ(t)

� · odt

. .
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第二类曲线积分：空间曲线

设空间有向曲线弧  的参数方程是
 = φ(t), y = ψ(t), z = ζ(t) (t : � b)

则有∫
L
P(,y, z)d+Q(,y, z)dy+ R(,y, z)dz

=
∫ b


n
P
�
φ(t),ψ(t),ζ(t)

� ·
+Q
�
φ(t),ψ(t),ζ(t)

� ·
+ R
�
φ(t),ψ(t),ζ(t)

� · odt
. .
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第二类曲线积分：空间曲线

设空间有向曲线弧  的参数方程是
 = φ(t), y = ψ(t), z = ζ(t) (t : � b)

则有∫
L
P(,y, z)d+Q(,y, z)dy+ R(,y, z)dz

=
∫ b


n
P
�
φ(t),ψ(t),ζ(t)

� · φ′(t)
+Q
�
φ(t),ψ(t),ζ(t)

� · ψ′(t)
+ R
�
φ(t),ψ(t),ζ(t)

� · ζ′(t)odt
. .
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第二类曲线积分：空间曲线

例4 计算
∫

3 d + 3zy2 dy − 2ydz，其中  是

从点 A(3,2,1) 到点 B(0,0,0) 的直线段 AB．

. .
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..对坐标的曲线积分.第二节

..概念与性质.A

..计算方法 .B

..两类曲线积分的联系.C

. .
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两类曲线积分的联系

设有向曲线弧 L 的参数方程为

 = φ(t), y = ψ(t), t 从  到 b,  < b.

则有∫
L
Pd+Qdy =

∫ b


�
Pφ′(t) +Qψ′(t)�dt

=
∫ b


 P · φ′p
φ′2 + ψ′2

+
Qψ′p

φ′2 + ψ′2

 ·pφ′2 + ψ′2 dt

=
∫
L

�
P cosα +Q cosβ

�
ds

. .
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复习与提高

题1 求  =
∫

(z− y)d+ (− z)dy+ (− y)dz，

其中  是柱面 2 + y2 = 1 和平面  − y + z = 2 的
交线，从 z 轴正向看为顺时针方向．

. .
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复习与提高

题2 将积分
∫
L
P(,y)d + Q(,y)dy 化为对弧长

的曲线积分，其中 L 沿上半圆周 2 + y2 − 2 = 0 从
O(0,0) 到 B(2,0)．

. .
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复习与提高

选择 设 ƒ (,y) 有连续偏导数，曲线 C : ƒ (,y) = 1
过第二象限点 M 和第四象限点 N，L 为 C 上从点 M
到点 N 的一段弧，则下列积分小· 于· 零· 的是 · · · · · ( )
(A)
∫
L
ƒ (,y)d

(B)
∫
L
ƒ (,y)dy

(C)
∫
L
ƒ (,y)ds

(D)
∫
L
ƒ ′

(,y)d+ ƒ ′

y
(,y)dy

. .
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..对弧长的曲线积分.第一节

..对坐标的曲线积分.第二节

..格林公式 .第三节

..对面积的曲面积分.第四节

..对坐标的曲面积分.第五节

. .
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..格林公式 .第三节

..格林公式 .A

..曲线积分与路径无关的条件.B

..二元函数的全微分求积.C

. .
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牛顿－莱布尼茨公式：

∫ b

F′()d = F()

��b


F′() 在闭区间的积分可以通过它的原函数 F() 在这
个闭区间的边界 (即两个端点) 的值来表达．

问题 上述公式在二重积分中的类比？

格林公式：

∫∫
D

�
∂Q

∂
− ∂P

∂y

�
ddy =
∮
L
Pd+Qdy

在平面闭区域 D 上的二重积分可以通过沿闭区域 D
的边界曲线 L 上的曲线积分来表达．

. .
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定义 设 D 为平面区域．如果 D 中任意一条闭曲线
所围部分都属于 D，则称 D 是单连通区域，否则称 D
是多连通区域．

例子 如图，D1 是单连通区域，而 D2 是多连通区域．

..

D1

..

D2

注记 直观上，单连通区域是指不含“洞”的区域．

. .
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区域边界的定向

定义 对平面区域 D 的边界曲线 L，规定 L 的正向如
下：当观察者沿 L 的这个方向行走时，他的左侧区域
在 D 内部．

..
D

. .
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定理1 (格林公式) 设闭区域 D 由分段光滑的曲线 L
围成，函数 P(,y) 及 Q(,y) 在 D 上具有一阶连续
偏导数，则有∫∫

D

�
∂Q

∂
− ∂P

∂y

�
ddy =
∮
L
Pd+Qdy,

其中 L 是 D 的取正向的边界曲线．

. .
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. .∫∫
D

�
∂Q

∂
− ∂P

∂y

�
ddy =
∮
L
Pd+Qdy.

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

在格林公式中取 P = −y, Q = ，即得

A =
∫∫

D
ddy =

1

2

∮
L
dy− yd.

也就是说，可以用此公式来计算闭区域 D 的面积．
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. .

例1 求椭圆  =  cosθ,
y = b sinθ 的面积 A．

.. .

y

.


.

b

.
A
.

L

. .
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. .

例2 设 L 是一条分段光滑的闭曲线，证明：∮
L
2yd+ 2 dy = 0.

. .
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例3 计算
∫∫

D
e−y2 ddy，其中 D 是以 O(0,0),

A(1,1), B(0,1) 为顶点的三角形闭区域．

. .
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. .

例4 设 L 为一条无重点、分段光滑且不经过原点的
连续闭曲线，L 的方向为逆时针方向．计算∮

L

dy− yd
2 + y2

.

情形 1：(0,0) ̸∈ D．

..D.

L

.



.

y

情形 2：(0,0) ∈ D．

..

D1

.

L

. .


.

y

. .
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. .

..格林公式 .第三节

..格林公式 .A

..曲线积分与路径无关的条件.B

..二元函数的全微分求积.C

. .
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. .

定义 设 G 是一个区域，函数 P(,y)，Q(,y) 在 G
内具有一阶连续偏导数．如果对于 G 内任· 意· 指定的两
个点 A 和 B 以及 G 内从 A 到 B 的任· 意· 两条曲线 L1
和 L2，等式∫

L1

Pd+Qdy =
∫
L2

Pd+Qdy

恒· 成· 立· ，就说曲线积分
∫
L
Pd+Qdy 在 G 内与路径

无关，否则就说与路径有关．

. .
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. .

定理2 设 G 是单· 连· 通· 区域，函数 P(,y)，Q(,y)
在 G 内具有一阶连续偏导数，则下述三者等价：

1 在 G 内的曲线积分

∫
L
Pd+Qdy 与路径无关．

2 在 G 内的闭· 曲线积分
∮
C
Pd+Qdy 恒为零．

3 在 G 内
∂Q

∂
=
∂P

∂y
恒成立．

注记 由前面例子知道，对于多· 连· 通· 区域，上述定理
未必成立．

. .
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..格林公式 .第三节

..格林公式 .A

..曲线积分与路径无关的条件.B

..二元函数的全微分求积.C

. .

1 2 3 4 5 6 7 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

定理3 设 G 是单· 连· 通· 区域，函数 P(,y)，Q(,y)
在 G 内具有一阶连续偏导数，则下述等价：

1 在 G 内的曲线积分

∫
L
Pd+Qdy 与路径无关．

2 在 G 内的闭· 曲线积分
∮
C
Pd+Qdy 恒为零．

3 在 G 内
∂Q

∂
=
∂P

∂y
恒成立．

4 在 G 内存在 (,y)，使得 d = Pd+Qdy．

. .
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. .

注记 若在 G内存在 (,y)使得 d = Pd+Qdy，
则有

(,y) =
∫ (,y)

(0,y0)
P(,y)d+Q(,y)dy.

在前面的式子中取特殊的路径，可以得到

(,y) =
∫ 
0

P(,y0)d+
∫ y
y0

Q(,y)dy(1)

(,y) =
∫ 
0

P(,y)d+
∫ y
y0

Q(0,y)dy(2)

. .
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. .
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二元函数的全微分求积

例5 验证：在整个平面内，y2 d+ 2ydy 是某个
函数的全微分，并求出一个这样的函数．

. .
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二元函数的全微分求积

例6 验证：
dy− yd
2 + y2

在右半平面 ( > 0) 内是某

个函数的全微分，并求出一个这样的函数．

. .
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复习与提高

复习1 利用格林公式计算曲线积分

 =
∮
C
(y4 + 3)d+ 26 dy

其中 C是矩形 [0,1]×[0,1]的边界，取逆时针方向．

. .
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复习与提高

题1 设 L 为从 O(0,0) 到 A(4,0) 的上半圆周 y =p
4− 2，计算曲线积分

 =
∫
L
(2 + 3y)d+ (y2 − )dy.

. .
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. .

..对坐标的曲线积分.第二节

..格林公式 .第三节

..对面积的曲面积分.第四节

..对坐标的曲面积分.第五节

..高斯公式 .第六节

. .
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..对面积的曲面积分.第四节

..概念与性质.A

..计算方法 .B

. .
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引例：曲面型构件的质量

问题 设有曲面型构件 ，面密度为 ƒ (,y, z)，计算
此构件的质量．

. .
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. .
.

.

(ξ,η,ζ)

.

ΔS

.



 在空间中分片光滑

ƒ (,y, z) 在  上有界

任意划分  =
∪



任取点 (ξ,η,ζ) ∈ 

定义 ƒ (,y, z) 在  上对面积的曲面积分

∫∫

ƒ (,y, z)dS = lim

λ→0
n∑
=1

ƒ (ξ,η,ζ)ΔS

其中  称为积分曲面，dS 称为面积元素．

. .
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对面积的曲面积分

注记 对面积的曲面积分又称为第一类曲面积分．

注记 若  是分片光滑曲面，ƒ (,y, z) 在  上连续，
则
∫∫


ƒ (,y, z)dS 存在．

注记
∫∫


1dS = Area()，即曲面  的面积．

. .
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性质1 (线性和) 设 α 和 β 为常数，则有∫∫

(αƒ + βg)dS = α

∫∫

ƒ dS+ β

∫∫

gdS

性质2 (分片和) 将积分曲面  分成 1 和 2，则有∫∫

ƒ dS =
∫∫

1

ƒ dS+
∫∫

2

ƒ dS

性质3 (保号性) 若在  上 ƒ (,y, z) ≥ g(,y, z)，
则有 ∫∫


ƒ (,y, z)dS ≥

∫∫

g(,y, z)dS

. .
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..对面积的曲面积分.第四节

..概念与性质.A

..计算方法 .B

. .
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第一类曲面积分的计算

设曲面  的方程为 z = z(,y)，它在 Oy 面的投影
区域为 Dy．则对曲面的面积积分可以化为二重积分：∫∫


ƒ (,y, z)dS

=
∫∫

Dy

ƒ
�
,y, z(,y)
�q

1+z2

(,y)+z2

y
(,y)ddy

. .
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例1 计算

∫∫


1

z
dS，其中

 是球面 2 + y2 + z2 = 52

被平面 z = 3 所截出的顶部．
..



. y.

z

.

z = 3

.Dy .

r = 4

. .
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例2 计算
∫∫


yz dS，其

中 是由平面  = 0，y = 0，
z = 0 和  + y + z = 1 所围
成的四面体的整个边界曲面．

..



. y.

z

.O .

A(1,0,0)

.
B(0,1,0)

.

C(0,0,1)

.
Dy

. .
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复习与提高

性质 (奇偶对称性) 设曲面  关于 y 坐标面对称，

(1) 若 ƒ (,y, z)关于 z是奇函数，则∫∫

ƒ (,y, z)dS = 0

(2) 若 ƒ (,y, z)关于 z是偶函数，则∫∫

ƒ (,y, z)dS = 2

∫∫
1

ƒ (,y, z)dS

.. .
y

.

z

.. .

(,y, z) ∈ 1
.

(,y,−z) ∈ 2

. .
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复习与提高

选择 设  为上半球面 2 + y2 + z2 = R2（z ≥ 0），
而 1 为  在第一卦限的部分．则有 · · · · · · · · · ( )
(A)
∫∫


dS = 4
∫∫

1
dS

(B)
∫∫


ydS = 4
∫∫

1
dS

(C)
∫∫


zdS = 4
∫∫

1
dS

(D)
∫∫


yz dS = 4
∫∫

1
yzdS

. .
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复习与提高

题1 设  是球面 2 + y2 + z2 = R2，求曲面积分∫∫

(2 + y2)dS.

. .
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复习与提高

复习1 计算曲面积分
∫∫


zdS，其中  是由平面

 = 0，y = 0，z = 0 和 + y+ z = 1 所围成四面体
的整个边界曲面．

. .
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..格林公式 .第三节

..对面积的曲面积分.第四节

..对坐标的曲面积分.第五节

..高斯公式 .第六节

..斯托克斯公式.第七节

. .
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..对坐标的曲面积分.第五节

..概念与性质.A

..计算方法 .B

. .
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定义 若曲面在整体上具有双· 侧· ，则称它为可定向的．

我们可以通过曲面上法向量的指向来定出曲面的侧．

指定了法向量亦即选定了侧的曲面，称为有向曲面．

球面 2 + y2 + z2 = R2 可定向：

外侧 法向量指向朝外

内测 法向量指向朝内

...

.
n⃗

.⃗n

曲面 z = ƒ (,y) 可定向：

上侧 法向量指向朝上

下测 法向量指向朝下 .

.

n⃗

. n⃗

. .
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. .
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问题 设稳定流体（假设密度为 1）的速度场为

⃗(,y, z) = P(,y, z) ⃗+Q(,y, z) j⃗+ R(,y, z) k⃗.

 是速度场中的一片有向曲面，求单位时间内流向 
指定侧（单位法向量为 n⃗）的流体的质量，即流量 ．

..



.

⃗(,y, z)

.

dS

.

⃗

.

n⃗

d = ⃗ · n⃗dS

⇨  =
∫∫


⃗ · n⃗dS

. .
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已知速度场 ⃗ =
�
P(,y, z),Q(,y, z),R(,y, z)

�
，

单位法向量 n⃗ = (cosα,cosβ,cosγ)，从而

=
∫∫


⃗ · n⃗dS

=
∫∫



�
P cosα+Q cosβ+R cosγ

�
dS

=
∫∫


P cosα dS+
∫∫


Q cosβdS+
∫∫


R cosγdS

记为
===
∫∫


Pdydz +
∫∫


Qdz d+
∫∫


Rddy

称为对坐标的曲面积分，或第二类曲面积分．
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对坐标的曲面积分

设有向曲面  的单位法向量为 (cosα,cosβ,cosγ)．

对坐标 y, z 的曲面积分∫∫

P(,y, z)dydz =

∫∫

P(,y, z) cosα dS

对坐标 z, 的曲面积分∫∫

Q(,y, z)dzd =

∫∫

Q(,y, z) cosβdS

对坐标 ,y 的曲面积分∫∫

R(,y, z)ddy =

∫∫

R(,y, z) cosγdS
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两类曲面积分的联系∫∫

P(,y, z)dydz =

∫∫

P(,y, z) cosα dS∫∫


Q(,y, z)dzd =

∫∫

Q(,y, z) cosβdS∫∫


R(,y, z)ddy =

∫∫

R(,y, z) cosγdS∫∫


Pdydz +Qdzd+ Rddy

=
∫∫


(P cosα +Q cosβ+ R cosγ)dS
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性质1 (线性和) 设 α 和 β 为常数，则有∫∫

(αR1+βR2)ddy=α

∫∫

R1 ddy+β
∫∫


R2 ddy

性质2 (分片和) 将有向曲面  分成 1 和 2，则有∫∫

Rddy =
∫∫

1

Rddy+
∫∫

2

Rddy

性质3 (方向性) 设 − 是  的反向有向曲面，则有∫∫
−
R(,y, z)ddy = −

∫∫

R(,y, z)ddy

注记1 前两个性质与第一类曲面积分类似．

. .
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性质1 (线性和) 设 α 和 β 为常数，则有∫∫

(αR1+βR2)ddy=α

∫∫

R1 ddy+β
∫∫


R2 ddy

性质2 (分片和) 将有向曲面  分成 1 和 2，则有∫∫

Rddy =
∫∫

1

Rddy+
∫∫

2

Rddy

性质3 (方向性) 设 − 是  的反向有向曲面，则有∫∫
−
R(,y, z)ddy = −

∫∫

R(,y, z)ddy

注记1 前两个性质与第一类曲面积分类似．
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R(,y, z)ddy = −

∫∫

R(,y, z)ddy

注记1 前两个性质与第一类曲面积分类似．
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..对坐标的曲面积分.第五节

..概念与性质.A

..计算方法 .B

. .
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设积分曲面  是由方程 z = z(,y) 所给出的曲面
的上侧， 在 Oy 面上的投影区域是 Dy．

此时有向曲面  的单位法向量 n⃗ 为
1q

1+ z′

2 + z′

y
2

�−z′

,−z′

y
,1
�
=
�
cosα,cosβ,cosγ

�
∫∫


R(,y, z)ddy =

∫∫

R(,y, z) cosγdS

=
∫∫

Dy

R(,y, z(,y)) 1q
1+z′


2+z′

y
2

q
1+z′


2+z′

y
2 ddy

=
∫∫

Dy

R(,y, z(,y))ddy

. .
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设积分曲面  是由方程 z = z(,y) 所给出的曲面
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设积分曲面  是由方程 z = z(,y) 所给出的曲面
的上侧， 在 Oy 面上的投影区域是 Dy．

此时有向曲面  的单位法向量 n⃗ 为
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设积分曲面  是由方程 z = z(,y) 所给出的曲面
的下侧， 在 Oy 面上的投影区域是 Dy．

此时有向曲面  的单位法向量 n⃗ 为
1q

1+ z′

2 + z′

y
2

�
z′

, z′

y
,−1� = �cosα,cosβ,cosγ

�
∫∫


R(,y, z)ddy =

∫∫

R(,y, z) cosγdS

=
∫∫

Dy

R(,y, z(,y)) −1q
1+z′


2+z′

y
2

q
1+z′


2+z′

y
2 ddy

= −
∫∫

Dy

R(,y, z(,y))ddy
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设积分曲面  是由方程 z = z(,y) 所给出的曲面
的下侧， 在 Oy 面上的投影区域是 Dy．

此时有向曲面  的单位法向量 n⃗ 为
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设积分曲面  是由方程 z = z(,y) 所给出的曲面
的下侧， 在 Oy 面上的投影区域是 Dy．
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. .

设积分曲面  是由方程 z = z(,y) 所给出的曲面
的下侧， 在 Oy 面上的投影区域是 Dy．
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. .

设积分曲面  是由方程 z = z(,y) 所给出的曲面
的下侧， 在 Oy 面上的投影区域是 Dy．

此时有向曲面  的单位法向量 n⃗ 为
1q

1+ z′

2 + z′

y
2

�
z′

, z′

y
,−1� = �cosα,cosβ,cosγ

�
∫∫


R(,y, z)ddy =

∫∫

R(,y, z) cosγdS

=
∫∫

Dy

R(,y, z(,y)) −1q
1+z′


2+z′

y
2

q
1+z′


2+z′

y
2 ddy

= −
∫∫

Dy

R(,y, z(,y))ddy
. .

1 2 3 4 5 6 7 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

设积分曲面为 z = z(,y)，则（上侧正号，下侧负号）∫∫

R(,y, z)ddy = ±

∫∫
Dy

R(,y, z(,y))ddy

设积分曲面为  = (y, z)，则（前侧正号，后侧负号）∫∫

P(,y, z)dydz = ±

∫∫
Dyz

P((y, z),y, z)dydz

设积分曲面为 y = y(z,)，则（右侧正号，左侧负号）∫∫

Q(,y, z)dz d = ±

∫∫
Dz

Q(,y(z,), z)dzd

. .
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. .

例1 计算曲面积分
∫∫


2 dydz，其中  是长方体

Ω =
�
(,y, z) | 0 ¶  ¶ ,0 ¶ y ¶ b,0 ¶ z ¶ c

	
的整个表面的外· 侧· ．

. .
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例2 计算
∫∫


yz ddy，其

中  是球面 2 + y2 + z2 = 1
外侧在  ¾ 0，y ¾ 0 的部分．

..



.
y

.

z

.

n⃗

.
上
.

n⃗

.

下

.
Dy

. .
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例2 计算
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例2 计算
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设积分曲面  由 z = z(,y) 给出．单位法向量 n⃗ 为
±1q

1+ z′

2 + z′

y
2

�−z′

,−z′

y
,1
�
=
�
cosα,cosβ,cosγ

�

∫∫

P(,y, z)dydz =

∫∫

P(,y, z) cosα dS

=
∫∫


P(,y, z)

cosα

cosγ
cosγdS

=
∫∫


P(,y, z)(−z′


)ddy

. .
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设积分曲面  由 z = z(,y) 给出．单位法向量 n⃗ 为
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设积分曲面  由 z = z(,y) 给出．单位法向量 n⃗ 为
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设积分曲面  由 z = z(,y) 给出．单位法向量 n⃗ 为
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
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设积分曲面  由 z = z(,y) 给出．单位法向量 n⃗ 为
±1q

1+ z′

2 + z′

y
2

�−z′

,−z′

y
,1
�
=
�
cosα,cosβ,cosγ

�
∫∫


Q(,y, z)dzd =

∫∫

Q(,y, z) cosβdS

=
∫∫


Q(,y, z)

cosβ

cosγ
cosγdS

=
∫∫


Q(,y, z)(−z′

y
)ddy

. .

1 2 3 4 5 6 7 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

设积分曲面  由 z = z(,y) 给出．单位法向量 n⃗ 为
±1q

1+ z′

2 + z′

y
2

�−z′

,−z′

y
,1
�
=
�
cosα,cosβ,cosγ

�
∫∫


Q(,y, z)dzd =

∫∫

Q(,y, z) cosβdS

=
∫∫


Q(,y, z)

cosβ

cosγ
cosγdS

=
∫∫


Q(,y, z)(−z′

y
)ddy

. .

1 2 3 4 5 6 7 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

设积分曲面  由 z = z(,y) 给出．单位法向量 n⃗ 为
±1q

1+ z′

2 + z′

y
2

�−z′

,−z′

y
,1
�
=
�
cosα,cosβ,cosγ

�
∫∫


Q(,y, z)dzd =

∫∫

Q(,y, z) cosβdS

=
∫∫


Q(,y, z)

cosβ

cosγ
cosγdS

=
∫∫


Q(,y, z)(−z′

y
)ddy

. .
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. .

设积分曲面  由 z = z(,y) 给出，则有∫∫

P(,y, z)dydz =

∫∫

P(,y, z)(−z′


)ddy∫∫


Q(,y, z)dz d =

∫∫

Q(,y, z)(−z′

y
)ddy

从而有第二类曲面积分的转· 换· 公· 式· ：∫∫

Pdydz +Qdz d+ Rddy

=
∫∫



�
P (−z′


) +Q (−z′

y
) + R
�
ddy

. .
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. .

设积分曲面  由 z = z(,y) 给出，则有∫∫

P(,y, z)dydz =

∫∫

P(,y, z)(−z′


)ddy∫∫


Q(,y, z)dz d =

∫∫

Q(,y, z)(−z′

y
)ddy

从而有第二类曲面积分的转· 换· 公· 式· ：∫∫

Pdydz +Qdz d+ Rddy

=
∫∫



�
P (−z′


) +Q (−z′

y
) + R
�
ddy

. .
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. .

例3 设有向曲面  是旋转抛物面
z = 1

2(
2+y2)介于 z = 0及 z = 2

之间的部分的下· 侧· ，求∫∫

(z2 + )dydz − zddy. .

.
Dy

. y.

z

.


.

.

.

z=2

. .
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. .

例3 设有向曲面  是旋转抛物面
z = 1

2(
2+y2)介于 z = 0及 z = 2

之间的部分的下· 侧· ，求∫∫

(z2 + )dydz − zddy. ..

Dy

. y.

z

.


.

.

.

z=2

. .
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复习与提高

题1 设  是球面 2 + y2 + z2 = 1 外侧在  ¾ 0，
y ¾ 0的部分．此时 关于 y坐标面对称，且被积函
数关于 z 是奇函数，能否由此得出

∫∫

z ddy = 0？

. .
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. .

复习与提高

题2 设  是球面 2 + y2 + z2 = 1 的外侧．计算∫∫

dydz + ydzd+ z2 ddy.

. .
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复习与提高

题3 设  是圆锥面 z =
p
2 + y2 位于 0 ¶ z ¶ 1

的外侧．计算

 =
∫∫


(−y)dydz+(y−z)dz d+(z−)ddy.

. .
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..格林公式 .第三节

..对面积的曲面积分.第四节

..对坐标的曲面积分.第五节

..高斯公式 .第六节

..斯托克斯公式.第七节

. .
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定理 (高斯公式) 设空间闭区域 Ω 是由分片光滑
的闭曲面  所围成，函数 P(,y, z)，Q(,y, z, ) 和
R(,y, z) 在 Ω 上具有一阶连续偏导数，则有∫∫∫

Ω

�
∂P

∂
+
∂Q

∂y
+
∂R

∂z

�
d

=
∫∫


Pdydz +Qdz d+ Rddy

=
∫∫


(P cosα +Q cosβ+ R cosγ)dS

其中有向曲面  是 Ω 的整个边界曲面的外· 侧· ．
. .
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例1 设有向曲面  是右边圆柱体
Ω 的整个边界曲面的外侧．计算∫∫


(− y)ddy+ (y− z)dydz

.. y.

z

.


.

.

3

.
1
.

1

. .
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例2 设有向曲面  是抛物面
z = 1

2(
2 + y2) 介于 z = 0 及

z = 2 部分的下侧，计算∫∫

(z2 + )dydz − zddy.

.. y.

z

.


.

.



.

2

.
n⃗

.

′ : z = 2

.

n⃗

. .
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例2 设有向曲面  是抛物面
z = 1

2(
2 + y2) 介于 z = 0 及

z = 2 部分的下侧，计算∫∫

(z2 + )dydz − zddy.

.. y.

z

.


.

.



.

2

.
n⃗

.

′ : z = 2

.

n⃗

. .
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复习与提高

题1 设  : 2+ y2+ z2 = R2 取外侧，Ω 为  所围

立体，r =
p
2 + y2 + z2，判断下列演算是否正确？∫∫



3

r3
dydz +

y3

r3
dzd+

z3

r3
ddy

=
1

R3

∫∫

3 dydz + y3 dz d+ z3 ddy

=
1

R3

∫∫∫
Ω
3(2 + y2 + z2)d =

3

R

∫∫∫
Ω
d = 4πR2

. .
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复习与提高

题2 设  : 2+ y2+ z2 = R2 取外侧，Ω 为  所围

立体，r =
p
2 + y2 + z2，判断下列演算是否正确？∫∫



3

r3
dydz +

y3

r3
dz d+

z3

r3
ddy

=
∫∫∫

Ω

�
∂

∂

�
3

r3

�
+

∂

∂y

�
y3

r3

�
+

∂

∂z

�
z3

r3

��
d

= · · ·

. .
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复习与提高

题3 设  是球面 2 + y2 + z2 = 1 的外侧．计算∫∫

dydz + ydzd+ z2 ddy.

. .
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复习与提高

题4 设  是圆锥面 z =
p
2 + y2 位于 0 ¶ z ¶ 1

的外侧．计算

 =
∫∫


(−y)dydz+(y−z)dz d+(z−)ddy.

. .
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..格林公式 .第三节

..对面积的曲面积分.第四节

..对坐标的曲面积分.第五节

..高斯公式 .第六节

..斯托克斯公式.第七节

. .
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定理 (斯托克斯公式) 设  为分段光滑的空间有向闭
曲线， 是以  为边界的分片光滑的有向曲面，函数
P(,y, z)，Q(,y, z)，R(,y, z) 在曲面  连同边界
 上具有一阶连续偏导数，则有∫∫



�
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

�
dydz +

�
∂P

∂z
− ∂R

∂

�
dzd

+

�
∂Q

∂
− ∂P

∂y

�
ddy

=
∮

Pd+Qdy+ Rdz

其中  的正向与  的侧符合右· 手· 规· 则· ．
. .
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斯托克斯公式

利用行列式记号，斯托克斯公式可以写为

∮

Pd+Qdy+ Rdz =

∫∫


���������
dydz dzd ddy
∂

∂

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

���������
=
∫∫



���������
cosα cosβ cosγ
∂

∂

∂

∂y

∂

∂z
P Q R

���������dS
. .
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例1 用斯托克斯公式计算积分∮

zd+ dy+ ydz

其中  由平面 +y+ z = 1 被
三个坐标面所截得．

..

z

. y.



.

1

.
1

.

1

.



.

n⃗

. .
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复习与提高

题1  为柱面 2+y2 = 2y 与
平面 y = z 的交线，从 z 轴正向
看为顺时针，用斯托克斯公式求

 =
∮

y2 d+ ydy+ z dz.

..



.
y

.

z

. .
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