
一九八七年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 与两直线


x = 1

y =−1+ t

z = 2+ t

及 x +1

1
=

y +2

2
=

z −1

1
都平行，且过原点的平面方程为

．

解. 应填 −x + y − z = 0．

2. 当 x =时，函数 y = x 2x 取得极小值 ．

解. 应填 − 1

ln2
．

3. 由曲线 y = ln x 与两直线 y = (e+ 1)− x 及 y = 0所围成的平面图形的面积是
．

解. 应填 3

2
．

4. 设 L 为取正向的圆周 x 2+ y 2 = 9，则曲线积分
∮

L
(2x y −2y )dx +(x 2−4x )dy 的

值是 ．

解. 用参数方程或者用格林公式计算，求得 −18π．

5. 已知三维线性空间的一组基底为 α1 = (1, 1, 0)T ,α2 = (1,0, 1)T ,α3 = (0, 1, 1)T ,则向量
β = (2, 0, 0)T 在上述基底下的坐标是 ．

解. 应填 (1,1,−1)T．

二、（本题满分 8分）
求正的常数 a 与 b，使等式 lim

x→0

1

b x − sin x

∫ x

0

t 2p
a + t 2

dt = 1成立．

解. 由洛必达法则与等价无穷小量代换，求得 a = 4, b = 1．

三、计算题（本题满分 7分）

1.（本题满分 3分）
设 f , g 为连续可微函数，u = f (x , x y ), v = g (x + x y ),求 ∂ u

∂ x
，∂ v

∂ x
．

解. ∂ u

∂ x
= f ′1 + y f ′2，

∂ v

∂ x
= (1+ y )g ′．
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2.（本题满分 4分）
设矩阵 A和 B 满足关系式 AB = A+2B，其中 A =

3 0 1

1 1 0

0 1 4

，求矩阵 B．

解. B =

 5 −2 −2

4 −3 −2

−2 2 3

．
四、（本题满分 8分）
求微分方程 y ′′′+6y ′′+ (9+a 2)y ′ = 1的通解（一般解），其中常数 a > 0．

解. y =C1+e−3x (C2 cos a x +C3 sin a x ) +
1

9+a 2
x．

五、选择题（本题满分 12分，每小题 3分）

1. 设常数 k > 0，则级数
∞∑

n=1

(−1)n
k +n

n 2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)发散． (B)绝对收敛．
(C)条件收敛． (D)收敛或发散与 k的取值有关．

解. 应选 (C)．

2. 设 f (x )为已知连续函数，I = t
∫ s/t

0
f (t x )dx，其中 s > 0, t > 0，则 I 的值 ( )

(A)依赖于 s 和 t． (B)依赖于 s ,t ,x．
(C)依赖于 t 和 x，不依赖于 s． (D)依赖于 s，不依赖于 t．

解. 应选 (D)．

3. 设 lim
x→a

f (x )− f (a )
(x −a )2

=−1，则在点 x = a 处 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f (x )的导数存在，且 f ′(a ) 6= a． (B) f (x )取得极大值．
(C) f (x )取得极小值． (D) f (x )的导数不存在．

解. 应选 (B)．

4. 设 A为 n 阶方阵，且 A的行列式 |A|= a 6= 0，而 A∗为 A的伴随矩阵，则 |A∗|等
于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a． (B)
1

a
． (C) a n−1． (D) a．

解. 应选 (C)．
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六、（本题满分 10分）
求幂级数

∞∑
n=1

1

n2n
x n+1的收敛域，并求其和函数．

解. 收敛域为 [−2,2)．和函数 S (x ) = 2x ln
2

2− x
．

七、（本题满分 10分）
计算曲面积分

I =
∫∫

Σ
x (8y +1)dy dz +2(1− y 2)dz dx −4y z dx dy ,

其中 Σ是由曲线
¨

z =
p

y −1

x = 0
（1¶ y ¶ 3）绕 y 轴旋转一周所形成的曲面，它

的法向量与 y 轴正向的夹角恒大于 π

2
.

解. Σ的方程为 y = x 2+ z 2+1，由高斯公式可求得 I = 34π．

八、（本题满分 10分）
设函数 f (x )在闭区间 [0, 1]上可微，对于 [0, 1]上的每一个 x，函数 f (x )的值都
在开区间 (0,1)内，且 f ′(x ) 6= 1，证明在 (0,1)内有且仅有一个 x，使 f (x ) = x．

解. (Ⅰ)令 L (t ) = f (t )− t，则 L (0)> 0，L (1)< 0．由零值定理，存在 x ∈ (0,1)．使得
L (x ) = 0，即 f (x ) = x．

(Ⅱ)假设有两个点 x1和 x2满足 f (x1) = x1． f (x2) = x2．不妨设 x1 < x2．则由拉
格朗日中值定理，存在 ξ ∈ (x1, x2)，使得 f (ξ) =

f (x2)− f (x1)
x2− x1

= 1，矛盾．故满
足 f (x ) = x 的 x 是唯一的．

九、（本题满分 8分）

问 a , b 为何值时，线性方程组


x1+ x2+ x3+ x4 = 0,

x2+2x3+2x4 = 1,

−x2+ (a −3)x3−2x4 = b ,

3x1+2x2+ x3+a x4 =−1

有唯一解、无解、有

无穷多组解？并求出有无穷多组解时的通解．

解. (Ⅰ)当 a 6= 1时，原方程组有唯一解．
(Ⅱ)当 a = 1且 b 6=−1时，原方程组无解．
(Ⅲ)当 a = 1且 b =−1时，原方程组有无穷多解．此时通解为

x = (−1,1, 0, 0)T + c1(1,−2, 1, 0)T + c2(1,−2,0, 1)T ,

其中 c1, c2为任意常数．
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十、填空题（本题满分 6分，每小题 2分）

1. 设在一次试验中事件 A发生的概率为 p，现进行 n 次独立试验，则 A至少发生
一次的概率为 ；而事件 A至多发生一次的概率为 ．

解. 1− (1−p )n；[1+ (n −1)p ](1−p )n−1．

2. 三个箱子，第一个箱子中有 4个黑球 1个白球，第二个箱子中有 3个黑球 3个白
球，第三个箱子中有 3个黑球 5个白球．现随机地取一个箱子，再从这个箱子
中取出 1个球，这个球为白球的概率等于 ．已知取出的球是白球，此
球属于第二个箱子的概率为 ．

解. 53

120
，20

53
．

3. 已知连续随机变量 X 的概率密度为 f (x ) =
1p
π

e−x 2+2x−1，则 X 的数学期望为
；X 的方差为 ．

解. E X = 1，D X =
1

2
．

十一、（本题满分 6分）
设随机变量 X , Y 相互独立，其概率密度函数分别为

fX (x ) =

¨
1, 0¶ x ¶ 1,

0, 其它,
fY (y ) =

¨
e−y , y > 0,

0, y ¶ 0,

求随机变量 Z = 2X + Y 的概率密度函数．

解. Z 的概率密度函数 fZ (z ) =


0, z < 0;
1
2 (1−e−z ), 0¶ z < 2;
1
2 (e

2−1)e−z , z ¾ 2.
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一九八七年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 同试卷一第一 [2]题．

3. 同试卷一第一 [3]题．

4. 同试卷一第一 [4]题．

5. 同试卷一第一 [5]题．

二、计算题（本题满分 14分）

1.（本题满分 6分）
计算定积分

∫ 2
−2
(|x |+ x )e−|x |dx．

解. 由函数的奇偶性，求得 2−6e−2．

2. 同试卷一第二题．

三、（本题满分 7分）
设 z = f (u , x , z ), u = x e y，其中 f 具有二阶连续偏导数，求 ∂ 2z

∂ x∂ y
．

解. ∂ 2z

∂ x∂ y
= ( f ′′11 x ey + f ′′13)e

y +ey f ′1 + f ′′21 x ey + f ′′23．

四、（本题满分 8分）
同试卷一第四题．

五、选择题（本题满分 12分，每小题 3分）

1. 同试卷一第五 [1]题．

2. 同试卷一第五 [2]题．

3. 同试卷一第五 [3]题．

4. 同试卷一第五 [4]题．

第 5页 共 316页



六、（本题满分 10分）
同试卷一第六题．

七、（本题满分 10分）
同试卷一第七题．

八、（本题满分 10分）
同试卷一第八题．

九、（本题满分 8分）
同试卷一第九题．

十、（本题满分 6分）
设 λ1,λ2为 n阶方阵 A的特征值，且 λ1 6=λ2，而 x1,x2分别为对应的特征向量，
试证明 x1+ x2不是 A的特征向量．

解. 假设 x1+ x2是 A的特征向量．则有 A(x1+ x2) = λ(x1+ x2)．又因为 Ax1 = λ1 x1，
Ax2 =λ2 x2，我们得到 (λ1−λ)x1+(λ2−λ)x2 = 0．因为 x1和 x2是属于不同特征
值的特征向量，所以 x1和 x2线性无关，从而 λ1 =λ=λ2，矛盾．

第 6页 共 316页



一九八八年考研数学试卷一解答
一、计算题（本题满分 15分，每小题 5分）

1. 求幂级数
∞∑

n=1

(x −3)n

n ·3n
的收敛域．

解. 收敛域为 [0, 6)．

2. 已知 f (x ) = ex 2
, f [ϕ(x )] = 1− x 且ϕ(x )¾ 0，求ϕ(x )，并写出它的定义域．

解. ϕ(x ) =
p

ln(1− x )，定义域为 (−∞,0)．

3. 设 S 为曲面 x 2+ y 2+ z 2 = 1的外侧，计算曲面积分

I =
�

S
x 3 dy dz + y 3 dz dx + z 3 dx dy .

解. 根据高斯公式，并利用球面坐标计算三重积分，得到 I =
12π

5
．

二、填空题（本题满分 12分，每小题 3分）

1. 若 f (t ) = lim
x→∞ t
�

1+
1

x

�2t x

，则 f ′(t ) = .

解. f ′(t ) = (2t +1)e2t．

2. 设 f (x )是周期为 2的周期函数，它在区间 (−1, 1]上的定义为

f (x ) =

¨
2, −1< x ¶ 0,

x 3, 0< x ¶ 1,

则 f (x )的傅里叶（Fourier）级数在 x = 1处收敛于 .

解. 由狄利克雷收敛定理，答案为 3

2
．

3. 设 f (x )是连续函数，且
∫ x 3−1

0
f (t )dt = x，则 f (7) = .

解. 在等式两边同时对 x 求导，再令 x = 2，得到 f (7) =
1

12
．

4. 设 4×4矩阵 A = (α,γ2,γ3,γ4)，B = (β ,γ2,γ3,γ4)，其中 α, β , γ2, γ3, γ4均为 4维列
向量，且已知行列式 |A|= 4，|B |= 1，则行列式 |A+B |= .

解. |A+B |= 40．
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三、选择题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 若函数 y = f (x )可导，且有 f ′(x0) =
1

2
，则当∆x → 0时，该函数在 x = x0处的

微分 dy 是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)与∆x 等价的无穷小． (B)与∆x 同阶的无穷小．
(C)比∆x 低阶的无穷小． (D)比∆x 高阶的无穷小．

解. 由微分的定义，应选 (B)．

2. 设 y = f (x )是方程 y ′′−2y ′+4y = 0的一个解，若 f (x0)> 0，且 f ′(x0) = 0，则函
数 f (x )在点 x0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)取得极大值． (B)取得极小值．
(C)某个邻域内单调增加． (D)某个邻域内单调减少．

解. 由已知条件得 f ′′(x0) =−4 f (x0)< 0，则 f (x )在驻点 x0取得极大值，故选 (A) .

3. 设有空间区域 Ω1 : x 2+ y 2+ z 2 ¶R 2, z ¾ 0；
及 Ω2 : x 2+ y 2+ z 2 ¶R 2, x ¾ 0, y ¾ 0, z ¾ 0，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∫∫∫

Ω1

x dv = 4
∫∫∫

Ω2

x dv． (B)
∫∫∫

Ω1

y dv = 4
∫∫∫

Ω2

y dv．

(C)
∫∫∫

Ω1

z dv = 4
∫∫∫

Ω2

z dv． (D)
∫∫∫

Ω1

x y z dv = 4
∫∫∫

Ω2

x y z dv．

解. 因Ω1关于 y O z 平面和 z O x 平面都对称，而 z 关于 x , y 均为偶函数，故选 (C).

4. 若
∞∑

n=1

an (x −1)n 在 x =−1处收敛，则此级数在 x = 2处 · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)条件收敛． (B)绝对收敛．
(C)发散． (D)收敛性不能确定．

解. 应选 (B).

5. n 维向量组 α1,α2, · · · ,αs（3¶ s ¶ n）线性无关的充分必要条件是 · · · · · · · · ( )

(A)存在一组不全为 0的数 k1, k2, . . . , ks，使 α1k1+α2k2+ · · ·+αs ks 6= 0．
(B) α1,α2, · · · ,αs 中任意两个向量都线性无关．
(C) α1,α2, · · · ,αs 中存在一个向量，它不能用其余向量线性表示．
(D) α1,α2, · · · ,αs 中任意一个向量都不能用其余向量线性表示．

解. 应选 (D).

四、（本题满分 6分）
设 u = y f
�

x

y

�
+ x g
� y

x

�
，其中函数 f , g 具有二阶连续导数，求 x

∂ 2u

∂ x 2
+ y

∂ 2u

∂ x∂ y
．
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解. 0．

五、（本题满分 8分）
设函数 y = y (x )满足微分方程 y ′′−3y ′+2y = 2ex，且其图形在点 (0,1)处的切
线与曲线 y = x 2− x +1在该点的切线重合，求函数 y = y (x )．

解. y = (1−2x )e2x．

六、（本题满分 9分）
设位于点 (0,1)的质点 A对质点M 的引力大小为 k

r 2
（k > 0为常数，r 为质点 A

与M 之间的距离），质点M 沿曲线 y =
p

2x − x 2自 B (2,0)运动到 O (0,0)，求
在此运动过程中质点 A对质点M 的引力所作的功．

解. W = k
�

1− 1p
5

�
．

七、（本题满分 6分）

已知 AP = P B，其中 B =

1 0 0

0 0 0

0 0 −1

，P =

1 0 0

2 −1 0

2 1 1

，求 A及 A5．

解. A = P B P −1 =

1 0 0

2 0 0

6 −1 −1

，A5 = P B 5P −1 = P B P −1 = A．

八、（本题满分 8分）

已知矩阵 A =

2 0 0

0 0 1

0 1 x

与 B =

2 0 0

0 y 0

0 0 −1

相似，
(Ⅰ)求 x 与 y； (Ⅱ)求一个满足 P −1AP = B 的可逆矩阵 P．

解. (Ⅰ)矩阵相似，则特征多项式相等，解得 x = 0，y = 1．

(Ⅱ) P =

1 0 0

0 1 1

0 1 −1

．
九、（本题满分 9分）
设函数 f (x )在区间 [a , b ]上连续，且在 (a , b )内有 f ′(x )> 0．证明：在 (a , b )内
存在唯一的 ξ，使曲线 y = f (x )与两直线 y = f (ξ), x = a 所围平面图形 S1是曲
线 y = f (x )与两直线 y = f (ξ), x = b 所围平面图形面积 S2的 3倍．
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解. 作辅助函数
F (t ) =
∫ t

a
[ f (t )− f (x )]dx −3

∫ b

t
[ f (x )− f (t )]dx .

则由 f ′(x ) > 0，可得 F (a ) < 0, F (b ) > 0．由零值定理，存在 ξ ∈ (a , b )，使得
F (ξ) = 0．又因为

F ′(t ) = f ′(t )[x −a +3(b − t )]> 0,

所以 ξ是唯一的．

十、填空题（本题满分 6分，每小题 2分）

1. 设三次独立试验中，事件 A出现的概率相等，若已知 A至少出现一次的概率等
于 19

27
，则事件 A在一次试验中出现的概率为 .

解. 应填 1

3
．

2. 在区间 (0,1)中随机地取两个数，则事件“两数之和小于 6

5
”的概率为 .

解. 应填 17

25
．

3. 设随机变量 X 服从均值为 10，均方差为 0.02的正态分布．已知

Φ(x ) =
∫ x

−∞
1p
2π

e−
u 2

2 du , Φ(2.5) = 0.9938,

则 X 落在区间 (9.95, 10.05)内的概率为 .

解. 应填 0.9876．

十一、（本题满分 6分）
设随机变量 X 的概率密度函数为 fX (x ) =

1

π(1+ x 2)
，求随机变量 Y = 1− 3p

X 的
概率密度函数 fY (y )．

解. fY (y ) =
3

π

(1− y )3

1+ (1− y )6
．
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一九八八年考研数学试卷二解答
一、计算题（本题满分 15分，每小题 5分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 同试卷一第一 [2]题．

3. 同试卷一第一 [3]题．

二、填空题（本题满分 12分，每小题 3分）

1. 同试卷一第二 [1]题．

2. 同试卷一第二 [2]题．

3. 同试卷一第二 [3]题．

4. 同试卷一第二 [4]题．

三、选择题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 同试卷一第三 [1]题．

2. 同试卷一第三 [2]题．

3. 同试卷一第三 [3]题．

4. 同试卷一第三 [4]题．

5. 同试卷一第三 [5]题．

四、计算题（本题满分 18分，每小题 6分）

1. 同试卷一第四题．

2. 计算
∫ 2

1
dx
∫ x

p
x

sin
πx

2y
dy +
∫ 4

2
dx
∫ 2
p

x
sin

πx

2y
dy．

解. 交换积分次序，求得 4

π3
(2+π)．

3. 求椭球面 x 2+ x y 2+3z 2 = 21上某点M 处的切平面 Π的方程，使平面 Π过已知
直线 l :

x −6

2
=

y −3

1
=

2z −1

−2
．
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解. 故所求切平面 Π的方程为 x +2z = 7和 x +4y +6z = 21．

五、（本题满分 8分）
同试卷一第五题．

六、（本题满分 9分）
同试卷一第六题．

七、（本题满分 6分）
同试卷一第七题．

八、（本题满分 8分）
同试卷一第八题．

九、（本题满分 9分）
同试卷一第九题．
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一九八九年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 已知 f ′(3) = 2，则 lim
h→0

f (3−h )− f (3)
2h

= .

解. 原式 =−1

2
lim
t→0

f (3+ t )− f (3)
t

=−1

2
f ′(3) =−1．

2. 设 f (x )是连续函数，且 f (x ) = x +2
∫ 1

0
f (t )dt，则 f (x ) = .

解. 令
∫ 1

0
f (t )dt = a，则有恒等式 f (x ) = x +2a，两边从 0到 1积分得

a =
∫ 1

0
f (x )dx =
∫ 1

0
(x +2a )dx =

1

2
+2a .

解之得 a =−1

2
，因此 f (x ) = x +2a = x −1．

3. 设平面曲线 L 为下半圆周 y =−p1− x 2，则曲线积分
∫

L
(x 2+ y 2)ds = .

解. L 的方程可写成 x 2+ y 2 = 1(y ¶ 0)，于是原积分 =
∫

L
1ds =π（L 的弧长）．

4. 向量场 u⃗ (x , y , z ) = x y 2i⃗+y ez j⃗+x ln(1+z 2)k⃗在点P (1, 1, 0)处的散度div u⃗ = .

解. 直接用散度公式得
div u⃗
��

P
=
�
∂

∂ x
(x y 2)+

∂

∂ y
(y ez ) +

∂

∂ z

�
x ln(1+ z 2)
�����

P

=
�

y 2+ez + x · 2z

1+ z 2

����
(1,1,0)

= 12+e0+0 · 2 ·0
1+02

= 1+1= 2.

5. 设矩阵 A =

3 0 0

1 4 0

0 0 3

, E =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

，则逆矩阵 (A−2E )−1 = .

解. 因为 A−2E =

1 0 0

1 2 0

0 0 1

，所以 (A−2E )−1 =


1 0 0

−1

2

1

2
0

0 0 1

．

二、选择题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 当 x > 0时，曲线 y = x sin
1

x
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )
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(A)有且仅有水平渐近线．
(B)有且仅有铅直渐近线．
(C)既有水平渐近线，也有铅直渐近线．
(D)既无水平渐近线，也无铅直渐近线．

解. lim
x→0+

x sin
1

x
= 0，故函数没有铅直渐近线．

lim
x→+∞ x sin

1

x
= lim

t→0+

sin t

t
= 1

故 y = 1为函数的水平渐近线．所以答案为 (A).

2. 已知曲面 z = 4− x 2− y 2上点 P 处的切平面平行于平面 2x +2y + z −1= 0，则点
P 的坐标是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) (1,−1, 2)． (B) (−1, 1, 2)． (C) (1, 1, 2)． (D) (−1,−1,2)．

解. 设 F (x , y , z ) = z + x 2+ y 2−4，则曲面在点 P (x , y , z )处的法向量
n⃗ =
n
∂ F

∂ x
,
∂ F

∂ y
,
∂ F

∂ z

o
=
�

2x ,2y , 1
	

.

由于切平面与平面 2x + 2y + z − 1 = 0平行，则有 x = 1, y = 1．求得 P (1,1, 2)．
因此应选 (C).

3. 设线性无关的函数 y1, y2, y3都是二阶非齐次线性方程 y ′′+p (x )y ′+q (x )y = f (x )

的解，C1, C2是任意常数，则该非齐次方程的通解是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) C1 y1+C2 y2+ y3． (B) C1 y1+C2 y2− (C1+C2)y3．
(C) C1 y1+C2 y2− (1−C1−C2)y3． (D) C1 y1+C2 y2+ (1−C1−C2)y3．

解. 由二阶常系数非齐次微分方程解的结构定理可知，y1− y3,y2− y3为方程对应齐
次方程的特解，所以方程 y ′′+p (x )y ′+q (x )y = f (x )的通解为 y =C1(y1− y3)+

C2(y2− y3)+ y3,即 y =C1 y1+C2 y2+ (1−C1−C2)y3，故应选 (D).

4. 设函数 f (x ) = x 2, 0 ¶ x < 1，而 S (x ) =
∞∑

n=1

bn sin nπx , −∞ < x < +∞，其中
bn = 2
∫ 1

0
f (x )sin nπx dx , n = 1,2, 3, · · ·，则 S

�
−1

2

�
等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) −1

2
． (B) −1

4
． (C)

1

4
． (D)

1

2
．

解. S (x )是 f (x )先作奇延拓后再作周期延拓后的傅里叶级数的和函数，由于 S (x )

是奇函数，于是 S
�
−1

2

�
=−S
�

1

2

�
=−1

4
．应选 (B).

5. 设 A是 n 阶矩阵，且 A的行列式 |A|= 0，则 A中 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)必有一列元素全为 0．
(B)必有两列元素对应成比例．
(C)必有一列向量是其余列向量的线性组合．
(D)任一列向量是其余列向量的线性组合．

第 14页 共 316页



解. 由 |A|= 0，知 A的列向量组线性相关．因此存在一列向量是其余列向量的线性
组合．应选 (C).

三、计算题（本题满分 15分，每小题 5分）

1. 设 z = f (2x − y )+g (x , x y )，其中函数 f (t )二阶可导，g (u , v )具有连续的二阶偏
导数，求 ∂ 2z

∂ x∂ y
．

解. 由复合函数求导法， ∂ z

∂ x
= 2 f ′+ g ′1+ y g ′2，

∂ 2z

∂ x∂ y
=−2 f ′′+ x g ′′12+ g ′2+ x y g ′′22．

2. 设曲线积分
∫

C
x y 2 dx + yφ(x )dy 与路径无关，其中 φ(x )具有连续的导数，且

φ(0) = 0,计算
∫ (1,1)

(0,0)
x y 2 dx + yφ(x )dy 的值．

解. 曲线积分
∫

L
P dx +Q dy 与路径无关，则有 ∂Q

∂ x
=
∂ P

∂ y
，所以 yφ′(x ) = 2x y ,即有

φ′(x ) = 2x ,φ(x ) = x 2+C．由 φ(0)=0，得 C = 0，即 φ(x ) = x 2，因此
I =
∫ (1,1)

(0,0)
x y 2 dx + y x 2 dy =

1

2

∫ (1,1)

(0,0)
y 2 d(x 2)+ x 2 d(y 2)

=
1

2

∫ (1,1)

(0,0)
d(x 2 y 2) =

1

2
(x 2 y 2)
���(1,1)

(0,0)
=

1

2
.

或沿直线 y = x 从 (0,0)到 (1, 1)，则有

I =
∫ (1,1)

(0,0)
x y 2 dx + y x 2 dy =

∫ 1
0

2x 3 dx =
1

2
.

3. 计算三重积分
∫∫∫

Ω
(x+z )dV，其中Ω是由曲面 z =

p
x 2+ y 2与 z =
p

1− x 2− y 2

所围成的区域．

解. 由于 Ω关于 y z 平面对称，x 对 x 为奇函数，所以
∫∫∫

Ω
x dV = 0，即∫∫∫

Ω
(x + z )dV =

∫∫∫
Ω

z dV

用球面坐标计算，Ω : 0¶ θ ¶ 2π, 0¶φ ¶ π
4

, 0¶ρ ¶ 1,

I =
∫∫∫

Ω
z dV =
∫∫∫

Ω
ρ cosφ ·ρ2 sinφdρdφdθ

=
∫ 2π

0
dθ
∫ π

4

0
cosφ sinφdφ

∫ 1
0
ρ3 dρ = 2π
∫ π

4

0

1

2
sin 2φdφ
∫ 1

0
ρ3 dρ

=π
h
−1

2
cos 2φ
iπ

4

0
·
h

1

4
ρ4
i1

0
=
π

8
.
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四、（本题满分 6分）
将函数 f (x ) = arctan

1+ x

1− x
展为 x 的幂级数．

解. 直接展开 f (x )相对比较麻烦，先作 f ′(x )的展开，

f ′(x ) = 1

1+ x 2
=
∞∑

n=0

(−1)n x 2n , (|x |< 1).

所以
f (x ) = f (0)+

∫ x

0
f ′(u )du =

π

4
+
∞∑

n=0

(−1)n
∫ x

0
u 2n du

=
π

4
+
∞∑

n=0

(−1)n
x 2n+1

2n +1
, (|x |< 1).

当 x =±1时，
∞∑

n=0

(−1)n
x 2n+1

2n +1
均收敛，而左端 f (x ) = arctan

1+ x

1− x
在 x = 1处无定

义．因此
f (x ) = arctan

1+ x

1− x
=
π

4
+
∞∑

n=0

(−1)n

2n +1
x 2n+1

x ∈ [−1, 1)．

五、（本题满分 7分）
设 f (x ) = sin x −

∫ x

0
(x − t ) f (t )dt，其中 f 为连续函数，求 f (x )．

解. 先将原式进行等价变换，得到
f (x ) = sin x −

∫ x

0
(x − t ) f (t )dt = sin x − x

∫ x

0
f (t )dt +
∫ x

0
t f (t )dt .

两边求导，得
f ′(x ) = cos x −

∫ x

0
f (t )dt − x f (x )+ x f (x ) = cos x −

∫ x

0
f (t )dt .

再求导，得 f ′′(x ) =−sin x − f (x )，即 f ′′(x )+ f (x ) =−sin x．这是二阶常系数非
齐次线性微分方程，对应的齐次方程的特征方程为 r 2+ 1= 0,此特征方程的根
为 r =±i，因此非齐次方程有特解

y ∗ = x a sin x + x b cos x .

代入方程并比较系数，得 a = 0, b =
1

2
,故 y ∗ = x

2
cos x，所以

f (x ) = c1 cos x + c2 sin x +
x

2
cos x .

又因为 f (0) = 0, f ′(0) = 1，所以 c1 = 0, c2 =
1

2
,即 f (x ) =

1

2
sin x +

x

2
cos x．

六、（本题满分 7分）
证明方程 ln x =

x

e
−
∫ π

0

p
1− cos 2x dx 在区间 (0,+∞)内有且仅有两个不同实

根．
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解. 令
∫ π

0

p
1− cos2x dx = k > 0, f (x ) = ln x − x

e
+k．则 f ′(x ) = 1

x
− 1

e
．令 f ′(x ) = 0，

解得唯一驻点 x = e；且当 0 < x < e时 f ′(x ) > 0，当 e < x < +∞时 f ′(x ) < 0．
所以 x = e是最大值点，最大值为 f (e) = ln e− e

e
+k = k > 0．又因为 limx→0+

f (x ) = lim
x→0+

�
ln x − x

e
+k
�
=−∞,

lim
x→+∞ f (x ) = lim

x→+∞
�
ln x − x

e
+k
�
=−∞,

由连续函数的零值定理知在 (0,e)与 (e,+∞)各有且仅有一个零点，故方程 ln x =
x

e
−
∫ π

0

p
1− cos2x dx 在 (0,+∞)有且仅有两个不同实根．

七、（本题满分 6分）
问 λ为何值时，线性方程组

x1+ x3 =λ
4x1+ x2+2x3 =λ+2

6x1+ x2+4x3 = 2λ+3

有解，并求出解的一般形式．

解. 对方程组的增广矩阵作初等行变换．
1 0 1

... λ

4 1 2
... λ+2

6 1 4
... 2λ+3

→


1 0 1
... λ

0 1 −2
... −3λ+2

0 1 −2
... −4λ+3

→


1 0 1
... λ

0 1 −2
... −3λ+2

0 0 0
... −λ+1


故仅当 −λ+1= 0，即 λ= 1时，方程组有解．此时同解方程组为¨

x1+ x3 = 1,

x2−2x3 =−1.

令 x3 = t，解得原方程组的通解
x1 =−t +1,

x2 = 2t −1,

x3 = t .

（其中 t 为任意常数）.

八、（本题满分 8分）
假设 λ为 n 阶可逆矩阵 A的一个特征值，证明：
(Ⅰ)

1

λ
为 A−1的特征值； (Ⅱ)

|A|
λ
为 A的伴随矩阵 A∗的特征值．

解. (Ⅰ)由 λ为 A 的特征值可知，存在非零向量 α使 Aα = λα,两端左乘 A−1，得
α=λA−1α．因为 α 6= 0，故 λ 6= 0,于是有 A−1α=

1

λ
α．由特征值定义知 1

λ
是

A−1的特征值．
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(Ⅱ)由逆矩阵的定义 A−1 =
A∗
|A|，根据 (I)有 A∗

|A|α=
1

λ
α即 A∗α= |A|

λ
α．由特征值定

义，知 |A|
λ
为伴随矩阵 A∗的特征值．

九、（本题满分 9分）
设半径为 R 的球面 Σ的球心在定球面 x 2+ y 2+ z 2 = a 2(a > 0)上，问当 R 为何
值时，球面 Σ在定球面内部的那部分的面积最大？

解. 不妨设球面 Σ的球心是 (0,0, a )，于是 Σ的方程是 x 2+ y 2+ (z −a )2 = R 2．Σ与
球面 x 2+ y 2+ z 2 = a 2的交线在平面 x O y 的投影曲线为（其中 b 2 =R 2− R 4

4a 2）�
x 2+ y 2 = b 2, z = 0.

设投影曲线在平面 x O y 上围成区域为 Dx y，则球面 Σ在定球面内部的那部分
面积等于

S (R ) =
∫∫

Dx y

q
1+ z ′2x + z ′2y dx dy =

∫∫
Dx y

Rp
R 2− x 2− y 2

dx dy

利用极坐标变换 (0¶ θ ¶ 2π, 0¶ρ ¶ b )有
S (R ) =
∫∫

Dx y

Rp
R 2− x 2− y 2

dx dy =
∫ 2π

0
dθ
∫ b

0

Rρp
R 2−ρ2

dρ

=−R

2

∫ 2π
0

dθ
∫ b

0

1p
R 2−ρ2

d (R 2−ρ2) = 2πR
�−pR 2− b 2+R

�
代入 b 2 =R 2− R 4

4a 2
，化简得 S (R ) = 2πR 2− πR 3

a
（0<R < 2a）．令

S ′(R ) = 4πR − 3πR 2

a
= 0,

得 R =
4a

3
．且 0< R <

4

3
a 时 S ′(R )> 0，4

3
a < R < 2a 时 S ′(R )< 0．故 R =

4a

3
时

S (R )取极大值，也是最大值．因此，当 R =
4a

3
时球面 Σ在定球面内部的那部

分面积最大．

十、填空题（本题满分 6分，每小题 2分）

1. 已知随机事件 A的概率 P (A) = 0.5，随机事件 B 的概率 P (B ) = 0.6，及条件概率
P (B |A) = 0.8，则和事件 A ∪B 的概率 P (A ∪B ) = .

解. P (A ∪B ) = P (A)+P (B )−P (AB )= P (A)+P (B )−P (A)P (B |A) = 0.7．

2. 甲、乙两人独立地对同一目标射击一次，其命中率分别为 0.6和 0.5．现已知目
标被命中，则它是甲射中的概率为 .

解. 设事件 A =“甲射中”，B =“乙射中”．依题意，P (A) = 0.6, P (B ) = 0.5．A与 B

相互独立，因此有
P (A ∪B ) = P (A)+P (B )−P (A) ·P (B ) = 0.6+0.5−0.6×0.5= 0.8.
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因此所求的概率为
P (A|A ∪B ) =

P (A(A ∪B ))
P (A ∪B )

=
P (A)

P (A ∪B )
= 0.75

3. 若随机变量 ξ在 (1,6)上服从均匀分布，则方程 x 2 + ξx + 1 = 0有实根的概率
是 .

解. 随机变量 ξ在 (1,6)上服从均匀分布，所以其分布函数为

F (x ) =


0, x < 1,
x −1

6−1
, 1¶ x < 6,

1, x ¾ 6.

方程 x 2+ξx +1= 0有实根的充要条件是其判别式∆= ξ2−4¾ 0,即 ξ2 ¾ 4．由
分布函数的定义

P {ξ¾ 2}= 1−P {ξ< 2}= 1− F (2) = 1−0.2= 0.8.

而 P {ξ¶−2}= 0，所以由概率的可加性，有
P {∆¾ 0}= P
�
ξ2 ¾ 4
	
= P {ξ¾ 2}+P {ξ¶−2}= 0.8+0= 0.8.

十一、（本题满分 6分）
设随机变量 X 与 Y 独立，且 X 服从均值为 1、标准差 (均方差)为p2的正态
分布，而 Y 服从标准正态分布．试求随机变量 Z = 2X −Y +3的概率密度函数．

解. 已知 X ∼ N (1, 2),Y ∼ N (0, 1)，由独立的正态随机变量 X 与 Y 的线性组合仍服
从正态分布，且

E Z = 2E X −E Y +3= 5, D Z = 4D X +DY = 4×2+1= 9,

得 Z ∼N (5, 9)．代入正态分布的概率密度公式，有 Z 的概率密度函数为

fZ (z ) =
1

3
p

2π
e−
(z−5)2

18 .
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一九八九年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 同试卷一第一 [2]题．

3. 同试卷一第一 [3]题．

4. 同试卷一第一 [4]题．

5. 同试卷一第一 [5]题．

二、选择题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 同试卷一第二 [1]题．

2. 同试卷一第二 [2]题．

3. 同试卷一第二 [3]题．

4. 同试卷一第二 [4]题．

5. 同试卷一第二 [5]题．

三、计算题（本题满分 15分，每小题 5分）

1. 同试卷一第三 [1]题．

2. 同试卷一第三 [2]题．

3. 同试卷一第三 [3]题．

四、解答题（本题满分 18分，每小题 6分）

1. 同试卷一第四 [1]题．

2. 求八分之一球面 x 2+ y 2+ z 2 =R 2，x ¾ 0, y ¾ 0, z ¾ 0的边界曲线的重心，设曲线
的线密度 ρ = 1．

解. 重心为
�

4R

3π
,

4R

3π
,

4R

3π

�
．
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3. 设空间区域Ω由曲面 z = a 2− x 2− y 2与平面 z = 0围成，其中 a 为正的常数，设
Ω表面的外侧为 S，Ω的体积为 V ，证明�

S
x 2 y z 2 dy dz − x y 2z 2 dz dx + z (1+ x y z )dx dy = V .

解. 由高斯公式及积分的对称性，
原式左边=
∫∫∫

Ω
(1+2x y z )dx dy dz = V +2

∫∫∫
Ω

x y z dx dy dz = V .

五、（本题满分 7分）
同试卷一第五题．

六、（本题满分 7分）
同试卷一第六题．

七、（本题满分 6分）
同试卷一第七题．

八、（本题满分 8分）
同试卷一第八题．

九、（本题满分 9分）
同试卷一第九题．
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一九九〇年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 过点M (1, 2,−1)且与直线


x =−t +2,

y = 3t −4,

z = t −1

垂直的平面方程是 .

解. 应填 x −3y − z +4= 0．

2. 设 a 为非零常数，则 lim
x→∞
� x +a

x −a

�x
= .

解. 应填 e2a．

3. 设函数 f (x ) =

¨
1, |x |¶ 1,

0, |x |> 1,
则 f [ f (x )] = .

解. 应填 1．

4. 积分
∫ 2

0
dx
∫ 2

x
e−y 2

dy 的值等于 .

解. 交换积分次序得原式 =
∫ 2

0
dy
∫ y

0
e−x 2

dx =
1−e−4

2
．

5. 已知向量组 α1 = (1, 2, 3, 4)，α2 = (2,3, 4, 5)，α3 = (3,4, 5, 6)，α4 = (4, 5, 6, 7)，则该向
量组的秩是 ．　　

解. 应填 2．

二、选择题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 设 f (x )是连续函数，且 F (x ) =
∫ e−x

x
f (t )dt，则 F ′(x )等于 · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) −e−x f (e−x )− f (x )． (B) −e−x f (e−x )+ f (x )．
(C) e−x f (e−x )− f (x )． (D) e−x f (e−x )+ f (x )．

解. 应选 (A)．

2. 已知函数 f (x )具有任意阶导数，且 f ′(x ) = [ f (x )]2，则当 n为大于 2的正整数时，
f (x )的 n 阶导数 f (n )(x )是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) n ![ f (x )]n+1． (B) n [ f (x )]n+1． (C) [ f (x )]2n． (D) n ![ f (x )]2n．

解. 应选 (A)．
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3. 设 α为常数，则级数
∞∑

n=1

h
sin nα

n 2
− 1p

n

i
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)绝对收敛． (B)条件收敛．
(C)发散． (D)收敛性与 α的取值有关．

解. 应选 (C)．因为
∞∑

n=1

sin nα

n 2
收敛，

∞∑
n=1

1p
n
发散，所以

∞∑
n=1

h
sin nα

n 2
− 1p

n

i
发散．

4. 已知 f (x )在 x = 0的某个邻域内连续，且 f (0) = 0，lim
x→0

f (x )
1− cos x

= 2，则在点 x = 0

处 f (x ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)不可导． (B)可导，且 f ′(0) 6= 0．
(C)取得极大值． (D)取得极小值．

解. 应选 (D)． f ′(0) = lim
x→0

f (x )− f (0)
x −0

= lim
x→0

f (x )
1− cos x

lim
x→0

1− cos x

x
= 0，故 (A)和 (B)均

错误．又由极限的局部保号性，在 x = 0的某个去心邻域有 f (x )
1− cos x

> 0，从而
f (x )> 0= f (0)，故选 (D)．

5. 已知 β1, β2是非齐次线性方程组 AX = b 的两个不同的解，α1, α2是对应齐次线
性方程组 AX = 0的基础解系，k1, k2为任意常数，则方程组 AX = b 的通解（一
般解）必是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) k1α1+k2(α1+α2)+
β1−β2

2
． (B) k1α1+k2(α1−α2)+

β1+β2

2
．

(C) k1α1+k2(β1+β2)+
β1−β2

2
． (D) k1α1+k2(β1−β2)+

β1+β2

2
．

解. 应选 (B)．

三、计算题（本题满分 15分，每小题 5分）

1. 求
∫ 1

0

ln(1+ x )
(2− x )2

dx．

解. 由分部积分法，原式 =
∫ 1

0
ln(1+ x )d
�

1

2− x

�
= ln2−
∫ 1

0

dx

(1+ x )(2− x )
=

1

3
ln2．

2. 设 z = f (2x − y , y sin x )，其中 f (u , v )具有连续的二阶偏导数，求 ∂ 2z

∂ x∂ y
．

解. ∂ z

∂ x
= 2

∂ f

∂ u
+ y cos x

∂ f

∂ v
，

∂ 2z

∂ x∂ y
=−2

∂ 2 f

∂ u 2
+ (2sin x − y cos x )

∂ 2 f

∂ u∂ v
+ y sin x cos x

∂ 2 f

∂ v 2
+ cos x

∂ f

∂ v
．

3. 求微分方程 y ′′+4y ′+4y = e−2x 的通解（一般解）．
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解. y (x ) = (C1+C2 x )e−2x +
x 2

2
e−2x．

四、（本题满分 6分）
求幂级数

∞∑
n=0

(2n +1)x n 的收敛域，并求其和函数．

解. 收敛域为 (−1, 1)．和函数 S (x ) = 2x

�∞∑
n=0

x n

�′
+

�∞∑
n=0

x n

�
=

1+ x

(1− x )2
．

五、（本题满分 8分）
求曲面积分 I =

∫∫
S

y z dx dx +2 dx dy，其中 S 是球面 x 2+ y 2+ z 2 = 4外侧在
z ¾ 0的部分．

解. 补上 S1 :

¨
x 2+ y 2 ¶ 4,

z = 0.
由高斯公式

I =
∫∫∫

Ω
z dx dy dz −

∫∫
S1

y z dx dx +2dx dy = 4π− (−8π) = 12π

六、（本题满分 7分）
设不恒为常数的函数 f (x )在闭区间 [a , b ]上连续，在开区间 (a , b )内可导，且
f (a ) = f (b )．证明在 (a , b )内至少存在一点 ξ，使得 f ′(ξ)> 0．

解. 由于 f (x )不恒为常数，存在 c ∈ (a , b )使得 f (c ) 6= f (a ) = f (b )．在 [a , c ]或 [c , b ]

上应用拉格朗日中值定理即得结论．

七、（本题满分 6分）

设四阶矩阵 B =


1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1

0 0 0 1

，C =


2 1 3 4

0 2 1 3

0 0 2 1

0 0 0 2

，且矩阵 A满足关系式

A(E −C −1B )′C ′ = E，其中 E 为四阶单位矩阵，C −1表示 C 的逆矩阵，C ′表示
C 的转置矩阵，将上述关系式化简并求矩阵 A．

解. E = A(E −C −1B )T C T = A(C −B )T，故 A = [(C −B )T ]−1 =


1 0 0 0

−2 1 0 0

1 −2 1 0

0 1 −2 1

．
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八、（本题满分 8分）
求一个正交变换化二次型 f = x 2

1 +4x 2
2 +4x 2

3 −4x1 x2+4x1 x3−8x2 x3成标准形．

解. 特征值 λ1 =λ2 = 0，λ3 = 9．正交变换

x1

x2

x3

=


0
4

3
p

2

1

3
1p
2

1

3
p

2
−2

3
1p
2

−1

3
p

2

2

3


y1

y2

y3

．

九、（本题满分 8分）
质点 P 沿着以 AB 为直径的圆周，从点 A(1,2)运动到点 B (3,4)的过程中受变
力 F⃗ 作用 (见图)，F⃗ 的大小等于点 P 与原点 O 之间的距离，其方向垂直于线
段 O P 且与 y 轴正向的夹角小于 π

2
．求变力 F⃗ 对质点 P 所作的功．

解. 2(π−1)．

十、填空题（本题满分 6分，每小题 2分）

1. 已知随机变量 X 的概率密度函数 f (x ) =
1

2
e−|x |，−∞< x <+∞，则 X 的概率分

布函数 F (x ) = .

解.


1

2
ex , x < 0

1− 1

2
e−x x ¾ 0

．

2. 设随机事件 A，B 及其和事件 A∪B 的概率分别是 0.4, 0.3和 0.6．若 B 表示 B 的
对立事件，那么积事件 AB 的概率 P (AB ) = .

解. 0.3．
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3. 已知离散型随机变量X 服从参数为 2的泊松（Poisson）分布，即P {X = k}= 2k e−2

k !
,

k = 0,1, 2, · · ·，则随机变量 Z = 3X −2的数学期望 E (Z ) = .

解. 4．

十一、（本题满分 6分）
设二维随机变量 (X , Y )在区域 D : 0 < x < 1, |y | < x 内服从均匀分布，求关于
X 的边缘概率密度函数及随机变量 Z = 2X +1的方差D (Z )．

解. 边缘概率密度函数 fX (x ) =

¨
2x , 0< x < 1

0, 其他.
方差D (Z ) =

2

9
．
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一九九〇年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 同试卷一第一 [2]题．

3. 同试卷一第一 [3]题．

4. 同试卷一第一 [4]题．

5. 同试卷一第一 [5]题．

二、选择题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 同试卷一第二 [1]题．

2. 同试卷一第二 [2]题．

3. 同试卷一第二 [3]题．

4. 同试卷一第二 [4]题．

5. 同试卷一第二 [5]题．

三、计算题（本题满分 15分，每小题 5分）

1. 同试卷一第三 [1]题．

2. 同试卷一第三 [2]题．

3. 同试卷一第三 [3]题．

四、计算题（本题满分 18分，每小题 6分）

1. 同试卷一第四题．

2. 求微分方程 x ln x dy + (y − ln x )dx = 0满足条件 y
��

x=e
= 1的特解．

解. y =
1

2

�
ln x +

1

ln x

�
．

3. 过点 P (1, 0)作抛物线 y =
p

x −2的切线，该切线与上述抛物线及 x 轴围成一平
面图形，求此图形绕 x 轴旋转一周所成旋转体的体积．
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解. 切线方程为 y =
1

2
(x −1)，旋转体体积 V =

π

6
．

五、（本题满分 8分）
同试卷一第五题．

六、（本题满分 7分）
同试卷一第六题．

七、（本题满分 6分）
同试卷一第七题．

八、（本题满分 8分）
同试卷一第八题．

九、（本题满分 8分）
同试卷一第九题．
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一九九一年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 设
¨

x = 1+ t 2,

y = cos t ,
则 d2 y

dx 2
= ．

解. 先求参数方程的一阶导数．得到 dy

dx
=

dy

dt
dx

dt

=
−sin t

2t
．再求二阶导数，得到

d2 y

dx 2
=

d

dt

�
dy

dx

�
· dt

dx
=

d

dt

�−sin t

2t

�
· 1

2t
=
−2t cos t +2sin t

4t 2
· 1

2t
=

sin t − t cos t

4t 3
.

2. 由方程 x y z +
p

x 2+ y 2+ z 2 =
p

2所确定的函数 z = z (x , y )在点 (1, 0,−1)处的全
微分 dz = ．

解. 对方程两边求全微分，得到
d(x y z ) +

d(x 2+ y 2+ z 2)

2
p

x 2+ y 2+ z 2
= 0.

再由全微分的四则运算法则，得到
(x y )dz + (y dx + x dy )z +

x dx + y dy + z dzp
x 2+ y 2+ z 2

= 0.

令 x = 1, y = 0, z =−1，得 −dy +
dx −dzp

2
= 0，即 dz = dx −p2dy．

3. 已知两条直线的方程是 L1 :
x −1

1
=

y −2

0
=

z −3

−1
；L2 :

x +2

2
=

y −1

1
=

z

1
，则过 L1且

平行于 L2的平面方程是 ．

解. 所求平面Π过直线 L1，因而过 L1上的点 (1,2, 3)；因为Π过 L1平行于 L2，于是
Π平行于 L1和 L2的方向向量，即Π平行于向量 l⃗1 = (1,0,−1)和向量 l⃗2 = (2,1, 1)，
且两向量不共线，于是平面 Π的方程为�������

x −1 y −2 z −3

1 0 −1

2 1 1

�������= 0,

即 x −3y + z +2= 0．

4. 已知当 x → 0时，(1+a x 2)
1
3 −1与 cos x −1是等价无穷小，则常数 a = ．

解. 因为 1= lim
x→0

(1+a x 2)
1
3 −1

cos x −1
= lim

x→0

1

3
a x 2

−1

2
x 2

=−2

3
a，所以 a =−3

2
．
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5. 设 4阶方阵 A =


5 2 0 0

2 1 0 0

0 0 1 −2

0 0 1 1

，则 A的逆矩阵 A−1 = ．

解. 由分块矩阵的逆矩阵
�

B 0

0 C

�−1

=

�
B−1 0

0 C −1

�
，以及二阶矩阵的逆矩阵

�
a b

c d

�−1

=
1

|A|
�

d −b

−c a

�
=

1

|a d − b c |
�

d −b

−c a

�
,

可以求得 A的逆矩阵为

A−1 =


1 −2 0 0

−2 5 0 0

0 0
1

3

2

3

0 0 −1

3

1

3

 .

二、选择题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 曲线 y =
1+e−x 2

1−e−x 2
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)没有渐近线． (B)仅有水平渐近线．
(C)仅有铅直渐近线． (D)既有水平渐近线又有铅直渐近线．

解. 应选 (D)．由于函数的定义域为 x 6= 0，所以函数的间断点为 x = 0．
lim
x→0

y = lim
x→0

1+e−x 2

1−e−x 2
= lim

x→0

ex 2
+1

ex 2 −1
=∞,

lim
x→∞ y = lim

x→∞
1+e−x 2

1−e−x 2
= lim

x→∞
ex 2
+1

ex 2 −1
= 1.

所以 x = 0为铅直渐近线，y = 1为水平渐近线．

2. 若连续函数 f (x )满足关系式 f (x ) =
∫ 2x

0
f
� t

2

�
dt + ln 2，则 f (x )等于 · · · · · · ( )

(A) ex ln2． (B) e2x ln2． (C) ex + ln2． (D) e2x + ln2．

解. 应选 (B)．令 u =
t

2
即 t = 2u，得到

f (x ) =
∫ 2x

0
f
� t

2

�
dt + ln2=
∫ x

0
2 f (u )du + ln 2,

两边对 x 求导，得 f ′(x ) = 2 f (x )．解这个可分离变量微分方程，得 f (x ) =C e2x，
其中 C 是常数．又因为 f (0) = ln 2，代入得 C = ln2，即 f (x ) = e2x · ln 2．
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3. 已知级数
∞∑

n=1

(−1)n−1an = 2，
∞∑

n=1

a2n−1 = 5，则级数
∞∑

n=1

an 等于 · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 3． (B) 7． (C) 8． (D) 9．

解. 应选 (C)．因为
∞∑

n=1

a2n =
∞∑

n=1

a2n−1−
∞∑

n=1

(−1)n−1an = 5−2= 3，所以
∞∑

n=1

an =
∞∑

n=1

(a2n−1+a2n ) =
∞∑

n=1

a2n−1+
∞∑

n=1

a2n = 5+3= 8.

4. 设 D 是 x O y 平面上以 (1, 1)，(−1,1)和 (−1,−1)为顶点的三角形区域，D1是 D

在第一象限的部分，则
∫∫

D
(x y + cos x sin y )dx dy 等于 · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 2
∫∫

D1

cos x sin y dx dy． (B) 2
∫∫

D1

x y dx dy．

(C) 4
∫∫

D1

(x y + cos x sin y )dx dy． (D) 0．

解. 应选 (A)．如图，将区域 D 分为 D1, D2, D3, D4四个子区域．则 D1, D2关于 y 轴
对称，D3, D4关于 x 轴对称．

令 I1 =
∫∫

D
x y dx dy，I2 =

∫∫
D

cos x sin y dx dy．由于 x y 对 x 及对 y 都是奇
函数，所以 ∫∫

D1+D2

x y dx dy = 0,
∫∫

D3+D4

x y dx dy = 0.

从而 I1 = 0．而 cos x sin y 对 x 是偶函数，对 y 是奇函数，故有∫∫
D3+D4

cos x sin y dx dy = 0,
∫∫

D1+D2

cos x sin y dx dy = 2
∫∫

D1

cos x sin y dx dy .

所以
∫∫

D
(x y + cos x sin y )dx dy = I1+ I2 = 2

∫∫
D1

cos x sin y dx dy．

5. 设 n阶方阵 A、B、C 满足关系式 AB C = E，其中 E 是 n阶单位阵，则必有( )

(A) AC B = E． (B) C B A = E． (C) B AC = E． (D) B C A = E．
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解. 应选 (D)．AB C = E 知 B C = A−1，从而 B C A = E．

三、计算题（本题满分 15分，每小题 5分）

1. 求 lim
x→0+
(cos
p

x )
π
x．

解. 这是 1∞型未定式求极限． lim
x→0+
(cos
p

x )
π
x = exp
�

lim
x→0+

π ln(cos
p

x )
x

�
．而

lim
x→0+

π ln(cos
p

x )
x

= lim
x→0+

π(cos
p

x −1)
x

= lim
x→0+

−π �px
�2
/2

x
=−π

2
,

故 lim
x→0+
(cos
p

x )
π
x = e−

π
2．

2. 设 n⃗ 是曲面 2x 2 + 3y 2 + z 2 = 6在点 P (1,1, 1)处的指向外侧的法向量，求函数
u =
p

6x 2+8y 2

z
在点 P 处沿方向 n⃗ 的方向导数．

解. 曲面 2x 2+3y 2+ z 2 = 6在点 P (1, 1,1)处的法向量为
±(4x ,6y , 2z )
��

P
= (4x , 6y ,2z )
��
(1,1,1)

=±2(2,3, 1).

在点 P (1,1, 1)处指向外侧，取正号，并单位化得
n⃗ =

1p
22+32+1

{2, 3, 1}= 1p
14
{2,3, 1}= �cosα, cosβ ,cosγ

	
.

再求函数在点 P 处的偏导数，如下

∂ u

∂ x

���
P
=

6x

z
p

6x 2+8y 2

����
P

=
6x

z
p

6x 2+8y 2

����
(1,1,1)

=
6p
14

,

∂ u

∂ y

���
P
=

8y

z
p

6x 2+8y 2

����
P

=
8y

z
p

6x 2+8y 2

����
(1,1,1)

=
8p
14

,

∂ u

∂ z

���
P
= −
p

6x 2+8y 2

z 2

����
P

= −
p

6x 2+8y 2

z 2

����
(1,1,1)

=−p14.

所以方向导数
∂ u

∂ n
=
∂ u

∂ x
cosα+

∂ u

∂ y
cosβ +

∂ u

∂ z
cosγ

=
6p
14
· 2p

14
+

8p
14
· 3p

14
−p14 · 1p

14
=

11

7
.

3. 求
∫∫∫

Ω
(x 2+ y 2+ z )dV，其中 Ω是由曲线

¨
y 2 = 2z ,

x = 0
绕 z 轴旋转一周而成的曲

面与平面 z = 4所围成的立体．

解. 由曲线
¨

y 2 = 2z ,

x = 0
绕 z 轴旋转一周而围成的旋转面方程是 x 2 + y 2 = 2z．于是，

Ω是由旋转抛物面 z =
1

2
(x 2+ y 2)与平面 z = 4所围成．曲面与平面的交线是

x 2+ y 2 = 8, z = 4.
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选用柱坐标变换，令 x = r cosθ , y = r sinθ , z = z，于是
Ω : 0¶ θ ¶ 2π,0¶ z ¶ 4, 0¶ r ¶

p
2z .

因此所求体积为
I =
∫∫∫

Ω
(x 2+ y 2+ z )dV =

∫ 4
0

dz
∫ 2π

0
dθ
∫ p2z

0
(r 2+ z )r dr

= 2π
∫ 4

0

��
r 4

4
+

r 2z

2

�r=p2z

r=0

�
dz = 4π
∫ 4

0
z 2 dz =

256

3
π.

四、（本题满分 6分）
在过点O (0,0)和 A(π,0)的曲线族 y = a sin x (a > 0)中，求一条曲线 L，使沿该
曲线从 O 到 A的积分

∫
L
(1+ y 3)dx + (2x + y )dy 的值最小．

解. 曲线 y = a sin x , (x ∈ [0,π])，则 dy = a cos x dx，所以
I (a ) =
∫

L
(1+ y 3)dx + (2x + y )dy

=
∫ π

0

�
1+a 3 sin3 x +2a x cos x +

a 2

2
sin 2x
�

dx

=π+a 3
∫ π

0
(cos2 x −1)d cos x +2a

∫ π
0

x d sin x +
a 2

4

∫ π
0

sin2x d 2x

=π+a 3
h

1

3
cos3 x − cos x
iπ

0
+2a [x sin x + cos x ]π0 +

a 2

4
[−cos2x ]π0

=π+
4

3
a 3−4a .

令 I ′(a ) = 4a 2−4= 0，得 a = 1．又因为 0< a < 1时 I ′ < 0，1< a <+∞时 I ′ > 0，
故 a = 1为函数 I (a )的极小值点，也是最小值点．故所求的曲线为

y = sin x (0¶ x ¶π).

五、（本题满分 8分）
将函数 f (x ) = 2+ |x | ( −1 ¶ x ¶ 1)展开成以 2为周期的傅立叶级数，并由此求
级数

∞∑
n=1

1

n 2
的和．

解. 先求 f (x )的傅里叶级数的系数 an 和 bn．因为 f (x )为偶函数，所以
bn =

1

l

∫ l
−l

f (x )sin
nπ

l
x dx = 0(n = 1,2, 3, · · · ),

an =
1

l

∫ l
−l

f (x )cos
nπ

l
x dx =

2

l

∫ l
0

f (x )cos
nπ

l
x dx

= 2
∫ 1

0
(2+ x )cos nπx dx = 4

∫ 1
0

cos nπx dx +
2

nπ

∫ 1
0

x d sin nπx

=− 2

nπ

∫ 1
0

sin nπx dx =
2(cos nπ−1)

n 2π2
(n = 1, 2, 3, · · · ),
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a0 = 2
∫ 1

0
(2+ x )dx = 5.

因 f (x ) = 2+ |x |在区间 (−1¶ x ¶ 1)上满足狄利克雷收敛定理的条件，所以
f (x ) = 2+ |x |= a0

2
+
∞∑

n=1

�
an cos

nπ

l
x + bn sin

nπ

l
x
�

=
5

2
+
∞∑

n=1

2(cos nπ−1)
n 2π2

cos nπx

=
5

2
− 4

π2

∞∑
n=1

1

(2n −1)2
cos(2n −1)πx (−1¶ x ¶ 1).

令 x = 0，有 2= f (0) =
5

2
− 4

π2

∞∑
n=1

1

(2n −1)2
，所以

∞∑
n=1

1

(2n −1)2
=
π2

8
．又

∞∑
n=1

1

n 2
=
∞∑

n=1

h
1

(2n −1)2
+

1

(2n )2

i
=
∞∑

n=1

1

(2n −1)2
+

1

4

∞∑
n=1

1

n 2
,

所以 3

4

∞∑
n=1

1

n 2
=
π2

8
，即

∞∑
n=1

1

n 2
=
π2

6
．

六、（本题满分 7分）
设函数 f (x )在 [0, 1]上连续，(0, 1)内可导，且 3

∫ 1
2
3

f (x )dx = f (0)，证明在 (0,1)

内存在一点 c，使 f ′(c ) = 0．

解. 由积分中值定理可知，对于
∫ 1

2
3

f (x )dx，在区间
�

2

3
,1
�
上存在一点 ξ使得

∫ 1
2
3

f (x )dx = f (ξ)
�

1− 2

3

�
=

1

3
f (ξ),

即 3
∫ 1

2
3

f (x )dx = f (ξ) = f (0)．由罗尔定理可知，存在一点 c ∈ (0,ξ)⊂ (0, 1)，使

得 f ′(c ) = 0．

七、（本题满分 8分）
已知 α1 = (1,0, 2, 3)，α2 = (1,1, 3, 5)，α3 = (1,−1, a +2, 1)，α4 = (1,2, 4, a +8)，及
β = (1,1, b +3, 5)．
(Ⅰ) a , b 为何值时，β 不能表示成 α1, α2, α3, α4的线性组合？
(Ⅱ) a , b 为何值时，β 有 α1, α2, α3, α4的唯一的线性表示式？并写出该表示式．

解. 设 x1α1+ x2α2+ x3α3+ x4α4 =β，则有
x1+ x2+ x3+ x4 = 1

x2− x3α3+2x4 = 1

2x1+3x2+ (a +2)x3+4x4 = b +3

3x1+5x2+ x3+ (a +8)x4 = 5
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对方程组的增广矩阵作初等行变换，得到

A =


1 1 1 1

... 1

0 1 −1 2
... 1

2 3 a +2 4
... b +3

3 5 1 a +8
... 5

→


1 1 1 1
... 1

0 1 −1 2
... 1

0 0 a +1 0
... b

0 0 0 a +1
... 0


(Ⅰ)当 a =−1, b 6= 0时，r (A)< r (A)，方程组无解．即不存在 x1, x2, x3, x4使得

x1α1+ x2α2+ x3α3+ x4α4 =β 成立，β 不能表示成 α1, α2, α3, α4的线性组合．
(Ⅱ)当 a 6=−1时，r (A) = r (A)，方程组有唯一解

�
− 2b

a +1
,

a + b +1

a +1
,

b

a +1
,0
�T
，故 β

有唯一表达式，且 β =− 2b

a +1
α1+

a + b +1

a +1
α2+

b

a +1
α3+0 ·α4．

八、（本题满分 6分）
设 A为 n 阶正定阵，E 是 n 阶单位阵，证明 A+E 的行列式大于 1．

解. 方法 1：因为 A为 n 阶正定阵，故存在正交矩阵Q，使

Q T AQ =Q−1AQ =Λ=


λ1

λ2

...

λn

 ,
其中 λi > 0 (i = 1, 2, · · ·n)，λi 是 A的特征值．因此

Q T (A+E )Q =Q T AQ +Q T Q =Λ+E .

两端取行列式得

|A+E |= |Q T ||A+E ||Q |= |Q T (A+E )Q |= |Λ+E |=
n∏

i=1

(λi +1)> 1.

方法 2：设 A的 n个特征值是 λ1,λ2, · · · ,λn．由于 A为 n阶正定阵，故特征值全
大于 0．由 λ为 A的特征值可知，存在非零向量 α使 Aα= λα，两端同时加上
α，得 (A+E )α= (λ+1)α．按特征值定义知 λ+1是 A+E 的特征值．因为 A+E

的特征值是 λ1+1,λ2+1, · · · ,λn +1．它们全大于 1，所以 |A+E |=
n∏

i=1

(λi +1)> 1．

九、（本题满分 8分）
在上半平面求一条向上凹的曲线，其上任一点 P (x , y )处的曲率等于此曲线在
该点的法线段 PQ 长度的倒数 (Q 是法线与 x 轴的交点)，且曲线在点 (1,1)处
的切线与 x 轴平行．
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解. 曲线 y = y (x )在点 P (x , y )处的法线方程为 Y − y = − 1

y ′ (X − x )（当 y ′ 6= 0时），
它与 x 轴的交点是Q (x + y y ′, 0)，从而

|PQ |=Æ(y y ′)2+ y 2 = y (1+ y ′2)
1
2 .

当 y ′ = 0时，有Q (x ,0), |PQ |= y，上式仍然成立．因此由题意得微分方程
y ′′

(1+ y ′2)
3
2

=
1

y (1+ y ′2)
1
2

,

即 y y ′′ = 1+ y ′2．这是可降阶的高阶微分方程，且当 x = 1时 y = 1,y ′ = 0．令
y ′ = p (y )，则二阶方程降为一阶方程

y p
dp

dy
= 1+p 2 ⇒ p dp

1+p 2
=

dy

y
.

解得 y =C1

p
1+p 2，C1为常数．因为当 x = 1时，y = 1,p = y ′ = 0，所以 C1 = 1，

即 y =
p

1+p 2 =
p

1+ y ′2，所以 y ′ =±py 2−1即 dyp
y 2−1

=±dx．两边积分得

ln
��y +py 2−1
��=±x +C2.

因曲线在上半平面，所以 y +
p

y 2−1> 0，即
ln
�
y +
p

y 2−1
�
=±x +C2.

当 x = 1时 y = 1，故 C2 =∓1，即
ln
�
y +
p

y 2−1
�
=±(x −1).

当右边取正号时，y +
p

y 2−1= ex−1，
y −py 2−1=

1

y +
p

y 2−1
=

1

ex−1
= e1−x ;

当右边取负号时，y +
p

y 2−1= e−x+1，
y −py 2−1=

1

y +
p

y 2−1
=

1

e1−x
= ex−1;

所以始终有 y =
1

2

�
ex−1+e1−x
�．

十、填空题（本题满分 6分，每小题 3分）

1. 若随机变量 X 服从均值为 2，方差为σ2的正态分布，且 P {2< X < 4}= 0.3，则
P {X < 0}= ．

解. 由 X ∼N (2,σ2)知 X −2

σ
∼N (0, 1)，由标准正态分布函数概率的计算公式有

0.3= P {2< x < 4}=Φ
�

4−2

σ

�
−Φ
�

2−2

σ

�
=Φ
�

4−2

σ

�
−0.5,

从而 Φ
�

2

σ

�
= 0.8．由正态分布函数的对称性可得到

P {x < 0}=Φ
�

0−2

σ

�
=Φ
�
− 2

σ

�
= 1−Φ
�

2

σ

�
= 0.2.
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2. 随机地向半圆 0 < y <
p

2a x − x 2（a 为正常数）内掷一点，点落在半圆内任何
区域的概率与区域的面积成正比，则原点和该点的连线与 x 轴的夹角小于 π

4
的

概率为 ．

解. 设事件 A =“掷的点和原点的连线与 x 轴的夹角小于 π

4
”，

由几何概率公式，得到

P (A) =
SD

S半圆
=

SÍO AC +S 1
4圆

S半圆
=

1

2
a 2+

1

4
πa 2

1

2
πa 2

=
1

2
+

1

π
.

十一、（本题满分 6分）
设二维随机变量 (X , Y )的概率密度为

f (x , y ) =

¨
2e−(x+2y ), x > 0, y > 0;

0, 其他.

求随机变量 Z = X +2Y 的分布函数．

解. 二维连续型随机变量函数的概率等于对应区域的二重积分，所以有
F (z ) = P {Z ¶ z }= P {X +2Y ¶ z }=

∫∫
x+2y¶z

f (x , y )dx dy .

当 z ¶ 0时，F (z ) = 0．当 z > 0时，

F (z ) =
∫ z

0
dx
∫ z−x

2

0
2e−(x+2y )dy =

∫ z

0
(e−x −e−z )dx = 1−e−z − z e−z .

所以 Z = X +2Y 的分布函数为

F (z ) =

¨
0, z < 0;

1−e−z − z e−z , z ¾ 0.
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一九九一年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 同试卷一第一 [2]题．

3. 同试卷一第一 [3]题．

4. 同试卷一第一 [4]题．

5. 同试卷一第一 [5]题．

二、选择题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 同试卷一第二 [1]题．

2. 同试卷一第二 [2]题．

3. 同试卷一第二 [3]题．

4. 同试卷一第二 [4]题．

5. 同试卷一第二 [5]题．

三、计算题（本题满分 15分，每小题 5分）

1. 同试卷一第三 [1]题．

2. 同试卷一第三 [2]题．

3. 同试卷一第三 [3]题．

四、计算题（本题满分 18分，每小题 6分）

1. 求
∫ +∞

3

dx

(x −1)4
p

x 2−2x
．

解. 令 x −1= sec t，则原式 =
∫ π

2

π
3

sec t tan t

sec4 t tan t
dt =
∫ π

2

π
3

(1− sin2 t )cos t dt =
2

3
− 3
p

3

8
．

2. 计算 I =
∫∫

S
−y dz dx+(z+1)dx dy，其中S是圆柱面 x 2+y 2 = 4被平面 x+z = 2

和 z = 0所截出部分的外侧．
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解. I =−8π．

3. 同试卷一第四题．

五、（本题满分 8分）
同试卷一第五题．

六、（本题满分 7分）
同试卷一第六题．

七、（本题满分 8分）
同试卷一第七题．

八、（本题满分 6分）
同试卷一第八题．

九、（本题满分 8分）
同试卷一第九题．
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一九九二年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设函数 y = y (x )由方程 ex+y + cos(x y ) = 0确定，则 dy

dx
= ．

解. 方程两边对 x 求导，将 y 看做 x 的函数，得到
ex+y (1+ y ′)+ sin(x y )(x y ′+ y ) = 0.

解出 y ′，得到
dy

dx
= y ′ =−ex+y − y sin(x y )

ex+y − x sin(x y )
.

2. 函数 u = ln(x 2+ y 2+ z 2)在点M (1,2,−2)处的梯度 grad u
��

M
= ．

解. 对函数 u 求各个分量的偏导数，得到
∂ u

∂ x
=

2x

x 2+ y 2+ z 2
;

∂ u

∂ y
=

2y

x 2+ y 2+ z 2
;

∂ u

∂ z
=

2z

x 2+ y 2+ z 2
.

由函数的梯度向量的定义，有
grad u =
�
∂ u

∂ x
,
∂ u

∂ y
,
∂ u

∂ z

�
=

1

x 2+ y 2+ z 2
(2x , 2y , 2z ),

所以 grad u
��

M
=

1

12+22+(−2)2
(2,4,−4) =

2

9
(1,2,−2)．

3. 设 f (x ) =

¨−1, −π< x ¶ 0,

1+ x 2, 0< x ¶π,
则其以 2π为周期的傅里叶级数在点 x = π处收

敛于 ．

解. x =π是 [−π,π]区间的端点，由收敛性定理—狄利克雷充分条件知，该傅氏级
数在 x =π处收敛于

1

2
[ f (−π+0)+ f (π−0)] =

1

2
[−1+1+π2] =

1

2
π2.

4. 微分方程 y ′+ y tan x = cos x 的通解为 y = ．

解. 这是一阶线性非齐次方程，由于 e
∫

tan x dx =
1

|cos x |，方程两边同乘
1

cos x
，得�

1

cos x
y
�′
= 1 ⇒ 1

cos x
y = x +C .

故通解为 y = (x +C )cos x，C 为任意常数．

5. 设 A =


a1b1 a1b2 · · · a1bn

a2b1 a2b2 · · · a2bn

...
...

...

an b1 an b2 · · · an bn

，其中 ai 6= 0,bi 6= 0(i = 1, 2 · · ·n)．则矩阵 A的秩

r (A) = ．
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解. 因为矩阵 A中任何两行都成比例，所以 A的二阶子式全为 0；又由 ai 6= 0, bi 6= 0

知道 a1b1 6= 0，即 A中有一阶子式非零，故 r (A) = 1．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 当 x → 1时，函数 x 2−1

x −1
e

1
x−1 的极限 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)等于 2． (B)等于 0．
(C)为∞． (D)不存在但不为∞．

解. 应选 (D)．因为
lim

x→1−
x 2−1

x −1
e

1
x−1 = lim

x→1−
(x +1)e

1
x−1 = 0, lim

x→1+

x 2−1

x −1
e

1
x−1 = lim

x→1+
(x +1)e

1
x−1 =∞,

所以当 x → 1时函数没有极限，也不是∞．

2. 级数
∞∑

n=1

(−1)n
�
1− cos

α

n

�
(常数 α> 0) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)发散． (B)条件收敛．
(C)绝对收敛． (D)收敛性与 α有关．

解. 应选 (C)．对原级数的通项取绝对值后，利用等价无穷小量得到���(−1)n
�
1− cos

α

n

����= 1− cos
α

n
∼ α2

2n 2
(n→+∞).

又因为
∞∑

n=1

1

2

α2

n 2
收敛，所以

∞∑
n=1

���(−1)n
�
1− cos

α

n

����收敛，即原级数绝对收敛．
3. 在曲线 x = t , y = −t 2, z = t 3 的所有切线中，与平面 x + 2y + z = 4平行的切
线 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)只有 1条． (B)只有 2条． (C)至少有 3条． (D)不存在．

解. 应选 (B)．曲线在任意点处的切向量 τ = (x ′(t ), y ′(t ), z ′(t )) = (1,−2t , 3t 2)；又
n⊥τ⇔ n ·τ= 0，即 1−4t +3t 3 = 0，解得 t = 1或 t =

1

3
．对应于曲线上的点均

不在给定的平面上，因此只有两条这种切线．

4. 设 f (x ) = 3x 3+ x 2|x |，则使 f n (0)存在的最高阶数 n 为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1． (C) 2． (D) 3．

解. 应选 (C)．因 3x 3处处任意阶可导，只需考查 x 2|x |¬φ(x )，它是分段函数，即
φ(x ) =

¨−x 3, x < 0,

x 3, x ¾ 0.

对分段函数在对应区间上求导数，得到

φ′(x ) =
¨−3x 2, x < 0,

3x 2, x > 0,
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再考查 φ(x )在连接点 x = 0处的导数：
φ′+(0) = (x

3)′+
��

x=0
= 0, φ′−(0) = (−x 3)′−

��
x=0
= 0 ⇒ φ′(0) = 0.

从而有

φ′(x ) =
¨−3x 2, x ¶ 0,

3x 2, x > 0.

同理可得 φ′′(x ) =
¨−6x , x < 0,

6x , x > 0
，φ′′(0) = 0，从而有

φ′′(x ) =
¨−6x , x ¶ 0

6x , x > 0
= 6|x |.

对于 y = |x |有 y ′+(0) = 1, y ′−(0) = −1．所以 y = |x |在 x = 0不可导，即 φ′′′(0)不
存在．

5. 要使 ξ1 =

10
2

, ξ2 =

 01
−1

都是线性方程组 Ax = 0的解，只要系数矩阵 A为( )

(A)
�−2 1 1
�
． (B)

�
2 0 −1

0 1 1

�
． (C)

�−1 0 2

0 1 −1

�
． (D)

0 1 −1

4 −2 −2

0 1 1

．
解. 应选 (A)．ξ1, ξ2向量对应的分量不成比例，所以 ξ1, ξ2是 Ax = 0两个线性无关
的解，故 n − r (A)¾ 2．由 n = 3知 r (A)¶ 1．

三、计算题（本题共 3小题，每小题 5分，满分 15分）

1. 求 lim
x→0

ex − sin x −1

1−p1− x 2
．

解. 由等价无穷小量代换和洛必达法则，得到
lim
x→0

ex −1− sin x

1−p1− x 2
= lim

x→0

ex −1− sin x
1

2
x 2

= lim
x→0

ex − cos x

x
= lim

x→0

ex + sin x

1
=

1+0

1
= 1.

2. 设 z = f (ex sin y , x 2+ y 2)，其中 f 具有二阶连续偏导数，求 ∂ 2z

∂ x∂ y
．

解. 由复合函数求导法则，先对 x 求偏导得
∂ z

∂ x
= f ′1

∂

∂ x
(ex sin y ) + f ′2

∂

∂ x
(x 2+ y 2) = f ′1 ·ex sin y + f ′2 ·2x .

再对 y 求偏导得
∂ 2z

∂ x∂ y
=
∂

∂ y
( f ′1 ex sin y + f ′2 2x )

= ( f ′′11ex cos y + f ′′122y )ex sin y + f ′1 ex cos y + ( f ′′21ex cos y + f ′′222y )2x

= f ′′11 ·e2x sin y cos y +2 f ′′12 ·ex (y sin y + x cos y )+4 f ′′22 · x y + f ′1 ·ex cos y .
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3. 设 f (x ) =

¨
1+ x 2, x ¶ 0,

e−x , x > 0,
求
∫ 3

1
f (x −2)dx．

解. 令 x −2= t，则有∫ 3
1

f (x −2)dx =
∫ 1
−1

f (t )dt =
∫ 0
−1

�
1+ t 2
�

dt +
∫ 1

0
e−t dt

=
h
t +

1

3
t 3
i0
−1
− �e−t
�1

0
=

7

3
− 1

e
.

四、（本题满分 6分）
求微分方程 y ′′+2y ′−3y = e−3x 的通解．

解. 方程对应的齐次方程的特征方程 r 2+2r −3= (r −1)(r +3) = 0有两个根为 r1 = 1,

r2 = −3．而非齐次项为 eαx，α = −3 = r2为单特征根，因而非齐次方程有如下
形式的特解 Y = x ·a e−3x，代入方程可得 a =−1

4
，故所求通解为

y =C1ex +C2e−3x − 1

4
x e−3x ,

其中 C1, C2为任意常数．

五、（本题满分 8分）
计算曲面积分

∫∫
Σ
(x 3 + a z 2)dy dz + (y 3 + a x 2)dz dx + (z 3 + a y 2)dx dy，其中

Σ为上半球面 z =
p

a 2− x 2− y 2的上侧．

解. 添加辅助面 S : z = 0(x 2+ y 2 ¶ a 2)的下侧，记 S 与 Σ围成的区域为 Ω，则由高
斯公式得到

I +
∫∫

S

(x 3+a z 2)dy dz + (y 3+a x 2)dz dx + (z 3+a y 2)dx dy

= 3
∫∫∫
Ω

(x 2+ y 2+ z 2)dV .

用球坐标变换求右端的三重积分得

3
∫∫∫

Ω
(x 2+ y 2+ z 2)dV = 3

∫ 2π
0

dθ
∫ π

2

0
sinφdφ
∫ a

0
ρ2 ·ρ2 dρ

= 3×2π
∫ π

2

0
sinφdφ
∫ a

0
ρ4 dρ = 3×2π×1× 1

5
a 5 =

6

5
πa 5.

注意 S 垂直于平面 y O z 与平面 x O z，将积分投影到 x O y 平面上，所以左端
S 上的曲面积分为∫∫

S
P dy dz dx +Q dz dx +R dx dy = 0+0+

∫∫
S

R (x , y , 0)dx dy

=
∫∫

S
a y 2 dx dy =−a

∫∫
Dx y

y 2 dx dy =−a
∫ 2π

0
dθ
∫ a

0
r 2 · sin2θ r dr
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=−a
∫ 2π

0
sin2θ dθ
∫ a

0
r 3 dr =−a ×π× a 4

4
=−π

4
a 5.

因此 I =
6

5
πa 5+

π

4
a 5 =

29

20
πa 5．

六、（本题满分 7分）
设 f ′′(x )< 0, f (0) = 0，证明对任何 x1 > 0, x2 > 0，有 f (x1+ x2)< f (x1)+ f (x2)．

解. 证法一:用拉格朗日中值定理来证明．不妨设 x2 > x1 > 0，要证的不等式是
f (x1+ x2)− f (x2)< f (x1)− f (0).

在 [0, x1]上用中值定理，有
f (x1)− f (0) = f ′(ξ)x1, 0<ξ< x1;

在 [x2, x1+ x2]上用中值定理，又有
f (x1+ x2)− f (x2) = f ′(η)x1, x2 <η< x1+ x2

由 f ′′(x )< 0，所以 f ′(x )单调减少，而 ξ< x1 < x2 <η，有 f ′(ξ)> f ′(η)，所以
f (x1+ x2)− f (x2)< f (x1)− f (0) = f (x1),

即 f (x1+ x2)< f (x1)+ f (x2)．
证法二：用函数不等式来证明．要证 f (x1+ x )< f (x1) + f (x ), x > 0．构造辅助
函数

φ(x ) = f (x1)+ f (x )− f (x1+ x ),

则 φ′(x ) = f ′(x ) − f ′(x1 + x )．由 f ′′(x ) < 0, f ′(x ) 单调减少，φ′(x ) > 0．因此
φ(x )>φ(0) = f (x1)+ f (0)− f (x1) = 0（x > 0）．将 x2改为 x 即得证．

七、（本题满分 8分）
在变力 F⃗ = y z i⃗ + z x j⃗ + x y k⃗ 的作用下，质点由原点沿直线运动到椭球面 x 2

a 2
+

y 2

b 2
+

z 2

c 2
= 1上第一卦限的点M (ξ,η,ζ)．问当 ξ,η,ζ取何值时，力 F⃗ 所做的功

W 最大？并求出W 的最大值．
解. 记点 O 到点 M 的线段为 L，在变力 F 的作用下质点由原点沿 L 运动到点

M (ξ,η,ζ)时所作的功
W =
∫

L
F ·ds =
∫

L
y z dx + z x dy + x y dz .

L 的参数方程是 x = ξt , y =ηt , z = ζt , t 从 0到 1，因此

W =
∫ 1

0
(ηζt 2 ·ξ+ξζt 2 ·η+ξηt 2 ·ζ)dt = 3ξηζ

∫ 1
0

t 2 dt = ξηζ.

问题变成求W = ξηζ在条件 ξ2

a 2
+
η2

b 2
+
ζ2

c 2
= 1（ξ¾ 0,η¾ 0,ζ¾ 0）下的最大值与

最大值点．拉格朗日函数为
F (ξ,η,ζ,λ) = ξηζ+λ

�
ξ2

a 2
+
η2

b 2
+
ζ2

c 2
−1
�

,
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则有 

∂ F

∂ ξ
=ηζ+2λ

ξ

a 2
= 0,

∂ F

∂ η
= ξζ+2λ

η

b 2
= 0,

∂ F

∂ γ
= ξη+2λ

ζ

c 2
= 0,

∂ F

∂ λ
=
ξ2

a 2
+
η2

b 2
+
ζ2

c 2
−1= 0.

解此方程组得ξ= 1p
3

a ,η=
1p
3

b ,ζ=
1p
3

c．相应的W =
1

3
p

3
a b c =

p
3

9
a b c．因为

实际问题存在最大值，所以当 (ξ,η,γ) = (
1p
3

a ,
1p
3

b ,
1p
3
)时W 取最大值

p
3

9
a b c．

八、（本题满分 7分）
设向量组 α1, α2, α3线性相关，向量组 α2, α3, α4线性无关，问：
(Ⅰ) α1能否由 α2, α3线性表示？证明你的结论．
(Ⅱ) α4能否由 α1, α2, α3线性表示？证明你的结论．

解. (Ⅰ) α1 能由 α2, α3 线性表示．这是因为已知向量组 α2, α3, α4 线性无关，所以
α2, α3线性无关，又因为 α1, α2, α3线性相关，故 α1能由 α2, α3线性表示．

(Ⅱ) α4不能由 α1, α2, α3线性表示．反证法：若 α4能由 α1, α2, α3线性表示，设
α4 = k1α1+k2α2+k3α3.

由 (1)知，α1能由 α2, α3线性表示，可设 α1 = l1α2+ l2α3，代入上式整理得
α4 = (k1l1+k2)α2+ (k1l2+k3)α3.

即 α4能由 α2, α3线性表示，从而 α2, α3, α4线性相关，这与已知矛盾．因此
α4不能由 α1, α2, α3线性表示．

九、（本题满分 7分）
设 3阶矩阵 A的特征值为 λ1 = 1,λ2 = 2,λ3 = 3，对应的特征向量依次为

ξ1 =

11
1

 ,ξ2 =

12
4

 ,ξ3 =

13
9

 ,
又向量 β =

11
3

．(Ⅰ)将 β 用 ξ1,ξ2,ξ3线性表示． (Ⅱ)求 Anβ（n 为自然数）．

解. (Ⅰ)设 β = x1ξ1 + x2ξ2 + x3ξ3，即是求此方程组的解．对增广矩阵 (ξ1,ξ2,ξ3,β )

作初等行变换有1 1 1 1

1 2 3 1

1 4 9 3

→
1 1 1 1

0 1 2 0

0 3 8 2

→
1 1 1 1

0 1 2 0

0 0 1 1


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→
1 0 0 2

0 1 0 −2

0 0 1 1

→
1 0 0 2

0 1 0 −2

0 0 1 1

 .
解出 x3 = 1,x2 =−2,x1 = 2，故 β = 2ξ1−2ξ2+ξ3．

(Ⅱ)由 λ为 A 的特征值可知，存在非零向量 α使 Aα = λα,从而有 Anα = λnα．
按特征值定义知 λn 是 An 的特征值，且 α为相应的特征向量．所以 Aξi =

λiξi , Anξi =λn
i ξi (i = 1,2, 3),据 (I)结论 β = 2ξ1−2ξ2+ξ3，于是

Anβ = An (2ξ1−2ξ2+ξ3)

= 2Anξ1−2Anξ2+Anξ3 = 2λn
1ξ1−2λn

2ξ2+λ
n
3ξ3

= 2

11
1

−2 ·2n

12
4

+3n

13
9

=
2−2n+1+3n

2−2n+2+3n+1

2−2n+3+3n+2

 .
十、填空题（本题共 2小题，每小题 3分，满分 6分）

1. 已知 P (A) = P (B ) = P (C ) =
1

4
,P (AB ) = 0,P (AC ) = P (B C ) =

1

16
，则事件 A、B、C

全不发生的概率为 ．

解. 由条件概率和乘法公式：从 P (AB ) = 0，可知 P (AB C ) = P (AB )P (AB |C ) = 0．由
加法公式：

P (A ∪B ∪C ) = P (A)+P (B ) +P (C )−P (AB )−P (AC )−P (B C )+P (AB C )

=
1

4
+

1

4
+

1

4
−0− 1

16
− 1

16
+0=

5

8
.

故 P (AB C ) = P (A ∪B ∪C ) = 1−P (A ∪B ∪C ) =
3

8
．

2. 设随机变量 X 服从参数为 1的指数分布，则数学期望 E (X +e−2X ) = ．

解. 依题意，随机变量 X 服从参数为 λ= 1的指数分布，故 X 的概率密度为

f (x ) =

¨
e−x , x > 0,

0, x ¶ 0,

由连续型随机变量函数的数学期望的公式，有
E (X +e−2X ) =

∫ +∞
−∞
(x +e−2x ) f (x )dx =

∫ +∞
0
(x +e−2x )e−x dx

=
∫ +∞

0
x e−x dx +
∫ +∞

0
e−3x dx = 1+

1

3
=

4

3
.

十一、（本题满分 6分）
设随机变量 X 与 Y 独立，X 服从正态分布N (µ,σ2)，Y 服从 [−π,π]上的均匀
分布，试求 Z = X +Y 的概率分布密度（计算结果用标准正态分布函数 Φ(x )表
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示，其中 Φ(x ) = 1p
2π

∫ x

−∞
e−

t 2

2 dt）．

解. 因为随机变量 X 与 Y 相互独立，由卷积公式

fZ (z ) =
1

2π

∫ +∞
−∞

fX (z − y ) fY (y )dy =
1

2π
p

2πσ

∫ π
−π

e−
(z−y−µ)2

2σ2 dy .

令 t =
z − y −µ
σ
，得到

fZ (z ) =
1

2π
p

2π

∫ (z+π−µ)/σ
(z−π−µ)/σ

e−
t 2

2 dt =
1

2π

�
Φ
� z +π−µ

σ

�−Φ� z −π−µ
σ

��
.
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一九九二年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 同试卷一第一 [2]题．

3. 同试卷一第一 [3]题．

4. 同试卷一第一 [4]题．

5. 同试卷一第一 [5]题．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 同试卷一第二 [1]题．

2. 同试卷一第二 [2]题．

3. 同试卷一第二 [3]题．

4. 同试卷一第二 [4]题．

5. 同试卷一第二 [5]题．

三、计算题（本题共 3小题，每小题 5分，满分 15分）

1. 同试卷一第三 [1]题．

2. 同试卷一第三 [2]题．

3. 设 A,B为 3阶方阵，E 为 3阶单位阵，满足 AB+E = A2+B，又知 A =

 1 0 1

0 2 0

−1 0 1

，
求矩阵 B．

解.

B = A+ I =

 2 0 1

0 3 0

−1 0 2


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四、计算题（本题共 3小题，每小题 6分，满分 18分）

1. 同试卷一第四题．

2. 求 d

dx

∫ x 2

0
(x 2− t ) f (t )dt，其中 f (t )为已知的连续函数．

解. 拆开分别求导，得到 2x
∫ x 2

0
f (t )dt．

3. 计算
∫ 1

2

1
4

dy
∫ py

1
2

e
y
x dx +
∫ 1

1
2

dy
∫ py

y
e

y
x dx．

解. 交换积分次序，则原式
∫ 1

1
2

dx
∫ x

x 2

e
y
x dy =
∫ 1

1
2

x (e−ex )dx =
3

8
e− 1

2

p
e．

五、（本题满分 8分）
同试卷一第五题．

六、（本题满分 7分）
同试卷一第六题．

七、（本题满分 8分）
同试卷一第七题．

八、（本题满分 7分）
同试卷一第八题．

九、（本题满分 7分）
同试卷一第九题．
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一九九三年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 函数 F (x ) =
∫ x

1

�
2− 1p

t

�
dt（x > 0）的单调减少区间为 ．

解. 若函数 F (x )严格单调减少，则 F ′(x ) = 2− 1p
x
< 0，即px <

1

2
．所以函数 F (x )

单调减少区间为
�

0,
1

4

�
．

2. 由曲线
¨

3x 2+2y 2 = 12,

z = 0
绕 y 轴旋转一周得到的旋转面在点 (0,

p
3,
p

2)处的指向

外侧的单位法向量为 ．

解. 旋转面 S 的方程为 3(x 2+ z 2)+2y 2 = 12．令
F (x , y , z ) = 3(x 2+ z 2)+2y 2−12.

则 S 在点 (x , y , z )的法向量为
−→n =±
n
∂ F

∂ x
,
∂ F

∂ y
,
∂ F

∂ z

o
=±�6x ,4y ,6z
	

,

所以在点 (0,
p

3,
p

2)处的法向量为
−→n =±�0,4

p
3, 6
p

2
	
=±2
�

0,2
p

3, 3
p

2
	

.

因指向外侧，故应取正号，单位法向量为
−→n0 =

−→n
|−→n | =

1p
30

�
0,2
p

3, 3
p

2
	
=

1p
5

�
0,
p

2,
p

3
	

.

3. 设函数 f (x ) =πx + x 2（−π< x <π）的傅里叶级数展开式为
a0

2
+
∞∑

n=1

(an cos n x + bn sin n x ),

则其中系数 b3的值为 ．

解. 由傅里叶系数的积分表达式得
b3 =

1

π

∫ π
−π
(πx + x 2)sin 3x dx

=
∫ π
−π

x sin 3x dx +
1

π

∫ π
−π

x 2 sin3x dx =
∫ π
−π

x sin 3x dx +0

= 2
∫ π

0
x sin3x dx = 2

∫ π
0

x d
�
−1

3
cos3x
�

=
h
−2x

3
cos3x
iπ

0
+

2

3

∫ π
0

cos 3x dx =
2

3
π.

4. 设数量场 u = ln
p

x 2+ y 2+ z 2，则 div(grad u ) = ．
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解. 先计算 u 的梯度，再计算该梯度的散度，得到
div(grad u ) = div

n
∂ u

∂ x
,
∂ u

∂ y
,
∂ u

∂ z

o
=
∂ 2u

∂ x 2
+
∂ 2u

∂ y 2
+
∂ 2u

∂ z 2
.

将数量场 u = ln
p

x 2+ y 2+ z 2分别对 x , y , z 求偏导数，得到
∂ u

∂ x
=

x

x 2+ y 2+ z 2
,

∂ u

∂ y
=

y

x 2+ y 2+ z 2
,

∂ u

∂ z
=

z

x 2+ y 2+ z 2
.

将 ∂ u

∂ x
,
∂ u

∂ y
,
∂ u

∂ z
分别对 x , y , z 求偏导．得到

∂ 2u

∂ x 2
=

y 2+ z 2− x 2

(x 2+ y 2+ z 2)2
,
∂ 2u

∂ y 2
=

z 2+ x 2− y 2

(x 2+ y 2+ z 2)2
,
∂ 2u

∂ z 2
=

x 2+ y 2− z 2

(x 2+ y 2+ z 2)2
.

因此 div(grad u ) =
∂ 2u

∂ x 2
+
∂ 2u

∂ y 2
+
∂ 2u

∂ z 2
=

1

x 2+ y 2+ z 2
．

5. 设 n阶矩阵 A的各行元素之和均为零，且 A的秩为 n −1，则线性方程组 Ax = 0

的通解为 ．

解. 由 A的各行元素之和均为零，易见 (1,1, · · · , 1)T 为 Ax = 0的一个非零解．故由
r (A) = n − 1知 (1,1, · · · , 1)T 是 Ax = 0的一个基础解系，因此 Ax = 0的通解为
k (1, 1, · · · , 1)T，其中 k 为任意常数．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设 f (x ) =
∫ sin x

0
sin(t 2)dt，g (x ) = x 3+ x 4，则当 x → 0时， f (x )是 g (x )的 · ( )

(A)等价无穷小． (B)同阶但非等价无穷小．
(C)高阶无穷小． (D)低阶无穷小．

解. 应选 (B)．运用洛必达法则有

lim
x→0

f (x )
g (x )

= lim
x→0

∫ sin x

0
sin(t 2)dt

x 3+ x 4
= lim

x→0

sin(sin2 x )cos x

3x 2+4x 3

= lim
x→0

sin(sin2 x )
3x 2+4x 3

· lim
x→0

cos x = lim
x→0

sin(sin2 x )
3x 2+4x 3

= lim
x→0

x 2

3x 2+4x 3
= lim

x→0

1

3+4x
=

1

3
.

2. 双纽线 (x 2+ y 2)2 = x 2− y 2所围成的区域面积可用定积分表示为 · · · · · · · · · ( )

(A) 2
∫ π

4

0
cos 2θ dθ． (B) 4

∫ π
4

0
cos 2θ dθ．

(C) 2
∫ π

4

0

p
cos2θ dθ． (D)

1

2

∫ π
4

0
(cos2θ )2 dθ．
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解. 应选 (A)．由方程可以看出双纽线关于 x 轴和 y 轴都对称，故只需计算所围图
形在第一象限部分的面积．双纽线的极坐标方程为 ρ2 = cos 2θ．显然，在第一
象限部分 θ 的变化范围是 θ ∈ �0,

π

4

�
．再由对称性得

S = 4S1 = 4 · 1
2

∫ π
4

0
ρ2 dθ = 2
∫ π

4

0
cos 2θ dθ .

3. 设有直线 L1 :
x −1

1
=

y −5

−2
=

z +8

1
与 L2 :

¨
x − y = 6

2y + z = 3
，则 L1与 L2的夹角为 · ( )

(A)
π

6
． (B)

π

4
． (C)

π

3
． (D)

π

2
．

解. 应选 (C)．L1与 L2的方向向量分别是

−→
l1 = (1,−2,1),

−→
l2 =

�������
i j k

1 −1 0

0 2 1

�������= (−1,−1, 2).

L1与 L2的夹角 φ的余弦为

cosφ = |cos(
−→
l 1,
−→
l2 )|= |

−→
l 1 · −→l2 |
|−→l1 ||−→l2 |

=
3p

6
p

6
=

1

2
,

所以 φ = π
3
．

4. 设曲线积分
∫

L
[ f (x )−ex ]sin y dx − f (x )cos y dy 与路径无关，其中 f (x )具有一

阶连续导数，且 f (0) = 0，则 f (x )等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
e−x −ex

2
． (B)

ex −e−x

2
． (C)

ex +e−x

2
−1． (D) 1− ex +e−x

2
．

解. 应选 (B)．在单连通区域上，该曲线积分与路径无关，从而有
∂

∂ y
(( f (x )−ex )sin y ) =

∂

∂ x
(− f (x )cos y )

⇒ ( f (x )−ex )cos y =− f ′(x )cos y .

化简得 f ′(x ) + f (x ) = ex，即 �ex f (x )
�′
= e2x．解之得

f (x ) = e−x
�

1

2
e2x +C
�

.

由 f (0) = 0得 C =−1

2
，因此 f (x ) =

1

2
(ex −e−x )．

5. 已知Q =

1 2 3

2 4 t

3 6 9

，P 为三阶非零矩阵，且满足 PQ =O，则

(A) t = 6时，P 的秩必为 1． (B) t = 6时，P 的秩必为 2．
(C) t 6= 6时，P 的秩必为 1． (D) t 6= 6时，P 的秩必为 2．
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解. 应选 (C)．若 A是m ×n 矩阵，B 是 n × s 矩阵，AB =O，则 r (A)+ r (B )¶ n．
当 t = 6时，矩阵的三行元素对应成比例，r (Q ) = 1，从而 r (P )¶ 2，所以 (A)和
(B)都不准确．
当 t 6= 6时，矩阵的第一行和第三行元素对应成比例，r (Q ) = 2，从而 r (P )¶ 1．
又因 P 6= 0，从而 r (P ) = 1必成立．

三、计算题（本题共 3小题，每小题 5分，满分 15分）

1. 求 lim
x→∞
�

sin
2

x
+ cos

1

x

�x
．

解.
�

sin
2

x
+ cos

1

x

�x
= exp
h
x ln
�

sin
2

x
+ cos

1

x

�i
，而由等价代换和洛必达法则

lim
x→∞ x ln
�

sin
2

x
+ cos

1

x

�
= lim

t→0

ln(sin 2t + cos t )
t

= lim
t→0

sin2t + cos t −1

t
= lim

t→0

2 cos 2t − sin t

1
= 2,

所以 lim
x→∞
�

sin
2

x
+ cos

1

x

�x
= e2．

2. 求
∫

x exp
ex −1

dx．

解. 方法一：由分部积分公式，得到∫
x exp
ex −1

dx = 2
∫

x d
p

ex −1= 2x
p

ex −1−2
∫ p

ex −1dx .

令pex −1= t，则 x = ln(t 2+1),dx =
2t dt

t 2+1
，所以∫ p

ex −1 dx =
∫

t · 2t dt

t 2+1
= 2
∫

t 2

t 2+1
dt = 2
∫ �

1− 1

t 2+1

�
dt

= 2t −2 arctan t +C = 2
p

ex −1−2 arctan
p

ex −1+C .

所以
∫

x exp
ex −1

dx = 2x
p

ex −1−4
p

ex −1+4arctan
p

ex −1+C．

方法二：令pex −1= t，则 ex = t 2+1, x = ln(t 2+1),dx =
2t dt

t 2+1
，所以∫

x exp
ex −1

dx = 2
∫

ln(t 2+1)dt = 2t ln(t 2+1)−2
∫

t d ln(t 2+1)

= 2t ln(t 2+1)−4
∫

t 2

t 2+1
dt = 2t ln(t 2+1)−4(t −arctan t )+C

= 2x
p

ex −1−4
p

ex −1+4arctan
p

ex −1+C .

3. 求微分方程 x 2 y ′+ x y = y 2，满足初始条件 y |x=1 = 1的特解．

解. 所给方程可写成 y ′ =
� y

x

�2− y

x
的形式，此方程为齐次方程．令 y

x
= u，则

y = x u , y ′ = u + x u ′,
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所以方程可化为
u + x u ′ = u 2−u ⇒ du

u (u −2)
=

dx

x
.

两边积分得到
1

2
ln
���u −2

u

���= ln |x |+C1 ⇒ u −2

u
=C x 2.

将 y

x
= u 代回上式得 y −2x =C x 2 y．代入初始条件 y |x=1 = 1得 C =−1，故特

解为 y =
2x

1+ x 2
．

四、（本题满分 6分）
计算
∫∫

Σ
2x z dy dz + y z dz dx − z 2 dx dy , 其中 Σ是由曲面 z =

p
x 2+ y 2 与

z =
p

2− x 2− y 2所围立体的表面外侧．

解. 将积分表成 I =
∫∫

Σ
P dy dz +Q dz dx +R dx dy，则

∂ P

∂ x
+
∂Q

∂ y
+
∂ R

∂ z
= 2z + z −2z = z .

记 Σ围成的区域为 Ω，Σ取外侧，则由高斯公式得
I =
∫∫∫

Ω

�
∂ P

∂ x
+
∂Q

∂ y
+
∂ R

∂ z

�
dV =
∫∫∫

Ω
z dV .

在球坐标下 Ω为：0¶ θ ¶ 2π, 0¶φ ¶ π
4

, 0¶ρ ¶
p

2，于是

I =
∫∫∫

Ω
z dV =
∫ 2π

0
dθ
∫ π

4

0
dφ
∫ p2

0
ρ cosφρ2 sinφdρ

= 2π ·
∫ π

4

0
sinφd sinφ
∫ p2

0
ρ3 dρ

= 2π ·
h

1

2
sin2φ
iπ

4

0
·
h

1

4
ρ4
ip2

0
= 2π · 1

4
·1= π

2
.

五、（本题满分 7分）
求级数

∞∑
n=0

(−1)n (n 2−n +1)
2n

的和．

解. 先将级数分解：

A =
∞∑

n=0

(−1)n (n 2−n +1)
2n

=
∞∑

n=0

(−1)n n (n −1)
2n

+
∞∑

n=0

�
−1

2

�n
.

第二个级数是几何级数，它的和可以得到：
∞∑

n=0

(−1

2
)n =

1

1−
�
−1

2

� = 2

3
.
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第一个级数的和可用幂级数计算：因为
∞∑

n=0

(−1)n x n =
1

1+ x
(|x |< 1),

连续求导两次得到

S (x ) =
∞∑

n=0

(−1)n n (n −1)x n−2 =

�∞∑
n=0

(−1)n x n

�′′
=
�

1

1+ x

�′′
=

2

(1+ x )3
.

当 x =
1

2
时得到

∞∑
n=0

(−1)n n (n −1)
2n

=
1

22
S
�

1

2

�
=

1

4

2�
1+

1

2

�3 = 4

27
.

因此原级数的和 A =
4

27
+

2

3
=

22

27
．

六、证明题（本题共 2小题，每小题 5分，满分 10分）

1. 设在 [0,+∞)上函数 f (x )有连续导数，且 f ′(x ) ¾ k > 0, f (0) < 0，证明 f (x )在
(0,+∞)内有且仅有一个零点．

解. 因为 f ′(x )> 0，故 f (x )为严格单调增函数，故零点至多只有一个．所以只需证
明零点的存在性．
证法一：由拉格朗日中值定理可知，在 (0, x )存在一点 ξ，使得

f (x )− f (0) = f ′(ξ)(x −0) = x f ′(ξ),

即 f (x ) = x f ′(ξ)+ f (0)．因为 f ′(ξ)¾ k > 0，所以当 x →+∞时 f (x )→+∞．又
f (0)< 0，所以由介值定理可知，必有一点 η ∈ (0,+∞)使得 f (η) = 0．
证法二：用牛顿-莱布尼兹公式，由于

f (x ) = f (0)+
∫ x

0
f ′(t )dt ¾ f (0)+

∫ x

0
k dt = f (0)+k x ,

以下同方法 1．

2. 设 b > a > e，证明 a b > b a．

解. 先将不等式做恒等变形：因为 b > a > e，故原不等式等价于
b ln a > a ln b 或 ln a

a
>

ln b

b
.

证法一：令 f (x ) = x ln a −a ln x (x > a > e)，则
f ′(x ) = ln a − a

x
.

因为 x > a > e，所以 ln a > 1,
a

x
< 1，故

f ′(x ) = ln a − a

x
> 0.
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从而 f (x )在 x > a > e时为严格的单调递增函数，故
f (x )> f (a ) = 0, (x > a > e).

由此 f (b ) = b ln a −a ln b > 0，即 a b > b a．
证法二：令 f (x ) =

ln x

x
(x > e)，则有

f ′(x ) = 1− ln x

x 2
.

当 x ∈ (e,+∞)时 f ′(x )< 0，所以 f (x )为单调递减函数，故当 b > a > e时有
f (b ) =

ln b

b
< f (a ) =

ln a

a

成立．即 a b > b a．

七、（本题满分 8分）
已知二次型 f (x1, x2, x3) = 2x 2

1 +3x 2
2 +3x 2

3 +2a x2 x3（a > 0）通过正交变换化成
标准形 f = y 2

1 +2y 2
2 +5y 2

3，求参数 a 及所用的正交变换矩阵．

解. 二次型 f 的矩阵为 A =

2 0 0

0 3 a

0 a 3

，它的特征方程是

|λE −A|=
�������
λ−2 0 0

0 λ−3 −a

0 −a λ−3

�������= (λ−2)(λ2−6λ+9−a 2) = 0.

f 经正交变换化成标准形 f = y 2
1 + 2y 2

2 + 5y 2
3 ,那么 1,2,5就是 A 的特征值．把

λ= 1代入特征方程得 a 2−4= 0即 a =±2．因 a > 0知 a = 2．这时 A =

2 0 0

0 3 2

0 2 3

．

对于 λ1 = 1，由 (E −A)x = 0,

−1 0 0

0 −2 −2

0 −2 −2

→
1 0 0

0 1 1

0 0 0

，得 x1 = (0,1−1)T．

对于 λ2 = 2，由 (2E −A)x = 0,

0 0 0

0 −1 −2

0 −2 −1

→
0 1 2

0 0 3

0 0 0

，得 x2 = (1,0, 0)T．

对于 λ3 = 5，由 (5E −A)x = 0,

3 0 0

0 2 −2

0 −2 2

→
3 0 0

0 1 −1

0 0 0

，得 x3 = (0,1, 1)T．
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将 x1, x2, x3单位化得

γ1 =
1p
2

 01
−1

 ,γ2 =

10
0

 ,γ3 =
1p
2

01
1

 .
故所用的正交变换矩阵为

P = (γ1,γ2,γ3) =


0 1 0
1p
2

0
1p
2

− 1p
2

0
1p
2

 .

八、（本题满分 6分）
设 A 是 n ×m 矩阵，B 是 m × n 矩阵，其中 n < m ,E 是 n 阶单位矩阵，若
AB = E，证明 B 的列向量组线性无关．

解. 因为 B 是m ×n 矩阵，n <m，所以 r (B ) ¶ n．又因 r (B ) ¾ r (AB ) = r (E ) = n，
故 r (B ) = n．所以 B 的列向量组线性无关．

九、（本题满分 6分）
设物体 A从点 (0, 1)出发，以速度大小为常数 v 沿 y 轴正向运动．物体 B 从点
(−1,0)与 A同时出发，其速度大小为 2v，方向始终指向 A，试建立物体 B 的
运动轨迹所满足的微分方程，并写出初始条件．

解. 设在时刻 t，B 位于点 (x , y )处，则
dy

dx
=

y − (1+ v t )
x

, 即 x
dy

dx
= y − v t −1.

两边对 x 求导得
x

d2 y

dx 2
=−v

dt

dx
.

又由已知得

2v =
ds

dt
=

√√
1+
�

dy

dx

�2 · dx

dt
, 即 dt

dx
=

1

2v

√√
1+
�

dy

dx

�2
.

代入上式得到所求的微分方程为

x
d2 y

dx 2
=−1

2

√√
1+
�

dy

dx

�2
.

其初始条件为 y (−1) = 0，y ′(−1) = 1．

十、填空题（本题共 2小题，每小题 3分，满分 6分）

1. 一批产品共有 10个正品和 2个次品，任意抽取两次，每次抽一个，抽出后不再
放回，则第二次抽出的是次品的概率为 ．
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解. 由抽签原理 (抽签与先后次序无关)，不放回抽样中第二次抽得次品的概率与第
一次抽得次品的概率相同，都是 2

12
=

1

6
．

2. 设随机变量 X 服从 (0,2)上的均匀分布，则随机变量 Y = X 2在 (0,4)内的概率分
布密度 fY (y ) = ．

解. 由已知条件，X 在区间 (0,2)上服从均匀分布，得 X 的概率密度函数为

FX (x ) =

(
1

2
, 0< x < 2;

0, 其它.

先求 F 的分布函数．当 0< y < 4时，
FY (y ) = P
�

Y ¶ y
	
= P
�

X 2 ¶ y
	
= P
�−py ¶ X ¶
p

y
	

=
∫ py

−py
FX (x )dx =
∫ 0
−py

0dx +
∫ py

0

1

2
dx =

p
y

2
.

故随机变量 Y = X 2在 (0, 4)内的概率分布密度 fY (y ) = F ′Y (y ) =
1

4
p

y
．

十一、（本题满分 6分）
设随机变量 X 的概率分布密度为 f (x ) =

1

2
e−|x |, −∞< x <+∞．

(Ⅰ)求 X 的数学期望 E (X )和方差D (X )．
(Ⅱ)求 X 与 |X |的协方差，并问 X 与 |X |是否不相关？
(Ⅲ)问 X 与 |X |是否相互独立？为什么？

解. (Ⅰ)由奇偶对称性，随机变量的期望．
E (X ) =
∫ +∞
−∞

x f (x )dx =
∫ +∞
−∞

x

2
e−|x |dx = 0.

随机变量的方差
D (X ) =
∫ +∞
−∞

x 2 f (x )dx =
∫ +∞
−∞

x 2

2
e−|x |dx =

1

2
·2
∫ +∞

0
x 2e−x dx

=
∫ +∞

0
x 2e−x dx =−x 2e−x

��+∞
0
+2
∫ +∞

0
x e−x dx

= 2(−x e−x
��+∞

0
+
∫ +∞

0
e−x dx ) = 2(−e−x

��+∞
0
) = 2.

(Ⅱ)因为 E (X ) = 0，所以
Cov(X , |X |) = E (X |X |)−E (X )E (|X |) = E (X |X |)

=
∫ +∞
−∞

x |x | f (x )dx =
∫ +∞
−∞

1

2
x |x |e−|x |dx = 0.

所以 X 与 |X |不相关．
(Ⅲ)对于任意正实数 a，事件 {|X |< a }包含于事件 {X < a }，且 0< P {X < a }< 1．
所以

P {X < a , |X |< a }= P {|X |< a }, P {X < a }P {|X |< a }< P {|X |< a }.
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可见 P {X < a , |X |< a } 6= P {|X |< a }P {X < a }，因此 X 与 |X |不独立．
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一九九三年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 同试卷一第一 [2]题．

3. 同试卷一第一 [3]题．

4. 同试卷一第一 [4]题．

5. 同试卷一第一 [5]题．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 同试卷一第二 [1]题．

2. 同试卷一第二 [2]题．

3. 同试卷一第二 [3]题．

4. 同试卷一第二 [4]题．

5. 同试卷一第二 [5]题．

三、计算题（本题共 3小题，每小题 5分，满分 15分）

1. 同试卷一第三 [1]题．

2. 同试卷一第三 [2]题．

3. 同试卷一第三 [3]题．

四、计算题（本题共 3小题，每小题 6分，满分 18分）

1. 设 z = x 3 f
�

x y ,
y

x

�
， f 具有连续二阶偏导数，求 ∂ z

∂ y
,
∂ 2z

∂ y 2
及 ∂ 2z

∂ x∂ y
．

解. ∂ z

∂ y
= x 4 f ′1 + x 2 f ′2，

∂ 2z

∂ y 2
= x 5 f ′′11+2x 3 f ′′12+ x f ′′22，

∂ 2z

∂ x∂ y
= 4x 3 f ′1 +2x f ′2 + x 4 y f ′′11− y f ′′22．
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2. 同试卷一第四题．

3. 已知 R 3的两个基为

α1 =

11
1

 , α2 =

 10
−1

 , α3 =

10
1

 与 β1 =

12
1

 , β2 =

23
4

 , β3 =

34
3

 ,
求由基 α1, α2, α3到基 β1, β2, β3的过渡矩阵．

解. 过渡矩阵 P =

 2 3 4

0 −1 0

−1 0 −1

．
五、（本题满分 7分）
同试卷一第五题．

六、（本题满分 10分）
同试卷一第六题．

七、（本题满分 8分）
同试卷一第七题．

八、（本题满分 6分）
同试卷一第八题．

九、（本题满分 6分）
同试卷一第九题．
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一九九四年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题共 5个小题，每小题 3分，满分 15分）

1. lim
x→0

cot x
�

1

sin x
− 1

x

�
= ．

解. 由洛必达法则有
lim
x→0

cot x
�

1

sin x
− 1

x

�
= lim

x→0

cos x (x − sin x )
x sin2 x

= lim
x→0

cos x · lim
x→0

x − sin x

x 3

= lim
x→0

1− cos x

3x 2
= lim

x→0

sin x

6x
=

1

6
.

2. 曲面 z −ez +2x y = 3在点 (1,2, 0)处的切平面方程为 ．

解. 记 F (x , y , z ) = z −ez +2x y −3，则曲面 F (x , y , z ) = 0在点 (1,2, 0)的法向量
n⃗ =
�
∂ F

∂ x
,
∂ F

∂ y
,
∂ F

∂ z

����
(1,2,0)

= (2y , 2x , 1−ez )
���
(1,2,0)

= (4, 2, 0) = 2(2, 1, 0),

故切平面方程为 2(x −1)+ (y −2) = 0，即 2x + y −4= 0．

3. 设 u = e−x sin
x

y
，则 ∂ 2u

∂ x∂ y
在点
�

2,
1

π

�
处的值为 ．

解. 混合偏导数在连续条件下与求导次序无关，这里先求 ∂ u

∂ y
：

∂ u

∂ y
=− x

y 2
e−x cos

x

y
.

再求 ∂

∂ x

�
∂ u

∂ y

�
并将该点坐标代入：

∂ 2u

∂ x∂ y

����
2,

1
π

� = ∂ 2u

∂ y ∂ x

����
2,

1
π

� = ∂

∂ x

�
∂ u

∂ y

��
y=

1
π

�����
x=2

=
∂

∂ x

�−π2 x e−x cosπx
����

x=2

= (−π2e−x (1− x )cosπx )
��

x=2
+0=

π2

e2
.

4. 设区域D 为 x 2+ y 2 ¶R 2，则
∫∫

D

�
x 2

a 2
+

y 2

b 2

�
dx dy = ．

解. 因D 关于直线 y = x 对称，故有

I =
∫∫

D

�
x 2

a 2
+

y 2

b 2

�
dx dy =
∫∫

D

�
y 2

a 2
+

x 2

b 2

�
dx dy .

因此，用极坐标计算可得
I =

1

2

�∫∫
D

�
x 2

a 2
+

y 2

b 2

�
dx dy +
∫∫

D

�
y 2

a 2
+

x 2

b 2

�
dx dy
�

=
1

2

�
1

a 2
+

1

b 2

�∫∫
D
(x 2+ y 2)dx dy

=
1

2

�
1

a 2
+

1

b 2

�∫ 2π
0

dθ ·
∫ R

0
r 3 dr =

πR 4

4

�
1

a 2
+

1

b 2

�
.
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5. 已知α= (1,2, 3),β =
�

1,
1

2
,

1

3

�
，设 A =αTβ ,其中αT 是α的转置，则 An = ．

解. 首先我们有

βαT =
�

1,
1

2
,

1

3

�12
3

= 3, A =αTβ =

12
3

�1,
1

2
,

1

3

�
=


1

1

2

1

3

2 1
2

3

3
3

2
1

 .
由矩阵乘法的结合律，可以得到

An = (αTβ )(αTβ )(αTβ ) · · · (αTβ ) =αT
�
βαT
� �
βαT
� · · · �βαT
�
β

= 3n−1αTβ = 3n−1


1

1

2

1

3

2 1
2

3

3
3

2
1

 .

二、选择题（本题共 5个小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设M =
∫ π

2

−π2
sin x

1+ x 2
cos4 x dx , N =

∫ π
2

−π2
(sin3 x + cos4 x )dx ,

P =
∫ π

2

−π2
(x 2 sin3 x − cos4 x )dx，则有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) N < P <M． (B) M < P <N． (C) N <M < P． (D) P <M <N．

解. 应选 (D)．由对称区间上定积分的奇偶性质可得

M = 0, N = 2
∫ π

2

0
cos4 x dx > 0, P =−2

∫ π
2

0
cos4 x dx < 0,

因此 P <M <N．

2. 二元函数 f (x , y )在点 (x0, y0)处两个偏导数 f ′x (x0, y0), f ′y (x0, y0)存在是 f (x , y )在
该点连续的 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)充分条件但非必要条件． (B)必要条件而非充分条件．
(C)充分必要条件． (D)既非充分条件又非必要条件．

解. 应选 (D)． f (x , y ) 在点 (x0, y0) 连续不能保证 f (x , y ) 在点 (x0, y0) 存在偏导数
f ′x (x0, y0), f ′y (x0, y0)．反之，f (x , y )在点 (x0, y0)存在两个偏导数 f ′x (x0, y0), f ′y (x0, y0)

也不能保证 f (x , y )在点 (x0, y0)连续．二元函数 f (x , y )在点 (x0, y0)处两个偏导
数存在和在点 (x0, y0)处连续并没有相关性．

3. 设常数 λ> 0，且级数
∞∑

n=1

a 2
n 收敛，则级数

∞∑
n=1

(−1)n
|an |p
n 2+λ

· · · · · · · · · · · · · · · ( )
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(A)发散． (B)条件收敛．
(C)绝对收敛． (D)收敛性与 λ有关．

解. 应选 (C)．考查取绝对值后的级数．因��� (−1)n |an |p
n 2+λ

���= ��� anp
n 2+λ

���¶ 1

2

�
a 2

n +
1

n 2+λ

�
<

1

2

�
a 2

n +
1

n 2

�
,

又
∞∑

n=1

a 2
n 和

∞∑
n=1

1

n 2
都收敛，故原级数绝对收敛．

4. 设 lim
x→0

a tan x + b (1− cos x )
c ln(1−2x )+d (1−e−x 2 )

= 2，其中 a 2+ c 2 6= 0，则必有 · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) b = 4d． (B) b =−4d． (C) a = 4c． (D) a =−4c．

解. 应选 (D)．这是因为
1− cos x ∼ 1

2
x 2 = o (x ), ⇒ a tan x + b (1− cos x )∼ a x (a 6= 0),

1−e−x 2 ∼ x 2 = o (x ), ⇒ c ln(1−2x )+d (1−e−x 2
)∼−2c x (c 6= 0).

因此，原式左边= lim
x→0

a x

−2c x
=

a

−2c
= 2=原式右边，从而 a =−4c．当 a = 0, c 6= 0

时，极限为 0；当 a 6= 0, c = 0时，极限为∞；均与题设矛盾．此题也可以用洛
必达法则计算．

5. 已知向量组 α1, α2, α3, α4线性无关，则向量组 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) α1+α2、α2+α3、α3+α4、α4+α1线性无关．
(B) α1−α2、α2−α3、α3−α4、α4−α1线性无关．
(C) α1+α2、α2+α3、α3+α4、α4−α1线性无关．
(D) α1+α2、α2+α3、α3−α4、α4−α1线性无关．

解. 应选 (C)．事实上，由 α的系数构成的行列式，即����������
1 0 0 −1

1 1 0 0

0 1 1 0

0 0 1 1

����������
= 2 6= 0.

因为行列式不为 0，所以 (C)中向量组线性无关．
(A)：由于 (α1+α2)− (α2+α3) + (α3+α4)− (α4+α1) = 0，所以 (A)线性相关．
(B)：由于 (α1−α2) + (α2−α3) + (α3−α4) + (α4−α1) = 0，所以 (B)线性相关．
(D)：由于 (α1+α2)− (α2+α3) + (α3−α4) + (α4−α1) = 0，所以 (D)线性相关．

三、计算题（本题共 3小题，每小题 5分，满分 15分）

1. 设


x = cos(t 2),

y = t cos(t 2)−
∫ t 2

1

1

2
p

u
cos u du ,

求 dy

dx
、d2 y

dx 2
在 t =
r
π

2
的值．
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解. 由参数方程的导数公式可得
dy

dx
=

y ′t
x ′t
= t ,

d2 y

dx 2
=
(y ′x )′t

x ′t
=

1

−2t sin t 2
.

代入参数值 t =
r
π

2
得到

y ′x
��

t=
r
π
2
=
r
π

2
, y ′′x x

��
t=
r
π
2
=− 1p

2π
.

2. 将函数 f (x ) =
1

4
ln

1+ x

1− x
+

1

2
arctan x − x 展开成 x 的幂级数．

解. f (x ) =
1

4
ln(1+ x )− 1

4
ln(1− x )+

1

2
arctan x − x．求导得

f ′(x ) = 1

4

1

1+ x
+

1

4

1

1− x
+

1

2

1

1+ x 2
−1=

1

2

1

1− x 2
+

1

2

1

1+ x 2
−1

=
1

1− x 4
−1=

∞∑
n=0

x 4n −1=
∞∑

n=1

x 4n (|x |< 1).

由牛顿-莱布尼茨公式得

f (x ) = f (0)+
∫ x

0
f ′(x )dx =

∞∑
n=1

∫ x

0
t 4n dt =

∞∑
n=1

x 4n+1

4n +1
(|x |< 1).

3. 求
∫

dx

sin2x +2sin x
．

解. 由倍角公式和换元积分法，得到∫
dx

sin 2x +2 sin x
=
∫

dx

2 sin x (cos x +1)
=
∫

sin x dx

2sin2 x (cos x +1)

=−1

2

∫
1

(1−u )(1+u )2
du =−1

4

∫
(1+u )+ (1−u )
(1−u )(1+u )2

du

=−1

8

∫
(

1

1−u
+

1

1+u
+

2

(1+u )2
)du

=
1

8

h
ln |1−u | − ln |1+u |+ 2

(1+u )

i
+C

=
1

8

h
ln (1− cos x )− ln (1+ cos x ) +

2

1+ cos x

i
+C ,

其中 C 为任意常数．

四、（本题满分 6分）
计算曲面积分

∫∫
S

x dy dz + z 2 dx dy

x 2+ y 2+ z 2
,其中 S 是由曲面 x 2+ y 2 = R 2及两平面 z =

R , z =−R (R > 0)所围成立体表面的外侧．

解. S 关于 x y 平面对称，被积函数关于 z 轴对称，所以
∫∫

S

z 2 dx dy

x 2+ y 2+ z 2
= 0，从而

I =
∫∫

S

x dy dz + z 2 dx dy

x 2+ y 2+ z 2
=
∫∫

S

x dy dz

x 2+ y 2+ z 2
.
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S 是封闭曲面，它围成的区域记为 Ω，记 I =
∫∫

S

x dy dz

R 2+ z 2
．用高斯公式得

I =
∫∫∫

Ω

∂

∂ x

� x

R 2+ z 2

�
dV =
∫∫∫

Ω

1

R 2+ z 2
dV

=
∫ R
−R

dz
∫∫

D (z )

dx dy

R 2+ z 2
= 2πR 2
∫ R

0

1

R 2+ z 2
dz =

1

2
π2R .

其中D (z )是圆域：x 2+ y 2 ¶R 2．

五、（本题满分 9分）
设 f (x )具有二阶连续导数， f (0) = 0, f ′(0) = 1，且

[x y (x + y )− f (x )y ]dx + [ f ′(x )+ x 2 y ]dy = 0

为一全微分方程，求 f (x )及此全微分方程的通解．

解. 由全微分方程的条件，有
∂

∂ y
[x y (x + y )− f (x )y ] =

∂

∂ x
[ f ′(x )+ x 2 y ],

即 x 2+ 2x y − f (x ) = f ′′(x ) + 2x y，亦即 f ′′(x ) + f (x ) = x 2．此方程为常系数二
阶线性非齐次方程，解得 f (x ) = 2cos x + sin x + x 2−2．代入原方程，则有

[x y 2+2y − (2cos x + sin x )y ]dx + [x 2 y +2x −2sin x + cos x ]dy = 0.

用凑微分法求左端微分式的原函数：
d
�

1

2
x 2 y 2
�
+d(2x y ) +d
�
y (cos x −2 sin x )

�
= 0.

其通解为 1

2
x 2 y 2+2x y + y (cos x −2 sin x ) =C，其中 C 为任意常数．

六、（本题满分 8分）
设 f (x )在点 x = 0的某一邻域内具有二阶连续导数，且 lim

x→0

f (x )
x
= 0，证明级数

∞∑
n=1

f
�

1

n

�
绝对收敛．

解. 方法一：由 lim
x→0

f (x )
x
= 0及 f (x )的连续性得知 f (0) = 0, f ′(0) = 0,再由洛必达法

则有
lim
x→0

f (x )
x 2
= lim

x→0

f ′(x )
2x
= lim

x→0

f ′′(x )
2
=

1

2
f ′′(0)

⇒ lim
x→0

��� f (x )
x 2

���= 1

2

�� f ′′(0)��⇒ lim
n→+∞

���� f � 1n �
����

1

n 2

=
1

2

�� f ′′(0)�� .
因
∞∑

n=1

1

n 2
收敛，则

∞∑
n=1

��� f � 1
n

����收敛，即 ∞∑
n=1

f
�

1

n

�
绝对收敛．

第 66页 共 316页



方法二：由 lim
x→0

f (x )
x
= 0得知 f (0) = 0, f ′(0) = 0，在点 x = 0由泰勒公式有：

f (x ) = f (0)+ f ′(0)x + 1

2
f ′′(θ x )x 2 =

1

2
f ′′(θ x )x 2 (0<θ < 1, x ∈ [−δ,δ]).

因 f (x )在点 x = 0的某一邻域内具有二阶连续导数，则 ∃δ > 0, f ′′(x )在 x ∈
[−δ,δ]有界，即 ∃M > 0，有 | f ′′(x )|¶M , x ∈ [−δ,δ]．从而�� f (x )��= 1

2

�� f ′′(θ x )
�� x 2 ¶ 1

2
M x 2, x ∈ [−δ,δ].

对此 δ > 0,∃N , n >N 时，
0<

1

n
<δ⇒
��� f � 1

n

����¶ 1

2
M

1

n 2
.

因
∞∑

n=1

1

n 2
收敛，则

∞∑
n=1

��� f � 1
n

����收敛，即 ∞∑
n=1

f
�

1

n

�
绝对收敛．

七、（本题满分 6分）
已知点 A与 B 的直角坐标分别为 (1,0, 0)与 (0, 1, 1)．线段 AB 绕 z 轴旋转一周
所围成的旋转曲面为 S．求由 S 及两平面 z = 0, z = 1所围成的立体体积．

解. 设高度为 z 处的截面Dz 的面积为 S (z )，则所求体积

V =
∫ 1

0
S (z )dz .

A, B 所在直线的方向向量为 (−1,1, 1)，且过 A点，所以 A, B 所在的直线方程为
x −1

−1
=

y

1
=

z

1
⇒
¨

x = 1− z ,

y = z .

截面Dz 是个圆形，其半径的平方 R 2 = x 2+ y 2 = (1− z )2+ z 2，则面积
S (z ) =πR 2 =π[(1− z )2+ z 2],

由此得体积
V =
∫ 1

0
π[(1− z )2+ z 2]dz =π

∫ 1
0

�
1−2z +2z 2
�

dz

=π
�

z − z 2+
2

3
z 3
����1

0
=

2π

3
.

八、（本题满分 8分）
设四元线性齐次方程组①为

¨
x1+ x2 = 0,

x2− x4 = 0,
又已知某线性齐次方程组②的通解

为 k1(0,1, 10)+k2(−1, 2,2, 1)．
(Ⅰ)求线性方程组①的基础解系；
(Ⅱ)问线性方程组①和②是否有非零公共解？若有，则求出所有的非零公共解．
若没有，则说明理由．
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解. (Ⅰ)由已知，①的系数矩阵 A =

�
1 1 0 0

0 1 0 −1

�
．由于 n − r (A) = 2，所以解空间的

维数是 2．取 x3, x4为自由变量，分别令 (x3, x4) = (1,0) , (0, 1),得①的基础解
系可取为 (0,0, 1, 0), (−1,1, 0, 1)．

(Ⅱ)方程组①和②有非零公共解．将②的通解
x1 =−k2, x2 = k1+2k2, x3 = k1+2k2, x4 = k2

代入方程组①，则有 ¨−k2+k1+2k2 = 0

k1+2k2−k2 = 0
⇒ k1 =−k2.

那么当 k1 =−k2 6= 0时，向量
k1(0, 1, 1, 0)+k2(−1,2, 2, 1) = k1(1,−1,−1,−1)

是①与②的非零公共解．

九、（本题满分 6分）
设 A为 n 阶非零方阵，A∗是 A的伴随矩阵，AT 是 A的转置矩阵，当 A∗ = AT

时，证明 |A| 6= 0．

解. 证法一：由于 A∗ = AT，根据 A∗的定义有
Ai j = ai j (∀i , j = 1,2, · · · , n ),

其中 Ai j 是行列式 |A|中 ai j 的代数余子式．由于 A 6= 0，不妨设 ai j 6= 0，那么
|A|= ai 1Ai 1+ai 2Ai 2+ · · ·+ai n Ai n = a 2

i 1+a 2
i 2+ · · ·+a 2

i n ¾ a 2
i j
> 0,

故 |A| 6= 0．
证法二：(反证法)若 |A|= 0，则

AA∗ = AAT = |A|E = 0.

设 A的行向量为 αi (i = 1,2, · · · , n )，则
αiα

T
i = a 2

i 1+a 2
i 2+ · · ·+a 2

i n = 0 (i = 1,2, · · · , n ).

于是 αi = (ai 1, ai 2, · · · , ai n ) = 0 (i = 1, 2, · · · , n )．进而有 A = 0,这与 A是非零矩阵
相矛盾．故 |A| 6= 0．

十、填空题（本题共 2小题，每小题 3分，满分 6分）

1. 已知 A,B 两个事件满足条件 P (AB ) = P (AB )，且 P (A) = p，则 P (B ) = ．

解. 由随机事件的概率运算性质有
P (AB ) = P (A ∪B ) = 1−P (A ∪B )

= 1− [P (A)+P (B )−P (AB )]
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= 1−P (A)−P (B )+P (AB ).

因题目已知 P (AB ) = P (AB )，故有
P (A)+P (B ) = 1 ⇒ P (B ) = 1−P (A) = 1−p .

2. 设相互独立的两个随机变量 X、Y 具有同一分布律，且 X 的分布律为
X 0 1

P
1

2

1

2

则随机变量 Z =max{X , Y }的分布律为 ．

解. 由于 X、Y 相互独立且同分布，只能取 0、1 两个数值，易见随机变量 Z =

max{X , Y }只取 0与 1两个可能的值，且
P {Z = 0}= P {max{X , Y }= 0}

= P {X = 0, Y = 0}= P {X = 0} ·P {Y = 0}= 1

4
,

P {Z = 1}= 1−P {Z = 0}= 3

4
.

所以随机变量 Z =max{X , Y }的分布律为：
Z 0 1

P
1

4

3

4

十一、（本题满分 6分）
已知随机变量 (X , Y )服从二维正态分布，且 X 和 Y 分别服从正态分布N (1,32)

和N (0,42), X 与 Y 的相关系数 ρX Y =−1

2
，设 Z =

X

3
+

Y

2
．

(Ⅰ)求 Z 的数学期望 E (Z )和方差D (Z )；
(Ⅱ)求 X 与 Z 的相关系数 ρX Z；
(Ⅲ)问 X 与 Z 是否相互独立？为什么？

解. (Ⅰ)由 X ∼N (1, 32),Y ∼N (0, 42)，知
E (X ) = 1, D (X ) = 9, E (Y ) = 0, D (Y ) = 16.

由数学期望和方差的性质得
E Z =

1

3
E X +

1

2
E Y =

1

3
,

D Z =
1

9
D X +

1

4
DY +

1

3
Cov(X , Y )

=
1

9
×9+

1

4
×16+

1

3
ρX Y ·pD (X ) ·pD (Y )

= 5+
1

3
× (−1

2
)×3×4= 3.

(Ⅱ)由协方差的性质得
Cov(X , Z ) =Cov(X ,

1

3
X +

1

2
Y )

第 69页 共 316页



=
1

3
Cov(X , X )+

1

2
Cov(X , Y )

=
1

3
·32+

1

2
(−6) = 0,

所以 ρX Z =
Cov(X , Z )p
D X
p

D Z
= 0．

(Ⅲ)由于 (X , Y )服从二维正态分布，则其线性组合构成的随机变量也服从二维
正态分布，而 Z =

X

3
+

Y

2
,X = X +0Y，故 X 和 Z 都是其线性组合，则 (X , Z )

服从二维正态分布，根据 ρX Z =
Cov(X , Z )p
D X
p

D Z
= 0，所以 X 与 Z 是相互独立的．
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一九九四年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 同试卷一第一 [2]题．

3. 同试卷一第一 [3]题．

4. 同试卷一第一 [4]题．

5. 同试卷一第一 [5]题．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 同试卷一第二 [1]题．

2. 同试卷一第二 [2]题．

3. 同试卷一第二 [3]题．

4. 同试卷一第二 [4]题．

5. 同试卷一第二 [5]题．

三、计算题（本题共 3小题，每小题 5分，满分 15分）

1. 同试卷一第三 [1]题．

2. 同试卷一第三 [2]题．

3. 同试卷一第三 [3]题．

四、计算题（本题共 2小题，每小题 6分，满分 12分）

1. 在椭圆 x 2+4y 2 = 4上求一点，使其到直线 2x +3y −6= 0的距离最短．

解. 由拉格朗日乘数法，求得
�

8

5
,

3

5

�
为所求的点．

2. 同试卷一第四 [1]题．

五、（本题满分 9分）
同试卷一第五题．
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六、（本题满分 8分）
同试卷一第六题．

七、（本题满分 6分）
同试卷一第七题．

八、解答题（本题共 2小题，满分 14分）

1.（本题满分 6分）设 A是 n阶方阵，2, 4, 6, · · · , 2n是 A的 n个特征值，E 是 n阶
单位阵，计算行列式 |A−3E |的值．

解. 因 A 的 n 个特征值为 2, 4, 6, · · · , 2n，故 A − 3E 的 n 个特征值为 −1, 1, 3, · · · ,
2n −3，所以 |A−3E |= (−1)×1×3× (2n −3) =−[(2n −3)!!]．

2. 同试卷一第八题．

九、（本题满分 6分）
同试卷一第九题．
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一九九五年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题共 5个小题，每小题 3分，满分 15分）

1. lim
x→0
(1+3x )

2
sin x = ．

解. lim
x→0
(1+3x )

2
sin x = lim

x→0

h
(1+3x )

1
3x

i 6x
sin x
= e6．

2. d

dx

∫ 0
x 2

x cos t 2 dt = ．

解. d

dx

∫ 0
x 2

x cos t 2 dt =
d

dx

�
x
∫ 0

x 2

cos t 2 dt

�
=
∫ 0

x 2

cos t 2 dt −2x 2 cos x 4．

3. 设 (a⃗ × b⃗ ) · c⃗ = 2,则 [(a⃗ + b⃗ )× (b⃗ + c⃗ )] · (c⃗ + a⃗ ) = ．

解. 利用向量运算律有�
(a⃗ + b⃗ )× (b⃗ + c⃗ )

� · (c⃗ + a⃗ ) = [(a⃗ + b⃗ )× b⃗ ] · (c⃗ + a⃗ )+ [(a⃗ + b⃗ )× c⃗ ] · (c⃗ + a⃗ )

= (a⃗ × b⃗ + b⃗ × b⃗ ) · (c⃗ + a⃗ )+ (a⃗ × c⃗ + b⃗ × c⃗ ) · (c⃗ + a⃗ )

= (a⃗ × b⃗ ) · c⃗ + (a⃗ × b⃗ ) · a⃗ + (a⃗ × c⃗ ) · c⃗ + (b⃗ × c⃗ ) · a⃗
= (a⃗ × b⃗ ) · c⃗ + (b⃗ × c⃗ ) · a⃗ = (a⃗ × b⃗ ) · c⃗ + (a⃗ × b⃗ ) · c⃗ = 4

4. 幂级数
∞∑

n=1

n

2n + (−3)n
x 2n−1的收敛半径 R = ．

解. 令 an =
n

2n + (−3)n
x 2n−1，则当 n→∞时，有

lim
n→∞

|an+1|
|an | = lim

n→∞

���� n +1

2n+1+ (−3)n+1
x 2(n+1)−1

�������� n

2n + (−3)n
x 2n−1

����
= lim

n→∞ x 2 ·
���n +1

n

��� ·
�������

3n

��
2

3

�n
+ (−1)n
�

3n+1

��
2

3

�n+1

+ (−1)n+1

�
�������= 1

3
x 2,

而当 1

3
x 2 < 1时，幂级数收敛，即 |x | <p3时，此幂级数收敛，当 1

3
x 2 > 1时，

即 |x |>p3时，此幂级数发散，因此收敛半径为 R =
p

3．

5. 设三阶方阵 A、B 满足关系式：A−1B A = 6A + B A，且 A =


1

3
0 0

0
1

4
0

0 0
1

7

，则 B =

．
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解. 在已知等式 A−1B A = 6A+B A两边右乘以 A−1,得 A−1B = 6E +B，即 (A−1−E )B =

6E．因为

A−1 =

3 0 0

0 4 0

0 0 7

 ,
所以

B = 6(A−1−E )−1 = 6

2 0 0

0 3 0

0 0 6


−1

=

3 0 0

0 2 0

0 0 1

 .
二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设有直线 L :

¨
x +3y +2z +1= 0,

2x − y −10z +3= 0
及平面 Π : 4x −2y + z −3= 0，则直线 L ( )

(A)平行于 Π． (B)在 Π上． (C)垂直于 Π． (D)与 Π斜交．

解. 应选 (C)．直线 L 的方向向量

l =

i j k

1 3 2

2 −1 −10

=−28i +14 j −7k =−7(4i −2 j +k ),

平面 Π的法向量 n = 4i −2 j +k ,l ‖ n，即 L⊥Π．
2. 设在 [0, 1]上 f ′′(x )> 0，则 f ′(0), f ′(1), f (1)− f (0)或 f (0)− f (1)的大小顺序是( )

(A) f ′(1)> f ′(0)> f (1)− f (0)． (B) f ′(1)> f (1)− f (0)> f ′(0)．
(C) f (1)− f (0)> f ′(1)> f ′(0)． (D) f ′(1)> f (0)− f (1)> f ′(0)．

解. 应选 (B)．由 f ′′(x )> 0可知 f ′(x )在区间 [0, 1]上为严格单调递增函数，故
f ′(1)> f ′(x )> f ′(0), (0< x < 1).

由微分中值定理， f (1)− f (0) = f ′(ξ), (0<ξ< 1)．所以
f ′(1)> f (1)− f (0) = f ′(ξ)> f ′(0).

3. 设 f (x )可导，F (x ) = f (x )(1+ |sin x |)，则 f (0) = 0是 F (x )在 x = 0处可导的( )

(A)充分必要条件． (B)充分条件但非必要条件．
(C)必要条件但非充分条件． (D)既非充分条件又非必要条件．

解. 应选 (A)．充分性：因为 f (0) = 0，所以
lim
x→0

F (x )− F (0)
x

= lim
x→0

f (x )(1+ |sin x |)
x

= lim
x→0

f (x )
x
= lim

x→0

f (x )− f (0)
x

= f ′(0),

由此可得 F (x )在 x = 0处可导．
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必要性：设 F (x )在 x = 0处可导，则 f (x ) · |sin x |在 x = 0处可导，由可导的充
要条件知

lim
x→0−

f (x ) · |sin x |
x

= lim
x→0+

f (x ) · |sin x |
x

.

根据重要极限 lim
x→0

sin x

x
= 1，可得

lim
x→0−
|sin x |

x
=− lim

x→0−
sin x

x
=−1, lim

x→0+

|sin x |
x
= lim

x→0+

sin x

x
= 1.

因此我们有 f (0) =− f (0)，故 f (0) = 0．

4. 设 un = (−1)n ln
�

1+
1p
n

�
，则级数 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∞∑

n=1

un 与
∞∑

n=1

u 2
n 都收敛． (B)

∞∑
n=1

un 与
∞∑

n=1

u 2
n 都发散．

(C)
∞∑

n=1

un 收敛而
∞∑

n=1

u 2
n 发散． (D)

∞∑
n=1

un 发散而
∞∑

n=1

u 2
n 收敛．

解. 应选 (C)．
∞∑

n=1

un =
∞∑

n=1

(−1)n ln
�

1+
1p
n

�
是交错级数，显然 ln

�
1+

1p
n

�
单调下降

趋于零，由莱布尼兹判别法知，该级数收敛．正项级数
∞∑

n=1

u 2
n =

∞∑
n=1

ln2
�

1+
1p
n

�
中，

u 2
n = ln2
�

1+
1p
n

�
∼
�

1p
n

�2
=

1

n

根据正项级数的比较判别法以及
∞∑

n=1

1

n
发散，得到

∞∑
n=1

u 2
n 发散．

5. 设 A =

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

,

B =

 a21 a22 a23

a11 a12 a13

a31+a11 a32+a12 a33+a13



P1 =

0 1 0

1 0 0

0 0 1

, P2 =

1 0 0

0 1 0

1 0 1

，则必有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) AP1P2 = B． (B) AP2P1 = B． (C) P1P2A = B． (D) P2P1A = B．

解. 应选 (C)．P1是交换单位矩阵的第一、二行所得初等矩阵，P2是将单位矩阵的
第一行加到第三行所得初等矩阵；而 B 是由 A先将第一行加到第三行，然后
再交换第一、二行两次初等交换得到的，因此 P1P2A = B．
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三、计算题（本题共 2小题，每小题 5分，满分 10分）

1. 设 u = f (x , y , z ),φ(x 2,ey , z ) = 0, y = sin x，其中 f ,φ都具有一阶连续偏导数，且
∂ φ

∂ z
6= 0，求 du

dx
．

解. 方程 φ(x 2,ey , z ) = 0两边对 x 求导，其中 y = sin x，可得
φ′1 ·2x +φ′2 ·ey cos x +φ′3 · dz

dx
= 0.

解得
dz

dx
=− 1

φ′3

�
φ′1 ·2x +φ′2 ·ey cos x

�
.

再将 u = f (x , y , z )对 x 求导，其中 y = sin x , z = z (x )，可得
du

dx
= f ′1 + f ′2 · cos x + f ′3 · dz

dx
.

将前面式子代入得
du

dx
= f ′1 + f ′2 · cos x − f ′3 · 1

φ′3

�
φ′1 ·2x +φ′2 ·ey cos x

�
.

2. 设函数 f (x )在区间 [0, 1]上连续，并设
∫ 1

0
f (x )dx = A，求

∫ 1
0

dx
∫ 1

x
f (x ) f (y )dy．

解. 方法一：交换积分次序，并注意定积分与积分变量无关，得到

I =
∫ 1

0
dx
∫ 1

x
f (x ) f (y )dy =

∫ 1
0

dy
∫ y

0
f (x ) f (y )dx =

∫ 1
0

dx
∫ x

0
f (y ) f (x )dy .

从而得到
2I =
∫ 1

0
dx
∫ 1

x
f (x ) f (y )dy +

∫ 1
0

dx
∫ x

0
f (x ) f (y )dy

=
∫ 1

0
dx
∫ 1

0
f (x ) f (y )dy =

∫ 1
0

f (x )dx
∫ 1

0
f (y )dy = A2.

所以 I =
1

2
A2．

方法二：用分部积分法．注意 d

�∫ 1
x

f (y )dy

�
=− f (x )dx，将累次积分 I 写成

I =
∫ 1

0

�
f (x )
∫ 1

x
f (y )dy

�
dx =−
∫ 1

0

∫ 1
x

f (y )dy d

�∫ 1
x

f (y )dy

�
=−1

2

��∫ 1
x

f (y )dy

�2�x=1

x=0

=
1

2
A2.

四、计算题（本题共 2小题，每小题 6分，满分 12分）

1. 计算曲面积分
∫∫

Σ
z dS，其中Σ为锥面 z =

p
x 2+ y 2在柱体 x 2+ y 2 ¶ 2x 内的部

分．
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解. 将曲面积分 I 化为二重积分 I =
∫∫

Dx y

f (x , y )dx dy．首先确定被积函数：

f (x , y ) = z
q

1+ z 2
x + z 2

y =
p

2
p

x 2+ y 2.

其次确定积分区域即Σ在 x O y 平面的投影区域Dx y：x 2+ y 2 ¶ 2x ,即 (x −1)2+

y 2 ¶ 1．因此
I =
∫∫

Dx y

p
2
p

x 2+ y 2 dx dy .

作极坐标变换 x = r cosθ , y = r sinθ，则
Dx y : 0¶ r ¶ 2cosθ ,−π

2
¶ θ ¶ π

2
,

因此

I =
p

2
∫ π

2

−π2
dθ
∫ 2 cosθ

0
r · r dr = 2

p
2
∫ π

2

0

1

3
r 3
���2cosθ

0
dθ =

32

9

p
2.

2. 将函数 f (x ) = x −1（0¶ x ¶ 2）展开成周期为 4的余弦级数．

解. 这是将 f (x )作偶延拓后再作周期为 4的周期延拓．于是得 f (x )的傅氏系数：
bn = 0 (n = 1,2, 3, · · · ),
a0 =

2

l

∫ l
0

f (x )dx =
∫ 2

0
(x −1)dx =

1

2
(x −1)2
���2

0
= 0,

an =
2

l

∫ l
0

f (x )cos
nπx

l
dx =
∫ 2

0
(x −1)cos

nπ

2
x dx =

2

nπ

∫ 2
0
(x −1)d
�
sin

nπ

2
x
�

=− 2

nπ

∫ 2
0

sin
nπ

2
x dx =

4

n 2π2
cos

nπ

2
x
���2

0
=

4

n 2π2
((−1)n −1)

=


−8

(2k −1)2π2
, n = 2k −1,

0, n = 2k ,
k = 1,2, 3, · · ·

于是 f (x )有展开式

f (x ) =− 8

π2

∞∑
n=1

1

(2n −1)2
cos

(2n −1)π
2

x , x ∈ [0,2].

五、（本题满分 7分）
设曲线 L 位于 x O y 平面的第一象限内，L 上任一点M 处的切线与 y 轴总相
交，交点记为 A．已知

��M A
��= ��O A
��，且 L 过点
�

3

2
,

3

2

�
，求 L 的方程．

解. 设点M 的坐标为 (x , y )，则M 处的切线方程为
Y − y = y ′(X − x ).

令 X = 0，得 Y = y − x y ′，切线与 y 轴的交点为 A(0, y − x y ′)．由
��M A
��= ��O A
��，

可得 Æ
x 2+ (x y ′)2 =
��y − x y ′
�� .
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化简后得伯努利方程
2y y ′− 1

x
y 2 =−x , ⇒ �y 2

�′− 1

x
y 2 =−x .

令 z = y 2，方程化为一阶线性方程
(z )′− 1

x
z =−x .

解得 z = x (c − x )，即 y 2 = c x − x 2，亦即 y =
p

c x − x 2．又由 y
�

3

2

�
=

3

2
，得

c = 3,L 的方程为 y =
p

3x − x 2(0< x < 3)．

六、（本题满分 8分）
设函数 Q (x , y ) 在 x O y 平面上具有一阶连续偏导数，曲线积分

∫
L

2x y dx +

Q (x , y )dy 与路径无关，并且对任意 t 恒有∫ (t ,1)

(0,0)
2x y dx +Q (x , y )dy =

∫ (1,t )

(0,0)
2x y dx +Q (x , y )dy ,

求Q (x , y )．

解. 在平面上
∫

L
P dx +Q dy 与路径无关 (其中 P,Q 有连续偏导数)，则有

∂ P

∂ y
=
∂Q

∂ x
⇒ ∂Q

∂ x
= 2x .

对 x 积分得Q (x , y ) = x 2+φ(y )，其中 φ(y )待定．代入另一等式得对 ∀t ,∫ (t ,1)

(0,0)
2x y dx +
�
x 2+φ(y )
�

dy =
∫ (1,t )

(0,0)
2x y dx +
�
x 2+φ(y )
�

dy .

下面由此等式求 φ(y )．
方法一：易求得原函数

2x y dx +
�
x 2+φ(y )
�

dy = y d(x 2) + x 2 dy +φ(y )dy

= d(x 2 y ) +d
�∫ y

0
φ(s )ds
�
= d
�

x 2 y +
∫ y

0
φ(s )ds
�

.

于是由前面曲线积分等式得�
x 2 y +
∫ y

0
φ(s )ds
�����(t ,1)

(0,0)

=
�

x 2 y +
∫ y

0
φ(s )ds
�����(1,t )

(0,0)

⇒ t 2+
∫ 1

0
φ(s )ds = t +

∫ t

0
φ(s )ds ⇒ t 2 = t +

∫ t

1
φ(s )ds .

求导得 2t = 1+φ(t )，即 φ(t ) = 2t −1．因此Q (x , y ) = x 2+2y −1．
方法二：取特殊的积分路径：对前面曲线积分等式左端与右端分别取积分路径
如下图所示．
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于是得 ∫ 1
0

�
t 2+φ(y )
�

dy =
∫ t

0

�
1+φ(y )
�

dy

⇒ t 2+
∫ 1

0
φ(s )ds = t +

∫ t

0
φ(s )ds ⇒ t 2 = t +

∫ t

1
φ(s )ds .

其余与方法一相同．

七、（本题满分 8分）
假设函数 f (x )和 g (x )在 [a , b ]上存在二阶导数，并且

g ′′(x ) 6= 0, f (a ) = f (b ) = g (a ) = g (b ).

试证：
(Ⅰ)在开区间 (a , b )内 g (x ) 6= 0；
(Ⅱ)在开区间 (a , b )内至少存在一点 ξ，使 f (ξ)

g (ξ)
=

f ′′(ξ)
g ′′(ξ)．

解. (Ⅰ)反证法：假设 ∃c ∈ (a , b )，使 g (c ) = 0．则由罗尔定理，∃ξ1 ∈ (a , c ), ξ2 ∈ (c , b )，
使 g ′(ξ1) = g ′(ξ2) = 0；从而由罗尔定理，∃ξ ∈ (ξ1,ξ2)⊂ (a , b )，使得 g ′′(ξ) = 0．
这与 g ′′(x ) 6= 0矛盾．

(Ⅱ)令φ(x ) = f (x )g ′(x )− f ′(x )g (x )，则φ(x )在 [a , b ]可导，φ(a ) =φ(b ) = 0．由
罗尔定理，∃ξ ∈ (a , b )，使 φ′(ξ) = 0．即有

f (ξ)g ′′(ξ)− f ′′(ξ)g (ξ) = 0 ⇒ f (ξ)
g (ξ)
=

f ′′(ξ)
g ′′(ξ) .

八、（本题满分 7分）
设三阶实对称矩阵 A的特征值为 λ1 =−1,λ2 =λ3 = 1，对应于 λ1的特征向量为
ξ1 = (0,1, 1)T，求 A．

解. 设对应于 λ2 = λ3 = 1的特征向量为 ξ = (x1, x2, x3)T，因为 A为实对称矩阵，且
实对称矩阵的不同特征值所对应的特征向量相互正交，故 ξTξ1 = 0,x2+ x3 = 0．
解之得 ξ2 = (1,0, 0)T ,ξ3 = (0,1,−1)T．于是有 A(ξ1,ξ2,ξ3) = (λ1ξ1,λ2ξ2,λ3ξ3)，所
以

A = (λ1ξ1,λ2ξ2,λ3ξ3)(ξ1,ξ2,ξ3)
−1
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=

 0 1 0

−1 0 1

−1 0 −1


0 1 0

1 0 1

1 0 −1


−1

=

1 0 0

0 0 −1

0 −1 0

 .

九、（本题满分 6分）
设 A是 n阶矩阵，满足 AAT = E (E 是 n阶单位阵，AT 是 A的转置矩阵),|A|< 0，
求 |A+E |．

解. 方法一：根据 AAT = E 有
|A+E |= |A+AAT |= |A(E +AT )|= |A||E +A|= |A||A+E |.

移项得 (1− |A|)|A+E |= 0．因为 |A|< 0，故 1− |A|> 0．所以 |A+E |= 0．
方法二：因为 ��(A+E )AT

��= ��AAT +AT
��= ��E +AT
��= |E +A| ,

所以 |A+E | |A| = |E +A|,即 (1− |A|)|A+ E | = 0．因为 |A| < 0，故 1− |A| > 0．所
以 |A+E |= 0．

十、填空题（本题共 2小题，每小题 3分，满分 6分）

1. 设 X 表示 10次独立重复射击命中目标的次数，每次射中目标的概率为 0.4，则
X 2的数学期望 E (X 2) = ．

解. 由题设，因为是独立重复实验，所以 X 服从 n = 10, p = 0.4的二项分布．由二
项分布的数学期望和方差计算公式，有

E (X ) = np = 4, D (X ) = np (1−p ) = 2.4,

根据方差性质有
E (X 2) =D (X )+ [E (X )]2 = 18.4.

2. 设 X 和 Y 为两个随机变量，且
P {X ¾ 0, Y ¾ 0}= 3

7
, P (X ¾ 0) = P (Y ¾ 0) =

4

7
,

则 P {max(X , Y )¾ 0}= ．

解. 令 A = {X < 0}, B = {Y < 0}，则
P {max(X , Y )¾ 0}= 1−P {max(X , Y )< 0}= 1−P {X < 0, Y < 0}.

由概率的广义加法公式 P (A ∪B ) = P (A) +P (B )−P (AB )，有
P {max(X , Y )¾ 0}= 1− [1−P (AB )] = P (A+B )

= P (A)+P (B )−P (AB ) =
4

7
+

4

7
− 3

7
=

5

7
.
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十一、（本题满分 6分）
设随机变量 X 的概率密度为 fX (x ) =

¨
e−x , x ¾ 0,

0, x < 0,
求随机变量 Y = eX 的概率

密度 fY (y )．

解. 方法 1：先求 Y 的分布函数 FY (y )．当 y ¶ 1时，FY (y ) = 0；当 y > 1时，
FY (y ) = P {Y ¶ y }= P (eX ¶ y ) = P

�
X ¶ ln y
	

=
∫ ln y

0
e−x dx = −e−x
��ln y

0
= 1− 1

y
.

对分布函数求导，可得

fY (y ) = F ′Y (y ) =


1

y 2
, y > 1,

0, y ¶ 1.

方法 2：用单调函数公式直接求 Y 的概率密度．由于 y = ex 在 (0,+∞)内单调，
其反函数 x = h (y ) = ln y 在 (1,+∞)内可导且其导数为 x ′y =

1

y
6= 0,则所求概率

密度函数为

fY (y ) =

¨��h ′(y )�� · fX

�
h (y )
�

, y > 1,

0, y ¶ 1.
=


1

y
·e− ln y , y > 1,

0, y ¶ 1.
=


1

y 2
, y > 1,

0, y ¶ 1.
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一九九五年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 同试卷一第一 [2]题．

3. 同试卷一第一 [3]题．

4. 同试卷一第一 [4]题．

5. 同试卷一第一 [5]题．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 同试卷一第二 [1]题．

2. 同试卷一第二 [2]题．

3. 同试卷一第二 [3]题．

4. 同试卷一第二 [4]题．

5. 同试卷一第二 [5]题．

三、计算题（本题共 3小题，每小题 5分，满分 15分）

1. 同试卷一第三 [1]题．

2. 求曲面 z =
x 2

2
+ y 2平行于平面 2x +2y − z = 0的切平面方程．

解. 2x +2y − z −3= 0．

3. 计算二重积分
∫

D
x 2 y dx dy，其中 D 是由双曲线 x 2− y 2 = 1及直线 y = 0,y = 1

所围成的平面区域．

解. 2

15
(4
p

2−1)．

四、计算题（本题共 2小题，每小题 6分，满分 12分）

1. 同试卷一第四 [1]题．
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2. 同试卷一第四 [2]题．

五、（本题满分 8分）
同试卷一第五题．

六、（本题满分 7分）
同试卷一第六题．

七、（本题满分 8分）
同试卷一第七题．

八、解答题（本题共 2小题，每小题 7分，满分 14分）

1. 设


x1+3x2+2x3+ x4 = 1,

x2+a x3−a x4 =−1,

x1+2x2+3x4 = 3,

问 a 为何值时方程组有解，并在有解时求出方程组

的通解．

解. 当 a 6= 2时，方程组有解，其通解为

x = k
�−3,0, 1, 1
�T
+
�

7a −10

a −2
,

2−2a

a −2
,

1

a −2
,0
�T

,

其中 k 为任意常数．

2. 同试卷一第八题．

九、（本题满分 7分）
同试卷一第九题．
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一九九六年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设 lim
x→∞
�

x +2a

x −a

�x
= 8，则 a = ．

解. 由等价无穷小量代换，可得
8= lim

x→∞
�

x +2a

x −a

�x
= lim

x→∞
�

1+
3a

x −a

�x
= exp
h

lim
x→∞ x ln
�

1+
3a

x −a

�i
= exp
�

lim
x→∞

3a x

x −a

�
= e3a ,

因此 a =
1

3
ln8= ln 2．

2. 设一平面经过原点及点 (6,−3,2)，且与平面 4x − y +2z = 8垂直，则此平面方程
为 ．

解. 所求平面过原点 O 与M0(6,−3,2)，其法向量 n⃗⊥−−→O M0 = (6,−3, 2)；平面垂直于
已知平面 4x − y +2z = 8，它们的法向量也互相垂直：n⃗⊥n⃗0 = (4,−1,2)；由此

n⃗//
−−→
O M0× n⃗0 =

�������
i j k

6 −3 2

4 −1 2

�������=−4i⃗ −4 j⃗ +6k⃗ .

取 n⃗ = 2i⃗ +2 j⃗ −3k⃗，则所求的平面方程为 2x +2y −3z = 0．

3. 微分方程 y ′′−2y ′+2y = ex 的通解为 ．

解. 微分方程 y ′′− 2y ′+ 2y = ex 所对应齐次微分方程的特征方程为 r 2− 2r + 2 = 0，
解之得 r1,2 = 1± i．故对应齐次微分方程的解为

y = ex (C1 cos x +C2 sin x ).

由于非齐次项为eαx，α= 1不是特征根，设所给非齐次方程的特解为 y ∗(x ) = a ex，
代入 y ′′−2y ′+2y = ex 得 a = 1，故所求通解为

y = ex (C1 cos x +C2 sin x )+ ex = ex (C1 cos x +C2 sin x +1),

其中 C1, C2为任意常数．

4. 函数 u = ln(x +
p

y 2+ z 2)在 A(1,0, 1)点处沿 A点指向 B (3,−2,2)点方向的方向
导数为 ．

解. 将 −→AB = {3−1,−2−0, 2−1}= {2,−2,1}单位化，即得
−→
l =

−→
AB

|−→AB | =
1

3
{2,−2,1}= �cosα,cosβ , cosγ

	
.
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将函数 u = ln(x +
p

y 2+ z 2)分别对 x , y , z 求偏导数得
∂ u

∂ x

���
A
=

1

x +
p

y 2+ z 2

����
(1,0,1)

=
1

2
,

∂ u

∂ y

���
A
=

y

(x +
p

y 2+ z 2)
p

y 2+ z 2

����
(1,0,1)

= 0,

∂ u

∂ z

���
A
=

z

(x +
p

y 2+ z 2)
p

y 2+ z 2

����
(1,0,1)

=
1

2
.

所以方向导数
∂ u

∂ l

���
A
=
∂ u

∂ x

���
A

cosα+
∂ u

∂ y

���
A

cosβ +
∂ u

∂ z

���
A

cosγ

=
1

2
× 2

3
+0× (−2

3
) +

1

2
× 1

3
=

1

2
.

5. 设 A是 4×3矩阵，且 A的秩 r (A) = 2，而 B =

 1 0 2

0 2 0

−1 0 3

，则 r (AB ) = ．

解. 因为 |B |=
�������

1 0 2

0 2 0

−1 0 3

�������= 10 6= 0，所以矩阵 B 可逆，故 r (AB ) = r (A) = 2．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 已知 (x +a y )dx + y dy

(x + y )2
为某函数的全微分，则 a 等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) -1． (B) 0． (C) 1． (D) 2．

解. 应选 (D)．设有函数 u (x , y )使得 du =
(x +a y )dx

(x + y )2
+

y dy

(x + y )2
，则有

∂ u

∂ x
=

x +a y

(x + y )2
,

∂ u

∂ y
=

y

(x + y )2
.

分别对 y 和 x 求偏导数得
∂ 2u

∂ x∂ y
=
(a −2)x −a y

(x + y )3
,

∂ 2u

∂ y ∂ x
=
−2y

(x + y )3
.

由于 ∂ 2u

∂ y ∂ x
与 ∂ 2u

∂ x∂ y
连续，所以 ∂ 2u

∂ y ∂ x
=

∂ 2u

∂ x∂ y
，即

(a −2)x −a y

(x + y )3
=
−2y

(x + y )3
⇒ a = 2.

2. 设 f (x )有二阶连续导数，且 f ′(0) = 0,lim
x→0
=

f ′′(x )
|x | = 1，则 · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f (0)是 f (x )的极大值．
(B) f (0)是 f (x )的极小值．
(C) (0, f (0))是曲线 y = f (x )的拐点．
(D) f (0)不是 f (x )的极值，(0, f (0))也不是曲线 y = f (x )的拐点．

第 85页 共 316页



解. 应选 (B)．因为 f (x )有二阶连续导数，且
lim
x→0

f ′′(x )
|x | = 1> 0,

所以由函数极限的局部保号性可知，在 x = 0的空心邻域内有
f ′′(x )
|x | > 0,

即 f ′′(x )> 0，所以 f ′(x )为单调递增．又由 f ′(0) = 0, f ′(x )在 x = 0由负变正，由
极值的第一充分条件，x = 0是 f (x )的极小值点，即 f (0)是 f (x )的极小值．

3. 设an > 0（n = 1,2, · · ·），且
∞∑

n=1

an收敛，常数λ ∈
�
0,
π

2

�
，则级数

∞∑
n=1

(−1)n
�

n tan
λ

n

�
a2n ( )

(A)绝对收敛． (B)条件收敛．
(C)发散． (D)收敛性与 λ有关．

解. 应选 (A)．若正项级数
∞∑

n=1

an 收敛，则
∞∑

n=1

a2n 也收敛，且当 n→+∞时，有

lim
n→+∞n tan

λ

n
= lim

n→+∞
tan

λ

n
λ

n

·λ=λ.

用比较判别法的极限形式，有

lim
n→+∞

n tan
λ

n
a2n

a2n
=λ> 0.

因为
∞∑

n=1

a2n 收敛，所以 lim
x→+∞n tan

λ

n
a2n 也收敛，所以原级数绝对收敛．

4. 设 f (x )有连续的导数， f (0) = 0, f ′(0) 6= 0,F (x ) =
∫ x

0
(x 2− t 2) f (t )dt，且当 x → 0

时，F ′(x )与 x k 是同阶无穷小，则 k 等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 1． (B) 2． (C) 3． (D) 4．

解. 应选 (C)．对 F (x ) = x 2

∫ x

0
f (t )dt −
∫ x

0
t 2 f (t )dt 求导得

F ′(x ) = 2x
∫ x

0
f (t )dt + x 2 f (x )− x 2 f (x ) = 2x

∫ x

0
f (t )dt .

由洛必达法则得

lim
x→0

F ′(x )
x k
= lim

x→0

2x
∫ x

0
f (t )dt

x k
= lim

x→0

2
∫ x

0
f (t )dt

x k−1

= lim
x→0

2 f (x )
(k −1)x k−2

= lim
x→0

2 f ′(x )
(k −1)(k −2)x k−3

.

因为 F ′(x )与 x k 是同阶无穷小，且 f ′(0) 6= 0，所以
lim
x→0

2 f ′(x )
(k −1)(k −2)x k−3
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为常数，即 k = 3时有
lim
x→0

F ′(x )
x k
= lim

x→0

2 f ′(x )
(k −1)(k −2)x k−3

= f ′(0) 6= 0.

5. 四阶行列式

����������
a1 0 0 b1

0 a2 b2 0

0 b3 a3 0

b4 0 0 a4

����������
的值等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a1a2a3a4− b1b2b3b4． (B) a1a2a3a4+ b1b2b3b4．
(C) (a1a2− b1b2)(a3a4− b3b4)． (D) (a2a3− b2b3)(a1a4− b1b4)．

解. 应选 (D)．可直接展开计算:

D = a1

�������
a2 b2 0

b3 a3 0

0 0 a4

�������− b1

�������
0 a2 b2

0 b3 a3

b4 0 0

�������
= a1a4

�����a2 b2

b3 a3

�����− b1b4

�����a2 b2

b3 a3

�����= (a2a3− b2b3)(a1a4− b1b4).

也可通过交换行和列变成分块对角行列式，再用公式．

三、解答题（本题共 2小题，每小题 5分，满分 10分）

1. 求心形线 r = a (1+ cosθ )的全长，其中 a > 0是常数．

解. 由极坐标系下的弧微分公式得
ds =
p

r 2(θ )+ r ′2(θ )dθ = a ·Æ(1+ cosθ )2+ sin2θ dθ

= a ·p2(1+ cosθ )dθ = 2a
���cos

θ

2

���dθ .

由于 r = r (θ ) = a (1+ cosθ )以 2π为周期，因而 θ 的范围是 θ ∈ [0,2π]．又由于
r (θ ) = r (−θ )，心形线关于极轴对称．由对称性，

s = 2
∫ π

0
ds = 4a
∫ π

0
cos

θ

2
dθ = 8a
h
sin

θ

2

iπ
0
= 8a .

2. 设 x1 = 10，xn+1 =
p

6+ xn（n = 1, 2, · · ·），试证数列 {xn}极限存在，并求此极限．
解. 由题设显然有 xn > 0，即数列 {xn}有下界．用归纳法证明 xn 单调减少：首先

x2 =
p

6+ x1 =
p

6+10= 4< x1;

其次，若 xn < xn−1，则有
xn+1 =
p

6+ xn <
p

6+ xn−1 = xn ;
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因此数列单调减少．由单调有界准则， lim
n→+∞ xn 存在．设 lim

n→+∞ xn = a , (a ¾ 0),

在恒等式 xn+1 =
p

6+ xn 两边取极限，即
lim

n→+∞ xn+1 = lim
n→+∞
p

6+ xn ⇒ a =
p

6+a .

解之得 a =−2（舍去)或 a = 3，即函数极限为 3．

四、计算题（本题共 2小题，每小题 6分，满分 12分）

1. 计算曲面积分
∫∫

S
(2x + z )dy dz + z dx dy ,其中 S 为有向曲面 z = x 2 + y 2（0 ¶

z ¶ 1），其法向量与 z 轴正向的夹角为锐角．
解. 方法一：投影到平面 x O y 上计算，则有

I =
∫∫

S
(2x + z )dy dz + z dx dy =

∫∫
Dx y

[(2x + z )(− ∂ z

∂ x
)+ (x 2+ y 2)]dx dy ,

其中 z = x 2+ y 2,Dx y : x 2+ y 2 ¶ 1．把 ∂ z

∂ x
= 2x 代入得

I =
∫∫

Dx y

−4x 2 dx dy −
∫∫

Dx y

2x (x 2+ y 2)dx dy +
∫∫

Dx y

(x 2+ y 2)dx dy .

由对称性得∫∫
Dx y

2x (x 2+ y 2)dx dy = 0,
∫∫

Dx y

4x 2 dx dy = 2
∫∫

Dx y

(x 2+ y 2)dx dy .

所以由极坐标变换有
I =−
∫∫

Dx y

(x 2+ y 2)dx dy =−
∫ 2π

0
dθ
∫ 1

0
r 3 dr =−2π
h

1

4
r 4
i1

0
=−π

2
.

方法二：添加辅助面 S1 : z = 1(x 2+ y 2 ¶ 1)，法方向朝下，则∫∫
S1

(2x + z )dy dz + z dx dy =
∫∫

S1

dx dy =−
∫∫

D
1 dx dy =−π,

其中D 是 S1在平面 x y 的投影区域：x 2+ y 2 ¶ 1．由高斯公式有∫∫
S∪S1

(2x + z )dy dz + z dx dy =−3
∫∫∫

Ω
d V

=−3
∫ 1

0
dz
∫∫

D (z )
dx dy =−3
∫ 1

0
πz dz =−3π

2
.

其中D (z )是圆域：x 2+ y 2 ¶ z，面积为 πz．因此
I =−3

2
π−
∫∫

S1

(2x + z )dy dz + z dx dy =−3

2
π− (−π) =−π

2
.

2. 设变换
¨

u = x −2y ,

v = x +a y
可把方程

6
∂ 2z

∂ x 2
+

∂ 2z

∂ x∂ y
− ∂ 2z

∂ y 2
= 0

化简为 ∂ 2z

∂ u∂ v
= 0,求常数 a，其中 z = z (x , y )有二阶连续的偏导数．
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解. 由多元复合函数求导法则，得
∂ z

∂ x
=
∂ z

∂ u

∂ u

∂ x
+
∂ z

∂ v

∂ v

∂ x
=
∂ z

∂ u
+
∂ z

∂ v
,

∂ z

∂ y
=
∂ z

∂ u

∂ u

∂ y
+
∂ z

∂ v

∂ v

∂ y
=−2

∂ z

∂ u
+a

∂ z

∂ v
.

所以
∂ 2z

∂ x 2
=
∂

∂ x
(
∂ z

∂ u
)+

∂

∂ x
(
∂ z

∂ v
)

=
∂ 2z

∂ u 2
· ∂ u

∂ x
+

∂ 2z

∂ u∂ v
· ∂ v

∂ x
+
∂ 2z

∂ v 2
· ∂ v

∂ x
+

∂ 2z

∂ v∂ u
· ∂ u

∂ x

=
∂ 2z

∂ u 2
+2

∂ 2z

∂ u∂ v
+
∂ 2z

∂ v 2
,

∂ 2z

∂ x∂ y
=
∂

∂ y
(
∂ z

∂ u
)+

∂

∂ y
(
∂ z

∂ v
)

=
∂ 2z

∂ u 2
· ∂ u

∂ y
+

∂ 2z

∂ u∂ v
· ∂ v

∂ y
+
∂ 2z

∂ v 2
· ∂ v

∂ y
+

∂ 2z

∂ v∂ u
· ∂ u

∂ y

=−2
∂ 2z

∂ u 2
+ (a −2)

∂ 2z

∂ u∂ v
+a

∂ 2z

∂ v 2
,

∂ 2z

∂ y 2
=−2

∂

∂ y
(
∂ z

∂ u
)+a

∂

∂ y
(
∂ z

∂ v
)

=−2(
∂ 2z

∂ u 2
· ∂ u

∂ y
+

∂ 2z

∂ u∂ v
· ∂ v

∂ y
)+a (

∂ 2z

∂ v 2
· ∂ v

∂ y
+

∂ 2z

∂ v∂ u
· ∂ u

∂ y
)

= 4
∂ 2z

∂ u 2
−4a

∂ 2z

∂ u∂ v
+a 2 ∂

2z

∂ v 2
.

代入 6
∂ 2z

∂ x 2
+

∂ 2z

∂ x∂ y
− ∂ 2z

∂ y 2
= 0，并整理得

6
∂ 2z

∂ x 2
+

∂ 2z

∂ x∂ y
− ∂ 2z

∂ y 2
= (10+5a )

∂ 2z

∂ u∂ v
+ (6+a −a 2)

∂ 2z

∂ v 2
= 0.

于是，令 6+a −a 2 = 0得 a = 3或 a =−2．a =−2时，10+5a = 0，故舍去，a = 3

时，10+5a 6= 0，因此仅当 a = 3时化简为 ∂ 2z

∂ u∂ v
= 0．

五、（本题满分 7分）
求级数

∞∑
n=2

1

(n 2−1)2n
的和．

解. 先将级数分解，
A =

∞∑
n=2

1

(n 2−1)2n
=
∞∑

n=2

1

2n+1
(

1

n −1
− 1

n +1
)

=
∞∑

n=2

1

2n+1
· 1

n −1
−
∞∑

n=2

1

2n+1
· 1

n +1
=
∞∑

n=1

1

2n+2 ·n −
∞∑

n=3

1

2n ·n .

令 A1 =
∞∑

n=1

1

2n+2 ·n , A2 =
∞∑

n=3

1

2n ·n ,则 A = A1−A2．由 ln(1+ x )幂级数展开式得

A1 =
∞∑

n=1

1

2n+2 ·n =−
1

4

∞∑
n=1

(−1)n−1

n

�
−1

2

�n
=−1

4
ln
�

1− 1

2

�
=

1

4
ln 2,
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A2 =
∞∑

n=3

1

2n ·n =−
∞∑

n=3

(−1)n−1

n

�
−1

2

�n
=−

∞∑
n=1

(−1)n−1

n

�
−1

2

�n − 1

2
− 1

2

�
−1

2

�2
=− ln
�

1− 1

2

�
− 1

2
− 1

8
= ln2− 5

8
.

因此 A = A1−A2 =
5

8
− 3

4
ln 2．

六、（本题满分 7分）
设对任意 x > 0，曲线 y = f (x )上点 (x , f (x ))处的切线在 y 轴上的截距等于
1

x

∫ x

0
f (t )dt，求 f (x )的一般表达式．

解. 曲线 y = f (x )上点 (x , f (x ))处的切线方程为
Y − f (x ) = f ′(x )(X − x ).

令 X = 0得 y 轴上的截距 Y = f (x )− f ′(x )x．由题意，
1

x

∫ x

0
f (t )dt = f (x )− f ′(x )x .

两边乘以 x 得 ∫ x

0
f (t )dt = x f (x )− f ′(x )x 2.

将恒等式两边对 x 求导，得
f (x ) = f (x ) + x f ′(x )−2x f ′(x )− x 2 f ′′(x ),

即 x f ′′(x )+ f ′(x ) = 0．在前面积分等式中令 x = 0得 0= 0自然成立．故不必再
加初始条件．即 f (x )是微分方程 x y ′′+ y ′ = 0的通解．下面求解微分方程：

x y ′′+ y ′ = 0⇒ �x y ′
�′
= 0⇒ x y ′ =C1,

因为 x > 0，所以 y ′ = C1

x
．两边积分得

y = f (x ) =C1 ln x +C2.

七、（本题满分 8分）
设 f (x )在 [0,1]上具有二阶导数，且满足条件 | f (x )|¶ a ,| f ′′(x )|¶ b，其中 a , b

都是非负常数，c 是 (0, 1)内任一点，证明 | f ′(c )|¶ 2a +
b

2
．

解. 利用泰勒公式，在点 c 展开：
f (x ) = f (c ) + f ′(x )(x − c )+

f ′′(ξ)
2!
(x − c )2.

分别取 x = 0和 x = 1得
f (0) = f (c ) + f ′(c )(0− c )+

f ′′(ξ0)
2!
(0− c )2,

f (1) = f (c ) + f ′(c )(1− c )+
f ′′(ξ1)

2!
(1− c )2.
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两式相减得
f ′(c ) = f (1)− f (0)− 1

2!
[ f ′′(ξ1)(1− c )2− f ′′(ξ0)c

2].

由此 �� f ′(c )��¶ �� f (1)��+ �� f (0)��+ 1

2!

�� f ′′(ξ1)
�� (1− c )2+

1

2!

�� f ′′(ξ0)
�� c 2

¶ 2a +
1

2
b [(1− c )2+ c 2]< 2a +

b

2
.

八、（本题满分 6分）
设 A = E −ξξT，其中 E 是 n 阶单位矩阵，ξ是 n 维非零列向量，ξT 是 ξ的转
置，证明：
(Ⅰ) A2 = A的充要条件是 ξTξ= 1； (Ⅱ)当 ξTξ= 1时，A是不可逆矩阵．

解. (Ⅰ)因为 A = E −ξξT ,ξTξ为数，ξξT 为 n 阶矩阵，所以
A2 = (E −ξξT )(E −ξξT ) = E −2ξξT +ξ(ξTξ)ξT = E − (2−ξTξ)ξξT .

因此
A2 = A⇔ E − (2−ξTξ)ξξT = E −ξξT ⇔ (ξTξ−1)ξξT = 0.

因为 ξ是非零列向量，所以 ξξT 6= 0,故 A2 = A⇔ ξξT −1= 0，即 ξξT = 1．
(Ⅱ)反证法．当 ξξT = 1时，由 (1)知 A2 = A，若 A可逆，则 A = A−1A2 = A−1A = E．
与已知 A = E −ξξT 6= E 矛盾，故 A是不可逆矩阵．

九、（本题满分 8分）
已知二次型 f (x1, x2, x3) = 5x 2

1 +5x 2
2 + c x 2

3 −2x1 x2+6x1 x3−6x2 x3的秩为 2．
(Ⅰ)求参数 c 及此二次型对应矩阵的特征值；
(Ⅱ)指出方程 f (x1, x2, x3) = 1表示何种二次曲面．

解. (Ⅰ)此二次型对应的矩阵为

A =

 5 −1 3

−1 5 −3

3 −3 c

 .
因为二次型秩 r ( f ) = r (A) = 2，由

A =

 5 −1 3

−1 5 −3

3 −3 c

→
 4 4 0

−1 5 −3

3 −3 c

→
 4 0 0

−1 6 −3

3 −6 c


可得 c = 3．再由 A的特征多项式

|λE −A|=
�������
λ−5 1 −3

1 λ−5 3

−3 3 λ−3

�������=λ(λ−4)(λ−9)
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求得二次型矩阵的特征值为 0,4, 9．
(Ⅱ)因为 f (x1, x2, x3) 经正交变换可化为 4y 2

2 + 9y 2
3，所以 f (x1, x2, x3) = 1，即

4y 2
2 +9y 2

3 = 1，它表示椭圆柱面．

十、填空题（本题共 2小题，每小题 3分，满分 6分）

1. 设工厂 A和工厂 B 的产品的次品率分别为 1%和 2%，现从由 A和 B 的产品分
别占 60%和 40%的一批产品中随机抽取一件，发现是次品，则该次品属 A生产
的概率是 ．

解. 设事件 C =“抽取的产品是次品”，事件 D =“抽取的产品是工厂 A生产的”，
则事件D 表示“抽取的产品是工厂 B 生产的”，依题意有

P (D ) = 0.60, P (D ) = 0.40, P (C |D ) = 0.01, P (C |D ) = 0.02.

用贝叶斯公式可求得条件概率
P (D |C ) = P (D )P (C |D )

P (D )P (C |D ) +P (D )P (C |D ) =
0.6×0.01

0.6×0.01+0.4×0.02
=

3

7
.

2. 设 ξ, η是两个相互独立且均服从正态分布N
�
0,
�

1p
2

�2�的随机变量，则随机变量
|ξ−η|的数学期望 E (|ξ−η|) = ．

解. 由于 ξ与 η相互独立且均服从正态分布 N
�
0,
�

1p
2

�2�
,因此它们的线性函数U =

ξ−η服从正态分布，且
E U = E (ξ−η) = E ξ−Eη= 0,

DU =D
�
ξ−η�=Dξ+Dη=

1

2
+

1

2
= 1.

所以有U ∼N (0,1)．代入正态分布的概率密度公式，有

f (u ) =
∫ +∞
−∞

1p
2π

e−
u 2

2 du .

应用随机变量函数的期望公式有
E (|ξ−η|) = E (|U |) =

∫ +∞
−∞
|u | 1p

2π
e−

u 2

2 du = 2
∫ +∞

0
u

1p
2π

e−
u 2

2 du

=−2
∫ +∞

0

1p
2π

e−
u 2

2 d
�
−u 2

2

�
=− 2p

2π
e−

u 2

2

����+∞
0

=
È

2

π
.

十一、（本题满分 6分）
设 ξ, η是相互独立且服从同一分布的两个随机变量，已知 ξ的分布律为

P {ξ= i }= 1

3
, i = 1, 2, 3.

又设 X =max(ξ,η), Y =min(ξ,η)．
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(Ⅰ)写出二维随机变量 (X , Y )的分布律：

X

Y
1 2 3

1

2

3

(Ⅱ)求随机变量 X 的数学期望 E (X )．

解. (Ⅰ) (X , Y )的可能取值为 (1, 1), (2,1), (2, 2), (3, 1), (3,2), (3, 3)．依题意 {X < Y }= ;，
故 P {X < Y }= 0．而

P {X = 1, Y = 2}= P {X = 1, Y = 3}= P {X = 2, Y = 3}= 0,

P {X = 1, Y = 1}= P
�

max(ξ,η) = 1,min(ξ,η) = 1
	

= P
�
ξ= 1,η= 1
	
= P {ξ= 1}P �η= 1

	
=

1

9
,

类似可算出所有 pi j 的值列于下表中，得到随机变量 (X , Y )的联合分布律：

X

Y
1 2 3

1 1/9 0 0

2 2/9 1/9 0

3 2/9 2/9 1/9

(Ⅱ)将表中各行元素相加求出 X 的边缘分布
X 1 2 3

P 1/9 3/9 5/9
.

由离散型随机变量数学期望计算公式可得
E X =

1

9
·1+ 3

9
·2+ 5

9
·3= 22

9
.
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一九九六年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 同试卷一第一 [2]题．

3. 同试卷一第一 [3]题．

4. 同试卷一第一 [4]题．

5. 同试卷一第一 [5]题．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 同试卷一第二 [1]题．

2. 同试卷一第二 [2]题．

3. 同试卷一第二 [3]题．

4. 同试卷一第二 [4]题．

5. 同试卷一第二 [5]题．

三、解答题（本题共 3小题，每小题 5分，满分 15分）

1. 计算积分
∫∫

D

p
x 2+ y 2 dx dy，其中D = {(x , y ) | 0¶ y ¶ x , x 2+ y 2 ¶ 2x }．

解. 利用极坐标，求得积分等于 10

9

p
2．

2. 同试卷一第三 [1]题．

3. 同试卷一第三 [2]题．

四、计算题（本题共 2小题，每小题 6分，满分 12分）

1. 同试卷一第四 [1]题．

2. 同试卷一第四 [2]题．

五、（本题满分 7分）
同试卷一第五题．
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六、（本题满分 7分）
同试卷一第六题．

七、（本题满分 8分）
同试卷一第七题．

八、解答题（本题共 2小题，每小题 6分，满分 12分）

1. 求齐次线性方程组


x1+ x2+ x5 = 0,

x1+ x2− x3 = 0,

x3+ x4+ x5 = 0

的基础解系．

解. 基础解系为 ξ1 = (−1, 0,−1, 0, 1)T , ξ2 = (1,−1,0, 0, 0)T．

2. 同试卷一第八题．

九、（本题满分 9分）
同试卷一第九题．
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一九九七年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题共 5分，每小题 3分，满分 15分）

1. lim
x→0

3sin x + x 2 cos
1

x
(1+ cos x ) ln(1+ x )

= ．

解. 应填 3

2
．本题不能直接用洛必达法则，因为求导后分子的极限不存在．正确做

法是对原式的分子、分母同时除以 x，得到

lim
x→0

3sin x + x 2 cos
1

x
(1+ cos x ) ln(1+ x )

= lim
x→0

3
sin x

x
+ x cos

1

x

(1+ cos x )
ln(1+ x )

x

=
3

2
,

其中 lim
x→0

sin x

x
= 1，lim

x→0
x cos

1

x
= 0，lim

x→0

ln(1+ x )
x

= 1．

2. 设幂级数
∞∑

n=0

an x n 的收敛半径为 3, 则幂级数
∞∑

n=1

nan (x − 1)n+1 的收敛区间为
．

解. 应填 (−2, 4)．令 t = x −1，则
∞∑

n=1

nan t n+1 = t 2
∞∑

n=1

nan t n−1 = t 2
∞∑

n=1

(an t n )′ .

由于逐项求导后的幂级数与原幂级数有相同的收敛半径，由
∞∑

n=1

an t n 的收敛半

径为 3，可知 t 2
∞∑

n=1

(an t n )′ =
∞∑

n=1

nan t n+1的收敛半径也为 3，收敛区间为 (−3,3)．

从而原幂级数
∞∑

n=1

nan (x −1)n+1的收敛区间为 (−2,4)．

3. 对数螺线 ρ = eθ 在点 (ρ,θ ) =
�

e
π
2 , π2

�
处的切线的直角坐标方程为 ．

解. 应填 x + y = e
π
2．由 ρ = eθ 的参数方程¨

x =ρ cosθ = eθ cosθ ,

y =ρ sinθ = eθ sinθ ,

求得切线斜率
y ′x =

y ′θ
x ′θ
=

eθ sinθ +eθ cosθ

eθ cosθ −eθ sinθ
=

sinθ + cosθ

cosθ − sinθ
⇒ y ′x
��
θ=
π
2
=−1.

所以切线的方程为 y −e
π
2 =−(x −0)，即 x + y = e

π
2．

4. 设 A =

1 2 −2

4 t 3

3 −1 1

,B 为三阶非零矩阵，且 AB =O，则 t = ．
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解. 应填 −3．由 AB =O，对 B 按列分块，设 B =
�
β1,β2,β3

�，则 β1,β2,β3是齐次方
程组 Ax = 0的解．又因 B 6=O，故 Ax = 0有非零解，那么

|A|=
�������
1 2 −2

4 t 3

3 −1 1

�������=
�������
1 0 −2

4 t +3 3

3 0 1

�������= 7 (t +3) = 0,

由此可得 t =−3．

5. 袋中有 50个乒乓球，其中 20个是黄球，30个是白球．今有两人依次随机地从
袋中各取一球，取后不放回，则第二个人取得黄球的概率是 ．

解. 应填 2

5
．由抽签的公平性，第二个人取得黄球的概率为 20

50
=

2

5
．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 二元函数 f (x , y ) =

( x y

x 2+ y 2
, (x , y ) 6= (0, 0),

0, (x , y ) = (0, 0)
在点 (0,0)处 · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)连续，偏导数存在． (B)连续，偏导数不存在．
(C)不连续，偏导数存在． (D)不连续，偏导数不存在．

解. 应选 (C)．先看连续性：由于
lim

(x ,y )→(0,0)
y=x

f (x , y ) = lim
x→0

x 2

x 2+ x 2
=

1

2
6= f (0,0),

因此 f (x , y )在 (0, 0)处不连续．再看偏导数：按定义
∂ f (0,0)
∂ x

=
d

dx
f (x ,0)
���

x=0
,

∂ f (0, 0)
∂ y

=
d

dy
f (0, y )
���

y=0
;

由于对任何 x 有 f (x ,0) = 0，对任何 y 有 f (0, y ) = 0，所以
∂ f (0,0)
∂ x

= 0,
∂ f (0,0)
∂ y

= 0.

即在点 (0,0)处的两个偏导数都存在．

2. 设在区间 [a , b ]上 f (x )> 0, f ′(x )< 0, f ′′(x )> 0，令

S1 =
∫ b

a
f (x )dx , S2 = f (b )(b −a ), S3 =

1

2
[ f (a )+ f (b )](b −a ),

则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) S1 < S2 < S3． (B) S2 < S1 < S3． (C) S3 < S1 < S2． (D) S2 < S3 < S1．

解. 应选 (B)．由 f (x )> 0, f ′(x )< 0, f ′′(x )> 0可知，曲线 y = f (x )是上半平面的一
段下降的凹弧，y = f (x )的图形大致如下图：
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S1 =
∫ b

a
f (x )dx 是曲边梯形 AB C D 的面积；

S2 = f (b )(b −a )是矩形 AB C E 的面积；
S3 =

1

2
[ f (a )+ f (b )](b −a )是梯形 AB C D 的面积．

由图可见 S2 < S1 < S3．

3. 设F (x ) =
∫ x+2π

x
esin t sin t dt，则 F (x ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)为正常数． (B)为负常数． (C)恒为零． (D)不为常数．

解. 应选 (A)．由于函数 esin t sin t 是以 2π为周期的函数，所以

F (x ) =
∫ x+2π

x
esin t sin t dt =

∫ 2π
0

esin t sin t dt .

下面估计它的值：
F (x ) =
∫ 2π

0
esin t sin t dt =

∫ π
0

esin t sin t dt +
∫ 2π
π

esin t sin t dt

=
∫ π

0
esin t sin t dt +

∫ π
0

e−sin u (−sin u )du

=
∫ π

0
(esin t −e−sin t )sin t dt

当 0< t <π时，sin t > 0，esin t −e−sin t > 0，所以 F (x )> 0．

4. 设 α1 =

a1

a2

a3

, α2 =

b1

b2

b3

, α3 =

c1

c2

c3

，则三条直线
a1 x + b1 y + c1 = 0, a2 x + b2 y + c2 = 0, a3 x + b3 y + c3 = 0

（其中 a 2
i + b 2

i 6= 0, i = 1, 2, 3）交于一点的充要条件是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) α1,α2,α3线性相关．
(B) α1,α2,α3线性无关．
(C)秩 r (α1,α2,α3) =秩 r (α1,α2)．
(D) α1,α2,α3线性相关，α1,α2线性无关．
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解. 应选 (D)．三条直线交于一点的充要条件是方程组
a1 x + b1 y + c1 = 0

a2 x + b2 y + c2 = 0

a3 x + b3 y + c3 = 0

⇒


a1 x + b1 y =−c1

a2 x + b2 y =−c2

a3 x + b3 y =−c3

有唯一解．将上述方程组写成矩阵形式 AX = b，其中

A =

a1 b1

a2 b2

a3 b3

 , b =

−c1

−c2

−c3

 .
则 AX = b 有唯一解等价于 r (A) = r [A

...b ] = 2，即 α1,α2线性无关，α1,α2,α3线
性相关．

5. 设两个相互独立的随机变量 X 和 Y 的方差分别为 4和 2，则随机变量 3X − 2Y

的方差是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 8． (B) 16． (C) 28． (D) 44．

解. 应选 (D)．因 X 与 Y 独立，故 3X 和 2Y 也相互独立．由方差的性质有
D (3X −2Y ) =D (3X ) +D (−2Y ) = 9D (X )+4D (Y ) = 44.

三、计算题（本题共 3小题，每小题 5分，满分 15分）

1. 计算 I =
∫∫∫

Ω
(x 2+ y 2)dV，其中 Ω为平面曲线

¨
y 2 = 2z ,

x = 0
绕 z 轴旋转一周形成

的曲面与平面 z = 8所围成的区域．

解. 采用柱面坐标，Dz =
�
(x , y )|x 2+ y 2 ¶ 2z

	，
I =
∫∫∫

Ω
(x 2+ y 2)dv =

∫ 8
0

dz
∫∫

Dz

r 2 · r dr dθ =
∫ 8

0
dz
∫ 2π

0
dθ
∫ p2z

0
r 3 dr =

1024π

3
.

2. 计算曲线积分
∮

C
(z − y )dx +(x −z )dy +(x − y )dz，其中C 是曲线

¨
x 2+ y 2 = 1,

x − y + z = 2,

从 z 轴正向往 z 轴负向看，C 的方向是顺时针的．

解. 用斯托克斯公式来计算：记 S 为平面 x − y + z = 2上 C 所围有限部分，由 L的
定向，按右手法则 S 取下侧．原积分

I =
∫∫

S

��������
dy dz dz dx dx dy
∂

∂ x

∂

∂ y

∂

∂ z

z − y x − z x − y

��������=
∫∫

S
2 dx dy .
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S 在 x y 平面上的投影区域Dx y 为 x 2+ y 2 ¶ 1．从而得

I =−
∫∫

Dx y

2dx dy =−2π.

3. 在某一人群中推广新技术是通过其中已掌握新技术的人进行的．设该人群的总
人数为N，在 t = 0时刻已掌握新技术的人数为 x0，在任意时刻 t 已掌握新技术
的人数为 x (t )（将 x (t )视为连续可微变量），其变化率与已掌握新技术人数和
未掌握新技术人数之积成正比，比例常数 k > 0，求 x (t )．

解. 由题意可得初值问题 
dx

dt
= k x (N − x ),

x (0) = x0.

将微分方程分离变量得
dx

x (N − x )
= k dt ⇒ 1

N

�
1

x
+

1

N − x

�
dx = k dt .

积分可得
1

N
ln

x

N − x
= k t +C0, ⇒ x =

C N ek N t

1+C ek N t
.

以 x (0) = x0代入可得 C =
x0

N − x0
，故所求函数为

x =
N x0ek N t

N − x0+ x0ek N t
.

四、计算题（本题共 2小题，第 (1)小题 6分，第 (2)小题 7分，满分 13分）

1. 设直线 L :

¨
x + y + b = 0,

x +a y − z −3= 0
在平面 Π上，且平面 Π与曲面 z = x 2+ y 2相切于

点 (1,−2, 5)，求 a , b 之值．

解. 曲面 S 在点M0的法向量
n = {2x , 2y ,−1}��

M0
= {2,−4,−1}.

切平面 Π的方程是
2(x −1)−4(y +2)− (z −5) = 0,

即 2x −4y − z −5= 0．将直线 L 的方程改写成参数方程¨
y =−x − b ,

z = (1−a )x −a b −3.

将它代入平面 Π方程得
2x −4(−x − b )− (1−a )x +a b +3−5= 0,

即 (5+a )x +4b +a b −2= 0．解得 a =−5, b =−2．
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2. 设函数 f (u )具有二阶连续导数，而 z = f (ex sin y )满足方程 ∂ 2z

∂ x 2
+
∂ 2z

∂ y 2
= e2x z，

求 f (u )．

解. 由复合函数求导法则得到
∂ z

∂ x
= f ′(u )∂ u

∂ x
= f ′(u )ex sin y ,

∂ z

∂ y
= f ′(u )∂ u

∂ y
= f ′(u )ex cos y ,

∂ 2z

∂ x 2
= f ′(u )ex sin y + f ′′(u )e2x sin2 y ,

∂ 2z

∂ y 2
= f ′′(u )e2x cos2 y − f ′(u )ex sin y .

将后两式代入题设方程得
∂ 2z

∂ x 2
+
∂ 2z

∂ y 2
= f ′′(u )e2x = e2x f (u ) ⇒ f ′′(u )− f (u ) = 0.

这是二阶线性常系数齐次方程，解得
f (u ) =C1eu +C2e−u ,

其中 C1, C2为任意常数．

五、（本题满分 6分）
设 f (x )连续，φ(x ) =

∫ 1
0

f (x t )dt，且 lim
x→0

f (x )
x
= A（A为常数），求 φ′(x )并讨

论 φ′(x )在 x = 0处的连续性．

解. 由题设 lim
x→0

f (x )
x
= A知， f (0) = 0, f ′(0) = A，且有 φ(0) = 0．当 x 6= 0时有

φ(x ) =
∫ 1

0
f (x t )dt =

∫ x

0
f (u )du

x
⇒ φ′(x ) =

x f (x )−
∫ x

0
f (u )du

x 2
,

当 x = 0时有

φ′(0) = lim
x→0

φ(x )−φ(0)
x

= lim
x→0

∫ x

0
f (u )du

x 2
= lim

x→0

f (x )
2x
=

A

2
.

从而

lim
x→0
φ′(x ) = lim

x→0

x f (x )−
∫ x

0
f (u )du

x 2
= lim

x→0

f (x )
x
− lim

x→0

∫ x

0
f (u )du

x 2

= A− A

2
=

A

2
=φ′(0),

即 φ′(x )在 x = 0处连续．

六、（本题满分 8分）
设 a1 = 2, an+1 =

1

2

�
an +

1

an

�
, n = 1, 2, · · ·，证明：

(Ⅰ) lim
n→∞an 存在； (Ⅱ)级数

∞∑
n=1

�
an

an+1
−1
�
收敛．
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解. (Ⅰ)显然 an > 0，由均值不等式易知

an+1 =
1

2

�
an +

1

an

�
¾ 1

2
·2= 1 ⇒ an+1

an
=

1

2

�
1+

1

a 2
n

�
¶ 1

2

�
1+

1

1

�
= 1.

因此，an 单调下降且有下界．所以极限 lim
n→+∞an 存在．

(Ⅱ)由递推公式得 lim
n→+∞an = 1．令 bn =

an

an+1
−1，则有

ρ = lim
n→∞

bn+1

bn
= lim

n→∞
1

4
· a 2

n +1

a 2
n+1+1

· a 2
n −1

a 2
n

= 0< 1.

由比值判别法知级数
∞∑

n=1

�
an

an+1
−1
�
收敛．

七、解答题（本题共 2小题，第 1小题 5分，第 2小题 6分，满分 11分）

1. 设 B 是秩为 2的 5×4矩阵，
α1 = (1, 1, 2, 3)T ,α2 = (−1, 1, 4,−1)T ,α3 = (5,−1,−8, 9)T

是齐次线性方程组 B x = 0的解向量，求 B x = 0的解空间的一个标准正交基．

解. 因秩 r (B ) = 2，故解空间的维数 n − r (B ) = 4− 2= 2．又因 α1,α2线性无关，且
是方程组 B x = 0的解，故 α1,α2是解空间的基．先将其正交化得

β1 =α1 = (1, 1, 2, 3)T ,

β2 =α2− (α2,β1)
(β1,β1)

β1 = (−1, 1, 4,−1)T − 5

15
(1,1, 2, 3)T =

2

3
(−2, 1, 5,−3)T .

再将其单位化得
η1 =

β1��β1

�� = 1p
15
(1, 1, 2, 3)T , η2 =

β2��β2

�� = 1p
39
(−2,1, 5,−3)T ,

即为所求的一个标准正交基．

2. 已知 ξ=

 11
−1

是矩阵 A =

 2 −1 2

5 a 3

−1 b −2

的一个特征向量．
(Ⅰ)试确定参数 a , b 及特征向量 ξ所对应的特征值；
(Ⅱ)问 A能否相似于对角阵？说明理由．

解. (Ⅰ)设 ξ是矩阵 A的属于特征值 λ0的特征向量，即 Aξ=λ0ξ, 2 −1 2

5 a 3

−1 b −2


 11
−1

=λ0

 11
−1

 ⇒


2−1−2=λ0,

5+a −3=λ0,

−1+ b +2=−λ0.

解得 λ0 =−1, a =−3, b = 0．
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(Ⅱ)将 (I)解得的 a =−3, b = 0代入矩阵 A，得

A =

 2 −1 2

5 −3 3

−1 0 −2

 .
其特征方程为

|λE −A|=
�������
λ−2 1 −2

−5 λ+3 −3

1 0 λ+2

�������= (λ+1)3 = 0,

知矩阵 A的特征值为 λ1 =λ2 =λ3 =−1．由于

r (−E −A) = r

−3 1 −2

−5 2 −3

1 0 1

= 2,

从而 λ=−1只有一个线性无关的特征向量，故 A不能相似对角化．

八、（本题满分 5分）
设 A是 n 阶可逆方阵，将 A的第 i 行和第 j 行对换后得到的矩阵记为 B．
(Ⅰ)证明 B 可逆； (Ⅱ)求 AB−1．

解. 由于 B = Ei j A，其中 Ei j 是初等矩阵

Ei j =



1
...

0 1
...

1 0
...

1



i

j

(Ⅰ)因为 A可逆，|A| 6= 0,故 |B |= ��Ei j A
��= ��Ei j

�� · |A|=−|A| 6= 0，所以 B 可逆．
(Ⅱ)由 B = Ei j A，知 AB−1 = A(Ei j A)−1 = AA−1E −1

i j = E −1
i j = Ei j .

九、（本题满分 7分）
从学校乘汽车到火车站的途中有 3个交通岗，假设在各个交通岗遇到红灯的
事件是相互独立的，并且概率都是 2

5
．设 X 为途中遇到红灯的次数，求随机变

量 X 的分布律、分布函数和数学期望．

解. (Ⅰ)由题意知 X ∼ B
�

3,
2

5

�
，从而

P {X = k}=C k
3 p k (1−p )3−k , k = 0,1, 2, 3.
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求得 X 的分布律为
P {X = 0}= 27

125
, P {X = 1}= 54

125
,

P {X = 2}= 36

125
, P {X = 3}= 8

125
.

(Ⅱ) X 的分布函数为

F (x ) =
∑
k¶x

P {X = k}=



0, x < 0,
27

125
, 0¶ x < 1,

81

125
, 1¶ x < 2,

117

125
, 2¶ x < 3,

1, x ¾ 3.

(Ⅲ) X 的数学期望为 E X = np = 3 · 2
5
=

6

5
．

十、（本题满分 5分）
设总体 X 的概率密度为

f (x ) =

¨
(θ +1)x θ , 0< x < 1,

0, 其它,

其中 θ >−1是未知参数．x1, x2, · · · , xn 是来自总体 X 的一个容量为 n的简单随
机样本，分别用矩估计法和最大似然估计法求 θ 的估计量．

解. (Ⅰ)由期望的定义：
E (X ) =
∫ +∞
−∞

x f (x )dx =
∫ 1

0
x (θ +1)x θ dx =

∫ 1
0
(θ +1)x θ+1 dx

= (θ +1)
∫ 1

0
x θ+1 dx = (θ +1)

x θ+2

θ +2

����1
0

=
θ +1

θ +2
.

而样本均值 X =
1

n

n∑
i=1

X i ,用样本均值估计期望有 E X = X，即 θ +1

θ +2
= X ,解

得未知参数 θ 的矩估计量为 θ̂ = 2X −1

1−X
．

(Ⅱ)设 x1, x2, · · · , xn 是相应于样本 X1, X2, · · · , Xn 的样本值，则样本的似然函数为

L =

(θ +1)n
n∏

i=1

x θi , 0< xi < 1 (i = 1,2, · · · , n );

0, 其他.

当 0 < xi < 1时，
n∏

i=1

x θi > 0，又 θ > −1,故 θ + 1 > 0，即 (θ +1)n > 0．所以
L (θ )> 0．

ln L = ln

�
(θ +1)n

n∏
i=1

x θi

�
= n ln(θ +1)+

n∑
i=1

ln x θi = n ln(θ +1)+θ
n∑

i=1

ln xi .
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令导数等于零，即
dln L

dθ
=

n

θ +1
+

n∑
i=1

ln xi = 0,

解得 θ 的最大似然估计值为
θ̂ =−1− n

n∑
i=1

ln xi

,

从而得 θ 的最大似然估计量为
θ̂ =−1− n

n∑
i=1

ln X i

.
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一九九八年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. lim
x→0

p
1+ x +

p
1− x −2

x 2
= ．

解. 应填 −1

4
．用四则运算将分子化简，再用等价无穷小替换：

原式= lim
x→0

�p
1+ x +

p
1− x −2
� �p

1+ x +
p

1− x +2
�

x 2
�p

1+ x +
p

1− x +2
�

= lim
x→0

�p
1+ x +

p
1− x
�2−4

x 2
�p

1+ x +
p

1− x +2
� = lim

x→0

2
�p

1− x 2−1
�

4x 2
= lim

x→0

−1

2
x 2

2x 2
=−1

4
.

2. 设 z =
1

x
f (x y )+ yφ(x + y )， f ,φ具有二阶连续导数，则 ∂ 2z

∂ x∂ y
= ．

解. 应填 y f ′′(x y )+φ′(x + y )+ yφ′′(x + y )．对两项分别用不同的求导顺序较简单：
∂ 2z

∂ x∂ y
=
∂

∂ x

h
∂

∂ y

�
1

x
f (x y )
�i
+
∂

∂ y

h
∂

∂ x

�
yφ(x + y )
�i

=
∂

∂ x

h
1

x
f ′(x y )x
i
+
∂

∂ y

�
yφ′(x + y )
�

=
∂

∂ x

�
f ′(x y )
�
+
∂

∂ y

�
yφ′(x + y )
�

= y f ′′(x y )+φ′(x + y )+ yφ′′(x + y ).

3. 设 L 为椭圆 x 2

4
+

y 2

3
= 1，其周长记为 a，则

∮
L
(2x y +3x 2+4y 2)ds = ．

解. 应填 12a．L关于 x轴（y 轴）对称，2x y 关于 y（x）为奇函数，所以
∫

L
2x y ds = 0．

又在 L 上，
x 2

4
+

y 2

3
= 1⇒ 3x 2+4y 2 = 12⇒

∫
L
(3x 2+4y 2)ds =

∫
L

12ds = 12a .

因此原式 =
∫

L
2x y ds +
∫

L
(3x 2+4y 2)ds = 12a．

4. 设 A为 n 阶矩阵，|A| 6= 0，A∗为 A的伴随矩阵，E 为 n 阶单位矩阵．若 A有特
征值 λ，则 (A∗)2+E 必有特征值 ．

解. 应填
� |A|
λ

�2
+ 1．由 |A| 6= 0，A的特征值 λ 6= 0（0是 A的特征值等价于 |A|= 0），

则 A−1有特征值 1

λ
．从而 A∗ = |A|A−1有特征值 |A|

λ
，(A∗)2+E 有特征值

� |A|
λ

�2
+1．
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5. 设平面区域 D 由曲线 y =
1

x
及直线 y = 0, x = 1, x = e2 所围成，二维随机变量

(X , Y )在区域 D 上服从均匀分布，则 (X , Y )关于 X 的边缘概率密度在 x = 2处
的值为 ．

解. 应填 1

4
．因为平面区域

D =
n
(x , y )
���1¶ x ¶ e2,0¶ y ¶ 1

x

o
,

所以区域D 的面积为

SD =
∫ e2

1

1

x
dx = ln x |e2

1 = 2.

从而 (X , Y )的联合概率密度为

f (x , y ) =

(
1

2
, (x , y ) ∈D ,

0, 其他.

当 x < 1或 x > e2时， fX (x ) = 0；当 1¶ x ¶ e2时，

fX (x ) =
∫ +∞
−∞

f (x , y )dy =
∫ 1

x

0

1

2
dy =

1

2x
.

故 fX (2) =
1

4
．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设 f (x )连续，则 d

dx

∫ x

0
t f (x 2− t 2)dt = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) x f (x 2)． (B) −x f (x 2)． (C) 2x f (x 2)． (D) −2x f (x 2)．

解. 应选 (A)．作变量代换 u = x 2− t 2，则有∫ x

0
t f (x 2− t 2)dt =

∫ 0
x 2

−1

2
f (u )du =

1

2

∫ x 2

0
f (u )du ,

从而导函数为
d

dx

∫ x

0
t f (x 2− t 2)dt =

1

2

d

dx

∫ x 2

0
f (u )du =

1

2
f (x 2) · �x 2
�′
= x f (x 2).

2. 函数 f (x ) = (x 2− x −2)
��x 3− x
��不可导点的个数是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 3． (B) 2． (C) 1． (D) 0．

解. 应选 (B)．当 x 6= 0,±1时 f (x )可导，因而只需在 x = 0,±1处考察 f (x )是否可
导．我们有一般的结论：设函数 f (x ) =φ(x )|x −a |，其中φ(x )在 x = a 处连续，
则 f (x )在 x = a 处可导的充要条件是 φ(a ) = 0．这是因为

f ′−(a ) = lim
x→a−

f (x )− f (a )
x −a

= lim
x→a−

φ(x )|x −a |
x −a

=−φ(a ),
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f ′+(a ) = lim
x→a+

f (x )− f (a )
x −a

= lim
x→a+

φ(x )|x −a |
x −a

=φ(a ).

所以 f ′(a )存在当且仅当 f ′−(a ) = f ′+(a )，即 φ(a ) = 0．在这个题目中， f (x ) =

(x 2− x −2)|x ||x −1| |x +1|，记
φ1(x ) = f (x )/|x |= (x 2− x −2)|x −1| |x +1|
φ2(x ) = f (x )/|x −1|= (x 2− x −2)|x | |x +1|
φ3(x ) = f (x )/ |x +1|= (x 2− x −2)|x ||x −1|

则 φ1(0) 6= 0, φ2(−1) = 0, φ3(1) 6= 0．由上面结论知， f (x )在 x = −1处可导，在
x = 0和 x = 1处不可导．因此 f (x )只有 2个不可导点，故应选 (B)．

3. 已知函数 y = y (x )在任意点 x 处的增量∆y =
y∆x

1+ x 2
+α，且当∆x → 0时，α是

∆x 的高阶无穷小，y (0) =π，则 y (1)等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 2π． (B) π． (C) e
π
4． (D) πe

π
4．

解. 应选 (D)．由题设可得
dy

dx
= lim
∆x→0

∆y

∆x
= lim
∆x→0

� y

1+ x 2
+
α

∆x

�
= lim
∆x→0

y

1+ x 2
+ lim
∆x→0

α

∆x
=

y

1+ x 2
.

分离变量并对两边积分得
dy

y
=

dx

1+ x 2
⇒ ln |y |= arctan x +C ⇒ y =C1earctan x .

代入初始条件 y (0) =π得 C1 =π．所以 y =πearctan x，从而 y (1) =πe
π
4．

4. 设矩阵

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

是满秩的，则直线 x −a3

a1−a2
=

y − b3

b1− b2
=

z − c3

c1− c2
与直线 x −a1

a2−a3
=

y − b1

b2− b3
=

z − c1

c2− c3
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)相交于一点． (B)重合． (C)平行但不重合． (D)异面．

解. 应选 (A)．设 L1 :
x −a3

a1−a2
=

y − b3

b1− b2
=

z − c3

c1− c2
, L2 :

x −a1

a2−a3
=

y − b1

b2− b3
=

z − c1

c2− c3
．由题设矩

阵

a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

是满秩的，则由行列式的性质可知
�������
a1 b1 c1

a2 b2 c2

a3 b3 c3

�������=
�������
a1−a2 b1− b2 c1− c2

a2−a3 b2− b3 c2− c3

a3 b3 c3

������� 6= 0

故向量组 (a1−a2, b1−b2, c1− c2)与 (a2−a3, b2−b3, c2− c3)线性无关，从而 L1和
L2不平行．又由 x −a3

a1−a2
=

y − b3

b1− b2
=

z − c3

c1− c2
得 x −a3

a1−a2
−1=

y − b3

b1− b2
−1=

z − c3

c1− c2
−1，即

x −a3− (a1−a2)
a1−a2

=
y − b3− (b1− b2)

b1− b2
=

z − c3− (c1− c2)
c1− c2

.
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同样由 x −a1

a2−a3
=

y − b1

b2− b3
=

z − c1

c2− c3
得 x −a1

a2−a3
+1=

y − b1

b2− b3
+1=

z − c1

c2− c3
+1，即

x −a1+ (a2−a3)
a2−a3

=
y − b3+ (b2− b3)

b2− b3
=

z − c3+ (c2− c3)
c2− c3

.

可见 L1和 L2均过点 (a2−a1−a3, b2− b1− b3, c2− c1− c3)，故两直线相交于一点．

5. 设 A, B 是两个随机事件，且 0< P (A)< 1, P (B )> 0, P (B |A) = P (B |A)，则必有( )

(A) P (A|B ) = P (A|B )． (B) P (A|B ) 6= P (A|B )．
(C) P (AB ) = P (A)P (B )． (D) P (AB ) 6= P (A)P (B )．

解. 应选 (C)．由条件概率公式及条件 P (B |A) = P (B |A)，知
P (AB )
P (A)

=
P (AB )

P (A)
=

P (B )−P (AB )
1−P (A)

整理得 P (AB ) = P (A)P (B )，应选 (C)．

三、（本题满分 5分）
求直线 L :

x −1

1
=

y

1
=

z −1

−1
在平面 Π : x − y + 2z − 1 = 0上的投影直线 L0的方

程，并求 L0绕 y 轴旋转一周所成曲面的方程．

解. 设过 L 且垂直于平面 Π的平面为 Π0，则平面 Π0过直线 L 上的点 (1, 0, 1)且与
不共线的向量 l = (1,1,−1)（直线 L 的方向向量）及 n = (1,−1,2)（平面 Π的法
向量）平行，于是 Π0的方程是�������

x −1 y z −1

1 1 −1

1 −1 2

�������= 0 ⇒ x −3y −2z +1= 0.

从而投影直线 L0的方程为
¨

x − y +2z −1= 0,

x −3y −2z +1= 0.
将 L0写成参数 y 的方程：

(
x = 2y ,

z =−1

2
(y −1).

则绕 y 轴旋转一周所成曲面 S 的参数方程为
x =
s
(2y )2+
�

1

2
(1− y )
�2

cosθ ,

y = y ,

z =
s
(2y )2+
�

1

2
(1− y )
�2

sinθ .

消去 θ 得 S 的一般方程为
x 2+ z 2 = (2y )2+

h
−1

2
(y −1)
i2

,

即 4x 2−17y 2+4z 2+2y −1= 0．
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四、（本题满分 6分）
确定常数 λ，使在右半平面 x > 0上的向量

A(x , y ) = 2x y (x 4+ y 2)λi − x 2(x 4+ y 2)λ j

为某二元函数 u (x , y )的梯度，并求 u (x , y )．

解. 令 P (x , y ) = 2x y (x 4+ y 2)λ,Q (x , y ) =−x 2(x 4+ y 2)λ，则有
∂Q

∂ x
=−2x (x 4+ y 2)λ−λx 2(x 4+ y 2)λ−1 ·4x 3,

∂ P

∂ y
= 2x (x 4+ y 2)λ+2λx y (x 4+ y 2)λ−1 ·2y .

A(x , y ) = (P (x , y ),Q (x , y ))为某二元函数 u (x , y )的梯度等价于 ∂Q

∂ x
=
∂ P

∂ y
，从而

4x (x 4+ y 2)λ(λ+1) = 0⇔λ=−1.

可见，当 λ=−1时，所给向量场为某二元函数的梯度场．为求 u (x , y )，采用折
线法，在右半平面内任取一点，比如点 (1,0)作为积分路径的起点，则有

u (x , y ) =
∫ (x ,y )

(1,0)

2x y dx − x 2 dy

x 4+ y 2
+C =
∫ x

1

2x ·0
x 4+0

dx +
∫ y

0

−x 2

x 4+ y 2
dy +C

=
∫ y

0

−x 2

x 4+ y 2
dy +C =−x 2
h

1

x 2
arctan

y

x 2

iy
0
+C

=−arctan
y

x 2
+C

其中 C 为任意常数．

五、（本题满分 6分）
从船上向海中沉放某种探测仪器，按探测要求，需确定仪器的下沉深度 y (从
海平面算起)与下沉速度 v 之间的函数关系．设仪器在重力作用下，从海平面
由静止开始铅直下沉，在下沉过程中还受到阻力和浮力的作用．设仪器的质量
为m，体积为 B，海水比重为 ρ，仪器所受的阻力与下沉速度成正比，比例系
数为 k（k > 0）．试建立 y 与 v 所满足的微分方程，并求出函数关系式 y = y (v )．

解. 取沉放点为原点 O，铅直向下作为 O y 轴正向，则由牛顿第二定律得
m

d2 y

dt 2
=mg −Bρg −k v, y

��
t=0
= 0, v
��

t=0
= 0.

利用 dy

dt
= v 可得

d2 y

dt 2
=

dv

dt
=

dv

dy
· dy

dt
= v

dv

dy
= v
�

dy

dv

�−1

.

代入上面微分方程消去 t，得到 y 与 v 之间的微分方程
m v
�

dy

dv

�−1

=mg −Bρ−k v, v |y=0 = 0.

分离变量得 dy =
m v

mg −Bρ−k v
dv，两边积分得

y =−m

k
v − m (mg −Bρ)

k 2
ln(mg −Bρ−k v )+C .
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再根据初始条件 v |y=0 = 0，即
C =

m (mg −Bρ)
k 2

ln(mg −Bρ),

故所求 y 与 v 函数关系为

y =−m

k
v − m
�
mg −Bρ
�

k 2
ln
�

mg −Bρ−k v

mg −Bρ

�
.

六、（本题满分 7分）
计算
∫∫

Σ

a x dy dz + (z +a )2 dx dy

(x 2+ y 2+ z 2)
1
2

，其中Σ为下半球面 z =−pa 2− x 2− y 2的上侧，

a 为大于零的常数．

解. 由于被积函数分母中包含 (x 2+ y 2+z 2)
1
2，因此不能立即添加辅助面，需先将曲

面方程代入被积表达式先化简：
I =
∫∫

Σ

a x dy dz + (z +a )2 dx dy

(x 2+ y 2+ z 2)
1
2

=
1

a

∫∫
Σ

a x dy dz + (z +a )2 dx dy .

添加辅助面 Σ1 :

¨
x 2+ y 2 ¶ a 2

z = 0
，其侧向下，则由高斯公式有

I =
1

a

�
Σ+Σ1

a x dy dz + (z +a )2 dx dy − 1

a

∫∫
Σ1

a x dy dz + (z +a )2 dx dy

=
1

a

�
−
∫∫∫

Ω

�
∂ (a x )
∂ x

+
∂
�
(z +a )2
�

∂ z

�
dV −
�
−
∫∫

D
a 2 dx dy
��

=
1

a

�
−
∫∫∫

Ω
(a +2(z +a ))dV +

∫∫
D

a 2 dx dy
�

,

其中 Ω为 Σ与 Σ1所围成的有界闭区域，D = {(x , y )|x 2+ y 2 ¶ a 2}为 Σ1在 x O y

面上的投影．从而
I =

1

a

�
−3a
∫∫∫

Ω
dv −2
∫∫∫

Ω
z dv +a 2
∫∫

D
dx dy
�

=
1

a

�
−3a · 2

3
πa 3−2
∫ 2π

0
dθ
∫ a

0
r dr
∫ 0
−pa 2−r 2

z dz +a 2 ·πa 2

�
=

1

a

�
−πa 4+
∫ 2π

0
dθ
∫ a

0
(a 2r − r 3)dr

�
=

1

a

�
−πa 4+2π · a 4

4

�
=−π

2
a 3.

七、（本题满分 6分）

求 lim
n→∞

 sin
π

n

n +1
+

sin
2π

n

n +
1

2

+ · · ·+ sinπ

n +
1

n

．
解. 先对数列的通项作放缩：

sin
iπ

n
n +1
¶

sin
iπ

n

n +
1

i

¶
sin

iπ

n
n

, i = 1, 2, · · · , n

第 111页 共 316页



⇒
n∑

i=1

sin
iπ

n
n +1
¶

n∑
i=1

sin
iπ

n

n +
1

i

¶
n∑

i=1

sin
iπ

n
n

.

由定积分的定义有：

lim
n→∞

n∑
i=1

sin
iπ

n
n
= lim

n→∞
1

n

n∑
i=1

sin
iπ

n
=
∫ 1

0
sinπx dx =

2

π
,

lim
n→∞

n∑
i=1

sin
iπ

n
n +1

= lim
n→∞

�
n

n +1
· 1

n

n∑
i=1

sin
iπ

n

�
= lim

n→∞
1

n

n∑
i=1

sin
iπ

n
=
∫ 1

0
sinπx dx =

2

π
.

根据夹逼定理知

lim
n→∞

n∑
i=1

sin
iπ

n

n +
1

i

=
2

π
.

八、（本题满分 5分）
设正项数列 {an}单调减少，且

∞∑
n=1

(−1)n an 发散，试问级数
∞∑

n=1

�
1

an +1

�n
是否收

敛？并说明理由．

解. 因正项数列 {an}单调减少有下界 0，知极限 lim
n→∞an 存在，记为 a，则 an ¾ a

且 a ¾ 0．又
∞∑

n=1

(−1)n an 发散，根据莱布尼茨判别法知，必有 a > 0（否则级

数
∞∑

n=1

(−1)n an 收敛）．又正项级数 {an}单调减少，有
�

1

an +1

�n
¶
�

1

a +1

�n
，而

0 <
1

a +1
< 1，级数

∞∑
n=1

�
1

a +1

�n
收敛．根据正项级数的比较判别法，知级数

∞∑
n=1

�
1

an +1

�n
也收敛．

九、（本题满分 6分）
设 y = f (x )是区间 [0,1]上的任一非负连续函数．
(Ⅰ)试证存在 x0 ∈ (0, 1)，使得在区间 [0, x0]上以 f (x0)为高的矩形面积，等于在
区间 [x0, 1]上以 y = f (x )为曲边的梯形面积．

(Ⅱ)又设 f (x )在区间 (0,1)内可导，且 f ′(x ) > −2 f (x )
x
，证明 (I)中的 x0是唯一

的．

解. (Ⅰ)令φ(x ) = x f (x )−
∫ 1

x
f (t )dt，则要证 ∃x0 ∈ (0, 1)，使φ(x0) = 0．因为φ(0)¶ 0

且 φ(1) ¾ 0，若使用零点定理则无法排除端点．这里我们改为对 φ(x )的原
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函数 Φ(x ) =
∫ x

0
φ(t )dt 使用罗尔定理：Φ(0) = 0，由分部积分公式有

Φ(1) =
∫ 1

0
φ(x )dx =
∫ 1

0
x f (x )dx −
∫ 1

0

�∫ 1
x

f (t )dt

�
dx

=
∫ 1

0
x f (x )dx −
��

x
∫ 1

x
f (t )dt

�x=1

x=0

+
∫ 1

0
x f (x )dx

�
= 0.

又由 f (x )在 [0,1]连续得φ(x )在 [0,1]连续，从而Φ(x )在 [0, 1]连续，在 (0,1)

可导．根据罗尔定理，∃x0 ∈ (0, 1)，使 Φ′(x0) =φ(x0) = 0．
(Ⅱ)由 φ′(x ) = x f ′(x )+ f (x )+ f (x ) = x f ′(x )+2 f (x )> 0，知 φ(x )在 (0,1)内单调
增加，故 (1)中的 x0是唯一的．

十、（本题满分 6分）
已知二次曲面方程 x 2+a y 2+ z 2+2b x y +2x z +2y z = 4，可以经过正交变换xy

z

= P

ξη
ζ


化为椭圆柱面方程 η2+4ζ2 = 4，求 a , b 的值和正交矩阵 P．

解. 经正交变换将二次型化为标准形，则有

P −1AP = P −1

1 b 1

b a 1

1 1 1

P =
0 0 0

0 1 0

0 0 4

= B ,

即 A与 B 相似．由相似矩阵的性质有¨
tr(A) = tr(B )
|A|= |B | ⇒

¨
1+a +1= 0+1+4

−(b −1)2 = 0
⇒ a = 3, b = 1.

从而 A =

1 1 1

1 3 1

1 1 1

．它的特征值也是 λ1 = 0, λ2 = 1, λ3 = 4．当 λ1 = 0时，求得

特征向量 α1 = (1,0,−1)T；当 λ2 = 1时，求得特征向量 α2 = (1,−1, 1)T；当 λ3 = 4

时，求得特征向量 α3 = (1,2, 1)T．由实对称矩阵不同特征值对应的特征向量相
互正交，可知 α1,α2,α3相互正交．将 α1,α2,α3单位化，得所求的正交矩阵

P = (η1,η2,η3) =
�
α1

‖α1‖ ,
α2

‖α2‖ ,
α3

‖α3‖
�
=


1p
2

1p
3

1p
6

0 − 1p
3

2p
6

− 1p
2

1p
3

1p
6

 .
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十一、（本题满分 4分）
设 A 是 n 阶矩阵，若存在正整数 k，使线性方程组 Ak x = 0有解向量 α，且
Ak−1α 6= 0，证明：向量组 α, Aα, · · · , Ak−1α是线性无关的．

解. 设有常数 λ0,λ1, · · · ,λk−1，使得
λ0α+λ1Aα+ · · ·+λk−1Ak−1α= 0.

两边左乘 Ak−1，则有
Ak−1
�
λ0α+λ1Aα+ · · ·+λk−1Ak−1α

�
= 0

⇒λ0Ak−1α+λ1Akα+ · · ·+λk−1A2(k−1)α= 0.

因 Akα= 0，从而有 λ0Ak−1α= 0．由题设 Ak−1α 6= 0，所以 λ0 = 0．于是
λ1Aα+ · · ·+λk−1Ak−1α= 0.

两边左乘 Ak−2，则有
Ak−2
�
λ1Aα+ · · ·+λk−1Ak−1α

�
= 0

⇒λ1Ak−1α+ · · ·+λk−1A2k−3α= 0.

同样由 Akα = 0和 Ak−1α 6= 0得 λ1 = 0．类似地可证明 λ2 = · · · = λk−1 = 0．因此
向量组 α, Aα, · · · , Ak−1α是线性无关的．

十二、（本题满分 5分）
已知线性方程组

①


a11 x1+a12 x2+ · · ·+a1,2n x2n = 0,

a21 x1+a22 x2+ · · ·+a2,2n x2n = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an1 x1+an2 x2+ · · ·+an ,2n x2n = 0

的一个基础解系为 (b11, b12, · · · , b1,2n )T , (b21, b22, · · · , b2,2n )T , · · · , (bn1, bn2, · · · , bn ,2n )T，
试写出线性方程组

②


b11 y1+ b12 y2+ · · ·+ b1,2n y2n = 0,

b21 y1+ b22 y2+ · · ·+ b2,2n y2n = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
bn1 y1+ bn2 y2+ · · ·+ bn ,2n y2n = 0

的通解，并说明理由．

解. 方程组②的通解为 k1ξ1+k2ξ2+ · · ·+knξn，其中 k1, k2, · · · , kn 为任意常数，
ξ1 = (a11, a12, · · · , a1,2n )

T ,ξ2 = (a21, a22, · · · , a2,2n )
T , · · · ,ξn = (an1, an2, · · · , an ,2n )

T .

理由：分别记方程组①和②的系数矩阵为 A和 B，则由①的已知基础解系可知
AB T = 0，于是 B AT =

�
AB T
�T
= 0，因此可知 A的 n 个行向量的转置向量为②

的 n 个解向量．由于 B 的秩为 n，故②的解空间维数为 2n −n = n．又 A的秩
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为 2n 与①的解空间维数之差，即为 n，故 A的 n 个行向量线性无关，从而它
们的转置向量构成②的一个基础解系，于是得到②的上述通解．

十三、（本题满分 6分）
设两个随机变量 X , Y 相互独立，且都服从均值为 0、方差为 1

2
的正态分布，求

随机变量 |X − Y |的方差．
解. 令 Z = X −Y，由于 X , Y 相互独立，而且都服从正态分布，因此 Z 也服从正态
分布，且

E (Z ) = E (X )−E (Y ) = 0, D (Z ) =D (X )+D (Y ) =
1

2
+

1

2
= 1.

于是，Z = X − Y ∼N (0, 1)．因为 |X − Y |的期望
E |Z |=
∫ +∞
−∞
|z | · 1p

2π
e−

z 2

2 dz =
2p
2π

∫ +∞
0

z e−
z 2

2 dz

=
2p
2π

∫ +∞
0

e−
z 2

2 d
�

z 2

2

�
=

2p
2π

�
−e−

z 2

2

�+∞
0
=
È

2

π
,

所以 |X − Y |的方差
D |X − Y |=D (|Z |) = E

�|Z |2�− (E |Z |)2
=D (Z )+ (E (Z ))2− (E |Z |)2 = 1− (E |Z |)2 = 1− 2

π
.

十四、（本题满分 4分）
从正态总体N

�
3.4,62
�中抽取容量为 n的样本，如果要求其样本均值位于区间

(1.4, 5.4)内的概率不小于 0.95，问样本容量 n 至少应取多大？
附表：标准正态分布表 Φ(z ) =

∫ z

−∞
1p
2π

e−
t 2

2 dt

z 1.28 1.645 1.96 2.33

Φ(z ) 0.900 0.950 0.975 0.990

解. 由于 X1, X2, · · · , Xn ∼N (3.4, 62),X n =
1

n

n∑
i=1

X i，则U =
X n −3.4

6/
p

n
∼N (0,1)．从而

P
�

1.4< X < 5.4
	
= P
�−2< X −3.4< 2

	
= P
���X −3.4
��< 2
	

= P

� ��X −3.4
��

6

p
n <

2
p

n

6

�
= 2Φ
�p

n

3

�
−1¾ 0.95,

故 Φ
�p

n

3

�
¾ 0.975，查表得到

p
n

3
¾ 1.96，即 n ¾ (1.96×3)2 ≈ 34.57．所以 n 至

少应取 35．

十五、（本题满分 4分）
设某次考试的学生成绩服从正态分布，从中随机地抽取 36位考生的成绩，算
得平均成绩为 66.5分，标准差为 15分．问在显著性水平 0.05下，是否可以认
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为这次考试全体考生的平均成绩为 70分？并给出检验过程．
附表：t 分布表 P {t (n )¶ tp (n )}= p

n

tp (n ) p
0.95 0.975

35 1.6896 2.0301

36 1.6883 2.0281

解. 设该次考试的考生成绩为 X，则 X ∼N (µ,σ2)，从总体 X 抽取的容量为 n的样
本，记 X 为样本均值，S 为样本标准差．则在显著性水平 α= 0.05下建立检验
假设：
(1) H0 :µ=µ0 = 70↔H1 :µ 6= 70．
(2)选取检验统计量 T =

X −µ0

S/
p

n
=

X −70

S/
p

36
∼ t (n −1) = t (35)．

(3)拒绝域为 |T |¾ t1−α/2(n −1) = t0.975(35)．
(4)由 x = 66.5, s = 15可算得 |t |= |66.5−70|

15/
p

36
= 1.4< 2.0301= t0.975(35)．

所以接受假设H0 :µ= 70，即在显著性水平 0.05下，可以认为这次考试全体考
生的平均成绩为 70分．
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一九九九年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题共 5个小题，每小题 3分，满分 15分）

1. lim
x→0

�
1

x 2
− 1

x tan x

�
= ．

解. 应填 1

3
．利用等价无穷小量代换和洛必达法则可得．

lim
x→0

�
1

x 2
− 1

x tan x

�
= lim

x→0

tan x − x

x 2 tan x
= lim

x→0

tan x − x

x 3

= lim
x→0

sec2 x −1

3x 2
= lim

x→0

tan2 x

3x 2
= lim

x→0

x 2

3x 2
=

1

3
.

2. d

dx

∫ x

0
sin
�
(x − t )2
�

dt = ．

解. 应填 sin(x 2)．令 u = x − t，则 dt =−du，所以有
d

dx

∫ x

0
sin
�
(x − t )2
�

dt =
d

dx

∫ 0
x

�−sin
�
u 2
��

du =
d

dx

∫ x

0
sin
�
u 2
�

du = sin(x 2).

3. 微分方程 y ′′−4y = e2x 的通解为 y = ．

解. 应填 y =C1e−2x +
�

C2+
1

4
x
�

e2x，其中 C1, C2为任意常数．原方程对应的齐次方
程 y ′′−4y = 0的特征方程为 λ2−4= 0，解得 λ1 = 2,λ2 =−2，故 y ′′−4y = 0的
通解为 y1 = C1e−2x +C2e2x．由于非齐次项为 f (x ) = e2x，因此原方程的特解可
设为 y ∗ = Ax e2x，代入原方程可求得 A =

1

4
，故所求通解为

y = y1+ y ∗ =C1e−2x +
�

C2+
1

4
x
�

e2x .

4. 设 n 阶矩阵 A的元素全为 1，则 A的 n 个特征值是 ．

解. 应填 n 和 0（n −1重）．因为

|λE −A|=

����������
λ−1 −1 · · · −1

−1 λ−1 · · · −1

· · · · · · · · · · · ·
−1 −1 · · · λ−1

����������
=

����������
λ−n −1 · · · −1

λ−n λ−1 · · · −1

· · · · · · · · · · · ·
λ−n −1 · · · λ−1

����������
= (λ−n )

����������
1 −1 · · · −1

1 λ−1 · · · −1

· · · · · · · · · · · ·
1 −1 · · · λ−1

����������
= (λ−n )

����������
1 −1 · · · −1

0 λ · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · λ

����������
=λn−1(λ−n ).

令 |λE −A|=λn−1(λ−n ) = 0，得到矩阵 A的 n个特征值：λ1 = n（1重），λ2 = 0

（n −1重）．
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5. 设两两相互独立的三事件 A, B 和 C 满足条件：
AB C = ;, P (A) = P (B ) = P (C )<

1

2
, P (A ∪B ∪C ) =

9

16
,

则 P (A) = ．

解. 应填 1/4．因为 P (A) = P (B ) = P (C )，设 P (A) = P (B ) = P (C ) = p，由于 A, B , C 两
两相互独立，所以有

P (AB ) = P (A)P (B ) = p ×p = p 2,

P (AC ) = P (A)P (C ) = p ×p = p 2,

P (B C ) = P (B )P (C ) = p ×p = p 2.

又由于 AB C = ;，因此有 P (AB C ) = P (;) = 0，所以
9

16
= P (A ∪B ∪C )

= P (A)+P (B )+P (C )−P (AC )−P (AB )−P (B C )+P (AB C )

= p +p +p −p 2−p 2−p 2+0= 3p −3p 2.

解得 p =
3

4
或 p =

1

4
．因 P (A) = P (B ) = P (C ) = p <

1

2
，故 p =

1

4
，即 P (A) =

1

4
．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设 f (x )是连续函数，F (x )是 f (x )的原函数，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)当 f (x )是奇函数时，F (x )必是偶函数．
(B)当 f (x )是偶函数时，F (x )必是奇函数．
(C)当 f (x )是周期函数时，F (x )必是周期函数．
(D)当 f (x )是单调增函数时，F (x )必是单调增函数．

解. 应选 (A)． f (x )的原函数 F (x )可以表示为 F (x ) =
∫ x

0
f (t )dt +C，于是

F (−x ) =
∫ −x

0
f (t )dt +C =

∫ x

0
f (−u )d (−u )+C .

当 f (x )为奇函数时， f (−u ) =− f (u )，从而有

F (−x ) =
∫ x

0
f (u )du +C =

∫ x

0
f (t )dt +C = F (x ),

即 F (x )为偶函数．故 (A)为正确选项．(B)、(C)、(D)可分别举反例如下：
f (x ) = x 2是偶函数，但其原函数 F (x ) =

1

3
x 3+1不是奇函数，可排除 (B)；

f (x ) = cos2 x 是周期函数，但其原函数 F (x ) =
1

2
x +

1

4
sin 2x 不是周期函数，可

排除 (C)；
f (x ) = x 在区间 (−∞,+∞)内是单调增函数，但其原函数 F (x ) =

1

2
x 2 在区间

(−∞,+∞)内非单调增函数，可排除 (D)．
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2. 设 f (x ) =


1− cos xp

x
, x > 0,

x 2g (x ), x ¶ 0,
其中 g (x )是有界函数，则 f (x )在 x = 0处 · · · ( )

(A)极限不存在． (B)极限存在，但不连续．
(C)连续，但不可导． (D)可导．

解. 应选 (D)．因为

f ′+(0) = lim
x→0+

f (x )− f (0)
x −0

= lim
x→0+

1− cos x

x
p

x
= lim

x→0+

1

2
x 2

x
p

x
= 0,

f ′−(0) = lim
x→0−

f (x )− f (0)
x −0

= lim
x→0−

x 2g (x )
x
= lim

x→0−
x g (x ) = 0,

从而， f ′(0)存在，且 f ′(0) = 0，故正确选项为 (D)．

3. 设 f (x ) =

x , 0¶ x ¶ 1

2

2−2x ,
1

2
< x < 1

，S (x ) =
a0

2
+
∞∑

n=1

an cos nπx , −∞< x <+∞，其中

an = 2
∫ 1

0
f (x )cos nπx dx（n = 0, 1, 2, · · ·），则 S

�
−5

2

�
等于 · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
1

2
． (B) −1

2
． (C)

3

4
． (D) −3

4
．

解. 应选 (C)．由题设知，应先将 f (x )从 [0, 1)作偶延拓，使之成为区间 [−1, 1]上的
偶函数，然后再作周期为 2的周期延拓，再展开为傅里叶级数．因此

S
�
−5

2

�
= S
�
−2− 1

2

�
= S
�
−1

2

�
= S
�

1

2

�
.

而 x =
1

2
是 f (x )的间断点，按狄利克雷定理有

S
�

1

2

�
=

f
�

1

2
−
�
+ f
�

1

2
+
�

2
=

1

2
+1

2
=

3

4
.

4. 设 A是m ×n 矩阵，B 是 n ×m 矩阵，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)当m > n 时，必有行列式 |AB | 6= 0．
(B)当m > n 时，必有行列式 |AB |= 0．
(C)当 n >m 时，必有行列式 |AB | 6= 0．
(D)当 n >m 时，必有行列式 |AB |= 0．

解. 应选 (B)．A是m ×n 矩阵，B 是 n ×m 矩阵，则 AB 是m 阶方阵，因
r (AB )¶min [r (A), r (B )]¶min (m , n ) ,

当m > n 时，有 r (AB ) ¶min[r (A), r (B )] ¶ n <m，即 (AB )x = 0的系数矩阵的
秩小于未知数的个数，故有行列式 |AB |= 0，故应选 (B)．
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5. 设两个相互独立的随机变量 X 和 Y 分别服从正态分布N (0, 1)和N (1,1)，则( )

(A) P {X + Y ¶ 0}= 1

2
． (B) P {X + Y ¶ 1}= 1

2
．

(C) P {X − Y ¶ 0}= 1

2
． (D) P {X − Y ¶ 1}= 1

2
．

解. 应选 (B)．根据正态分布的性质：服从正态分布的独立随机变量的线性组合仍
服从正态分布．因 X和Y 相互独立，且 X ∼N (0,1)，Y ∼N (1,1)，所以

X + Y ∼N (1,2), X − Y ∼N (−1, 2).

将它们标准化得到
X + Y −1p

2
∼N (0, 1),

X − Y +1p
2
∼N (0,1).

则根据标准正态分布的对称性有
P {X + Y ¶ 0}= P

n
X + Y −1p

2
¶− 1p

2

o
<

1

2
,

P {X + Y ¶ 1}= P
n

X + Y −1p
2
¶ 0
o
=

1

2
,

P {X − Y ¶ 0}= P
n

X − Y +1p
2
¶ 1p

2

o
>

1

2
,

P {X − Y ¶ 1}= P
n

X − Y +1p
2
¶ 2p

2

o
>

1

2
.

三、（本题满分 5分）
设 y = y (x )，z = z (x )是由方程 z = x f (x + y )和 F (x , y , z ) = 0所确定的函数，
其中 f 和 F 分别具有一阶连续导数和一阶连续偏导数，求 dz

dx
．

解. 分别在 z = x f (x + y )和 F (x , y , z ) = 0的两端对 x 求导数，得
dz

dx
= f (x , y )+ x
�

1+
dy

dx

�
f ′(x , y )

F ′x + F ′y
dy

dx
+ F ′z

dz

dx
= 0

整理后得 −x f ′(x , y )
dy

dx
+

dz

dx
= f (x , y )+ x f ′(x , y )

F ′y
dy

dx
+ F ′z

dz

dx
=−F ′x

解此方程组得

dz

dx
=

�����−x f ′ f + x f ′

F ′y −F ′x

����������−x f ′ 1

F ′y F ′z

�����
=
( f + x f ′)F ′y − x f ′F ′z

F ′y + x f ′F ′z
(F ′y + x f ′F ′z 6= 0).
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四、（本题满分 5分）
求 I =
∫

L

�
ex sin y − b (x + y )

�
dx +
�
ex cos y −a x
�

dy，其中 a , b 为正常数，L为
从点 A (2a ,0)沿曲线 y =

p
2a x − x 2到点 O (0,0)的弧．

解. 如图，添加从点 O (0,0)沿 y = 0到点 A (2a ,0)的有向直线段 L1，则有

I =
∫

L+L1

�
ex sin y − b (x + y )

�
dx +
�
ex cos y −a x
�

dy

−
∫

L1

�
ex sin y − b (x + y )

�
dx +
�
ex cos y −a x
�

dy .

利用格林公式，前一积分
I1 =
∫∫

D

�
∂Q

∂ x
− ∂ P

∂ y

�
dx dy =
∫∫

D
(b −a )dx dy =

π

2
a 2(b −a ).

其中D 为 L1+ L 所围成的半圆域，后一积分选择 x 为参数，得

I2 =
∫ 2a

0
(−b x )dx =−2a 2b .

从而 I = I1− I2 =
�π

2
+2
�

a 2b − π
2

a 3．

五、（本题满分 6分）
设函数 y (x )（x ¾ 0）二阶可导，且 y ′(x )> 0，y (0) = 1．过曲线 y = y (x )上任意
一点 P
�
x , y
�作该曲线的切线及 x 轴的垂线，上述两直线与 x 轴所围成的三角

形的面积记为 S1，区间 [0, x ]上以 y = y (x )为曲边的曲边梯形面积记为 S2，并
设 2S1−S2恒为 1，求此曲线 y = y (x )的方程．

解. 曲线 y = y (x )上点 P (x , y )处的切线方程为 Y − y (x ) = y ′(x )(X − x )，所以切线
与 x 轴的交点为

�
x − y

y ′ , 0
�
．由于 y ′(x )> 0, y (0) = 1，因此 y (x )> 0（x > 0）．于

是有
S1 =

1

2
y
���x − �x − y

y ′
����= y 2

2y ′ S2 =
∫ x

0
y (t )dt .

根据题设 2S1−S2 = 1，即
2 · y 2

2y ′ −
∫ x

0
y (t )dt = 1.

两边对 x 求导并化简得．这是可降阶得二阶常微分方程，令 p = y ′，则上述方
程可化为 y p

d p

dy
= p 2，分离变量得 d p

p
=

dy

y
，解得 p =C1 y，即 dy

dx
=C1 y ,从而

有 y =C1ex +C2，根据 y (0) = 1, y ′(0) = 1，可得 C1 = 1, C2 = 0，故所求曲线得方
程为 y = ex．
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六、（本题满分 6分）
试证：当 x > 0时，�x 2−1

�
ln x ¾ (x −1)2．

解. 当 x = 1时，原不等式显然成立；当 0< x < 1时，原不等式等价于 ln x ¶ x −1

x +1
；

当 1< x <+∞时，原不等式等价于 ln x ¾ x −1

x +1
．令 f (x ) = ln x − x −1

x +1
，则

f ′(x ) = 1

x
− 2

(x +1)2
=

x 2+1

x (x +1)2
> 0 (x > 0).

又因为 f (1) = 0，利用函数单调性可知当 0 < x < 1时， f (x ) < 0即 ln x <
x −1

x +1
；

当 1 < x < +∞ 时， f (x ) > 0即 ln x >
x −1

x +1
．综上所述，当 x > 0时，总有�

x 2−1
�

ln x ¾ (x −1)2．

七、（本题满分 6分）
为清除井底的污泥，用缆绳将抓斗放入井底，抓起污泥后提出井口（见图），已
知井深 30m，抓斗自重 400N，缆绳每米重 50N，抓斗抓起的污泥重 2000N，
提升速度为 3m/s，在提升过程中，污泥以 20N /s 的速度从抓斗缝隙中漏掉，
现将抓起污泥的抓斗提升至井口，问克服重力需作多少焦耳的功？
（说明：① 1N ×1m = 1J；其中m , N , s , J 分别表示米，牛顿，秒，焦耳；

②抓斗的高度及位于井口上方的缆绳长度忽略不计．）

解. 设抓起污泥的抓斗提升至井口需做功W，当抓斗运动到 x 处时，作用力 f (x )

包括抓斗的自重 400N，缆绳的重力 50(30− x )N，污泥的重力
�
2000− x

3
·20
�

N ,

即 f (x ) = 400+50(30− x )+2000− 20

3
x = 3900− 170

3
x，于是

W =
∫ 30

0

�
3900− 170

3
x
�

dx =
h
3900x − 85

3
x 2
i30

0
= 117000−24500= 91500(J ).
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八、（本题满分 7分）
设 S 为椭球面 x 2

2
+

y 2

2
+ z 2 = 1的上半部分，点 P (x , y , z ) ∈ S，π为 S 在点 P 处

的切平面，ρ(x , y , z )为点 O (0,0, 0)到平面 π的距离，求
∫∫

S

z

ρ(x , y , z )
dS．

解. 设 (X , Y , Z )为 π上任意一点，则 π的方程为
x (X − x ) + y (Y − y )+2z (Z − z ) = 0 ⇒ x

2
X +

y

2
Y + z Z = 1.

由点到平面的公式，O (0,0, 0)到 π的距离

ρ(x , y , z ) =
��Ax +B y +C z

��
p

A2+B 2+C 2
=

��� x
2

x +
y

2
y + z · z
���√√� x

2

�2
+
� y

2

�2
+ z 2

=
�

x 2

4
+

y 2

4
+ z 2
�− 1

2
,

将 S 投影到 x O y 平面，其投影域为 D =
�
(x , y )|x 2+ y 2 ¶ 2

	．由曲面方程知
z =

√√
1−
�

x 2

2
+

y 2

2

�
, (x , y ) ∈D ,于是
∂ z

∂ x
=

−x

2

√√√
1−
�

x 2

2
+

y 2

2

� , ∂ z

∂ y
=

−y

2

√√√
1−
�

x 2

2
+

y 2

2

� ,
因此

dS =

√√
1+
�
∂ z

∂ x

�2
+
�
∂ z

∂ y

�2
dσ=
p

4− x 2− y 2

2

√√√
1−
�

x 2

2
+

y 2

2

� dσ
故有∫∫

S

z

ρ(x , y , z )
dS =
∫∫

S
z

s
x 2

4
+

y 2

4
+ z 2 dS

=
1

4

∫∫
D

�
4− x 2− y 2
�

dσ=
1

4

∫ 2π
0

dθ
∫ p2

0
(4− r 2)r dr =

3π

2
.

九、（本题满分 7分）

设 an =
∫ π

4

0
tann x dx，

(Ⅰ)求
∞∑

n=1

1

n
(an +an+2)的值；

(Ⅱ)试证：对任意的常数 λ> 0，级数
∞∑

n=1

an

nλ
收敛．

解. (Ⅰ)因为
1

n
(an +an+2) =

1

n

∫ π
4

0
tann x (1+ tan2 x )dx =

1

n

∫ π
4

0
tann x sec2 x dx

=
1

n

∫ π
4

0
tann x d(tan x ) =

1

n

∫ 1
0

t n dt =
1

n (n +1)
,
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所以部分和数列
Sn =

n∑
i=1

1

i
(ai +ai+2) =

n∑
i=1

1

i (i +1)
=

n∑
i=1

�
1

i
− 1

i +1

�
= 1− 1

n +1
,

因此
∞∑

n=1

1

n
(an +an+2) = lim

n→∞Sn = 1．
(Ⅱ)令 t = tan x，则有

an =
∫ π

4

0
tann x dx =
∫ 1

0

t n

1+ t 2
<

∫ 1
0

t n dt =
1

n +1
⇒ an

nλ
<

1

nλ(n +1)
<

1

nλ+1
.

由于 λ+1> 0，所以
∞∑

n=1

1

nλ+1
收敛，从而

∞∑
n=1

an

nλ
也收敛．

十、（本题满分 8分）

设矩阵 A =

 a −1 c

5 b 3

1− c 0 −a

，其行列式 |A| = −1，又 A的伴随矩阵 A∗有一个

特征值 λ0，属于 λ0的一个特征向量为 α= (−1,−1,1)T，求 a , b , c 和 λ0的值．

解. 根据题设有 AA∗ = |A|E =−E 和 A∗α=λ0α，于是
AA∗α= Aλ0α=λ0Aα ⇒ −α=λ0Aα.

也即有

λ0

 a −1 c

5 b 3

1− c 0 −a


−1

−1

1

=−
−1

−1

1

 ⇒

λ0(−a +1+ c ) = 1 (1)
λ0(−5− b +3) = 1 (2)
λ0(−1+ c −a ) =−1 (3)

由 (1)(3)两式得 λ0 = 1，把 λ0 = 1代入 (1)和 (2)中得 b =−3, a = c．从而

−1= |A|=
�������

a −1 a

5 −3 3

1−a 0 −a

�������= a −3 ⇒ a = 2.

因此 a = 2, b =−3, c = 2, λ0 = 1．

十一、（本题满分 6分）
设 A为m阶实对称矩阵且正定，B 为m ×n实矩阵，B T 为 B 的转置矩阵，试
证：B T AB 为正定矩阵的充分必要条件是 B 的秩 r (B ) = n．

解.“必要性”：设 B T AB 为正定矩阵，则由定义知，对任意的实 n 维列向量 x 6= 0，
有 x T
�
B T AB
�

x > 0,即 (B x )T A(B x ) > 0，于是，B x 6= 0，即对任意的实 n 维列
向量 x 6= 0，都有 B x 6= 0．因此 B x = 0只有零解，故有 r (B ) = n．
“充分性”：因 �B T AB

�T
= B T AT B = B T AB，故 B T AB 也为实对称矩阵．若

r (B ) = n，则线性方程组 B x = 0只有零解，从而对任意的实 n 维列向量 x 6= 0，
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有 B x 6= 0．又 A为正定矩阵，所以对于 B x 6= 0有 (B x )T A(B x ) = x T
�
B T AB
�

x > 0,

故 B T AB 为正定矩阵．

十二、（本题满分 8分）
设随机变量 X 与 Y 相互独立，下表列出了二维随机变量 (X , Y )的联合分布律
及关于 X 和关于 Y 的边缘分布律中的部分数值，试将其余数值填入表中的空
白处．

X

Y
y1 y2 y3 P {X = xi }= pi

x1
1

8

x2
1

8

P {Y = yj }= pj
1

6
1

解. 由离散型随机变量边缘分布律的定义：
pi · = P {X = xi }=

∑
j

P
�

X = xi , Y = yj

	
=
∑

j

pi j , j = 1, 2, 3.

p· j = P
�

Y = yj

	
=
∑

i

P
�

X = xi , Y = yj

	
=
∑

i

pi j , i = 1,2.

由表知 P
�

Y = y1

	
=

1

6
，P
�

X = x2, Y = y1

	
=

1

8
，所以

P
�

X = x1, Y = y1

	
= P
�

Y = y1

	−P
�

X = x2, Y = y1

	
=

1

6
− 1

8
=

1

24
.

又根据 X 和 Y 相互独立，则有
pi j = P
�

X = xi , Y = yj

	
= P {X = xi }P �Y = yj

	
= pi ·p· j .

因 P
�

X = x1, Y = y1

	
=

1

24
，P
�

Y = y1

	
=

1

6
，所以

P {X = x1}= P
�

X = x1, Y = y1

	
P
�

Y = y1

	 =

1

24
1

6

=
1

4
.

再由边缘分布的定义有
P
�

X = x1, Y = y3

	
= P {X = x1}−P

�
X = x1, Y = y1

	−P
�

X = x1, Y = y2

	
=

1

4
− 1

24
− 1

8
=

1

12
.

又由独立性知

P
�

Y = y3

	
=

P
�

X = x1, Y = y3

	
P {X = x1} =

1

12
1

4

=
1

3
.

由边缘分布定义有
P
�

X = x2, Y = y3

	
= P
�

Y = y3

	−P
�

X = x1, Y = y3

	
=

1

3
− 1

12
=

1

4
.
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再由
∑

i

pi · = 1，所以

P {X = x2}= 1−P {X = x1}= 1− 1

4
=

3

4
.

由边缘分布定义有
P
�

X = x2, Y = y2

	
= P {X = x2}−P

�
X = x2, Y = y1

	−P
�

X = x2, Y = y3

	
=

3

4
− 1

8
− 1

4
=

3

8
.

又
∑

j

p· j = 1，所以

P
�

Y = y2

	
= 1−P
�

Y = y1

	−P
�

Y = y3

	
= 1− 1

6
− 1

3
=

1

2
.

所以填充表格如下：

X

Y
y1 y2 y3 P {X = xi }= pi

x1
1

24

1

8

1

12

1

4

x2
1

8

3

8

1

4

3

4

P {Y = yj }= pj
1

6

1

2

1

3
1

十三、（本题满分 6分）
设总体 X 的概率密度为

f (x ) =

(
6x

θ 3
(θ − x ), 0< x <θ ;

0, 其他.

X1, X2, · · · , Xn 是取自总体 X 的简单随机样本．
(Ⅰ)求 θ 的矩估计量 bθ； (Ⅱ)求 bθ 的方差D

� bθ �．
解. (Ⅰ)由期望的定义：

E (X ) =
∫ +∞
−∞

x f (x )dx =
∫ θ

0
x

6x

θ 3
(θ − x )dx =

∫ θ
0

�
6x 2

θ 2
− 6x 3

θ 3

�
dx

=
6

θ 2

∫ θ
0

x 2 dx − 6

θ 3

∫ θ
0

x 3 dx =
6

θ 2

θ 3

3
− 6

θ 3

θ 4

4
= 2θ − 3θ

2
=
θ

2
.

样本均值 X =
1

n

n∑
i=1

X i，用样本均值估计期望有 E X = X，即 θ

2
= X，解得的

矩估计量 bθ = 2X．
(Ⅱ)由于

E (X 2) =
∫ +∞
−∞

x 2 f (x )dx =
∫ θ

0

6x 3

θ 3
(θ − x )dx =

∫ θ
0

�
6x 3

θ 2
− 6x 4

θ 3

�
dx =

6θ 2

20
,

所以
D (X ) = E (X 2)− [E (X )]2 = 6θ 2

20
−
�
θ

2

�2
=
θ 2

20
,
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从而
D (X ) =D

�
1

n

n∑
i=1

X i

�
=

1

n 2
D

�
n∑

i=1

X i

�
=

1

n 2

n∑
i=1

D (X i )

=
1

n 2

n∑
i=1

D (X ) =
1

n
D (X ) =

θ 2

20n
.

因此 bθ = 2X 的方差为D (bθ ) =D (2X ) = 4D (X ) =
4

n
D (X ) =

θ 2

5n
．
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二〇〇〇年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1.
∫ 1

0

p
2x − x 2 dx = ．

解. 应填 π

4
．由于曲线 y =

p
2x − x 2 =
p

1− (x −1)2是以点 (1, 0)为圆心，以 1为半
径的上半圆周，它与直线 x = 1和 y = 0所围图形的面积为圆面积的 1

4
，即 π

4
．

2. 曲面 x 2+2y 2+3z 2 = 21在点 (1,-2, 2)的法线方程为 ．

解. 应填 x −1

1
=

y +2

−4
=

z −2

6
．令 F (x , y , z ) = x 2+2y 2+3z 2−21，则有

F ′x (1, - 2, 2) = 2x |(1, - 2, 2) = 2,

F ′y (1, - 2, 2) = 4y |(1, - 2, 2) =−8,

F ′z (1, - 2, 2) = 6z |(1, - 2, 2) = 12.

所以曲面在点 (1,−2, 2)处的法线方程为 x −1

2
=

y +2

−8
=

z −2

12
，即

x −1

1
=

y +2

−4
=

z −2

6
.

3. 微分方程 x y ′′+3y ′ = 0的通解为 ．

解. 应填 y =
C1

x 2
+C2．令 p = y ′，原方程化为 x

dp

dx
+3p = 0．分离变量并两边积分，

得方程的通解 p =C x −3．对上式再积分得
y =
∫

C x −3 dx =−C

2
x −2+C2 =

C1

x 2
+C2,
�

C1 =−C

2

�
所以原方程的通解为 y =

C1

x 2
+C2．

4. 已知方程组

1 2 1

2 3 a +2

1 a −2


x1

x2

x3

=
13

0

无解，则 a = ．

解. 应填 −1．化增广矩阵为阶梯形，有
1 2 1

... 1

2 3 a +2
... 3

1 a −2
... 0

→


1 2 1
... 1

0 −1 a
... 1

0 a −2 −3
... −1



→


1 2 1

... 1

0 −1 a
... 1

0 0 (a −3)(a +1)
... a −3


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当 a = 3时，系数矩阵和增广矩阵的秩均为 2，小于未知量的个数，所以方程
组有无穷多解．当 a =−1时，系数矩阵的秩为 2，而增广矩阵的秩为 3，因此
方程组无解．

5. 设两个相互独立的事件 A和 B 都不发生的概率为 1

9
, A发生 B 不发生的概率与

B 发生 A不发生的概率相等，则 P (A) = ．

解. 应填 2

3
．由 P (AB ) = P (AB ) 有 P (A)P (B ) = P (A)P (B )，即有 P (A) [1−P (B )] =

[1−P (A)]P (B )．可得 P (A) = P (B )，P (Ā) = P (B̄ )．从而有
P (AB ) = P (A)P (B ) =

�
P (A)
�2
= [1−P (A)]2 =

1

9
.

解得 P (A) =
2

3
．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，共 15分）

1. 设 f (x ), g (x )是恒大于零的可导函数，且 f ′(x )g (x )− f (x )g ′(x )< 0，则当 a < x < b

时，有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f (x )g (b )> f (b )g (x )． (B) f (x )g (a )> f (a )g (x )．
(C) f (x )g (x )> f (b )g (b )． (D) f (x )g (x )> f (a )g (a )．

解. 应选 (A)．设 F (x ) =
f (x )
g (x )
，则 (F (x ))′ = f ′(x )g (x )− f (x )g ′(x )

g 2(x )
< 0，则 F (x )在 a < x < b

时单调递减，所以对 ∀a < x < b，F (a )> F (x )> F (b )，即
f (a )
g (a )

>
f (x )
g (x )

>
f (b )
g (b )

得 f (x )g (b )> f (b )g (x ),a < x < b，故 (A)为正确选项．

2. 设 S : x 2+ y 2+ z 2 = a 2 (z ¾ 0)，S1为 S 在第一卦限中的部分，则有 · · · · · · · · ( )

(A)
∫∫

S
x dS = 4
∫∫

S1

x dS． (B)
∫∫

S
y dS = 4
∫∫

S1

x dS．

(C)
∫∫

S
z dS = 4
∫∫

S1

x dS． (D)
∫∫

S
x y z dS = 4
∫∫

S1

x y z dS．

解. 应选 (C)．本题中 S 关于 y o z 平面和 x o z 平面均对称，而 f (x , y , z ) = z 对 x , y

均为偶函数，则 ∫∫
S

z dS = 2
∫∫

S∩{x¾0}
z dS = 4
∫∫

S1

z dS

又因为在 S1上将 x 换为 y，y 换为 z，z 换为 x，S1不变（即积分区域 S1关于
x , y , z 轮换对称），从而将被积函数也作此轮换变换后，其积分的值不变，即有

4
∫∫

S1

z dS = 4
∫∫

S1

x dS = 4
∫∫

S1

y dS .

故选项 (C)正确．
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曲面 S 关于 y o z 平面对称，x 为 x 的奇函数，所以
∫∫

S
x dS = 0，而

∫∫
S1

x dS

中 x ¾ 0且仅在 y o z 面上 x = 0，从而
∫∫

S1

x dS > 0，(A)不成立．

曲面S关于 z o x平面对称，y 为 y 的奇函数，所以
∫∫

S
y dS = 0，而
∫∫

S1

x dS > 0，
所以 (B)不成立．
曲面 S 关于 z o x 平面对称，x y z 为 y 的奇函数，所以

∫∫
S

x y z dS = 0，而∫∫
S1

x y z dS > 0，所以 (D)不成立．

3. 设级数
∞∑

n=1

un 收敛，则必收敛的级数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∞∑

n=1

(−1)n
un

n
． (B)

∞∑
n=1

u 2
n．

(C)
∞∑

n=1

(u2n−1−u2n )． (D)
∞∑

n=1

(un +un+1)．

解. 应选 (D)．由
∞∑

n=1

un 收敛，所以
∞∑

n=1

un+1也收敛．由收敛级数的性质知级数
∞∑

n=1

(un +un+1) =
∞∑

n=1

un +
∞∑

n=1

un+1

也收敛，即选项 (D )成立．
(A)错误：取un = (−1)n

1

ln(1+n )
，级数

∞∑
n=1

un收敛，但
∞∑

n=1

(−1)n
un

n
=
∞∑

n=1

(−1)n
1

n ln(1+n )

是发散的．
(B)错误：取 un =

(−1)np
n
，级数

∞∑
n=1

un 收敛，
∞∑

n=1

u 2
n =

∞∑
n=1

1

n
发散；

(C)错误：取 un =
(−1)n−1

n
，级数

∞∑
n=1

un 收敛，但

u2n−1−u2n =
1

2n −1
+

1

2n
=

4n −1

2n (2n −1)
∼ 1

n

由比较审敛法的极限形式知，级数
∞∑

n=1

(u2n−1−u2n )发散．

4. 设 n 维列向量组 α1, · · ·,αm (m < n )线性无关，则 n 维列向量组 β1, · · ·,βm 线性无
关的充分必要条件为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)向量组 α1, · · ·,αm 可由向量组 β1, · · ·,βm 线性表示．
(B)向量组 β1, · · ·,βm 可由向量组 α1, · · ·,αm 线性表示．
(C)向量组 α1, · · ·,αm 与向量组 β1, · · ·,βm 等价．
(D)矩阵 A = (α1, · · ·,αm )与矩阵 B =

�
β1, · · ·,βm

�等价．
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解. 应选 (D)．由反例 α1 = (1,0, 0, 0)T , α2 = (0, 1, 0, 0)T , β1 = (0,0, 1, 0)T , β2 = (0,0, 0, 1)T

可排除选项 (A)，(B)，(C)．剩下的 (D)为正确选项．事实上，矩阵 A = (α1, · · ·,αm )

与矩阵 B =
�
β1, · · ·,βm

�等价的充要条件是 r (A) = r (B )，即
r
�
β1, · · ·,βm

�
= r (α1, · · ·,αm ) =m ,

因此是向量组 β1, · · ·,βm 线性无关的充要条件．

5. 设二维随机变量 (X , Y )服从二维正态分布，则随机变量 ξ= X + Y 与 η= X − Y

不相关的充分必要条件为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) E (X ) = E (Y ). (B) E (X 2)− [E (X )]2 = E (Y 2)− [E (Y )]2 .

(C) E (X 2) = E (Y 2). (D) E (X 2)+ [E (X )]2 = E (Y 2)+ [E (Y )]2 .

解. 应选 (B)．ξ和 η不相关的充分必要条件是它们的协方差 Cov
�
ξ,η
�
= 0．由于

Cov
�
ξ,η
�
=Cov (X + Y , X − Y )

=Cov (X , X )−Cov (X , Y ) +Cov (Y , X )−Cov (Y , Y )

=Cov (X , X )−Cov (Y , Y ) =D (X )−D (Y ).

可见 Cov
�
ξ,η
�
= 0等价于 D (X ) = D (Y )，即 E (X 2)− [E (X )]2 = E (Y 2)− [E (Y )]2，

故正确选项为 (B).

三、（本题满分 5分）
求 lim

x→0

�
2+e

1
x

1+e
4
x

+
sin x

|x |
�

.

解. 由于极限中含有 e
1
x 与 |x |，故应分别求其左极限与右极限．

lim
x→0−

�
2+e

1
x

1+e
4
x

+
sin x

|x |
�
= lim

x→0−

�
2+e

1
x

1+e
4
x

− sin x

x

�
=

2

1
−1= 1,

lim
x→0+

�
2+e

1
x

1+e
4
x

+
sin x

|x |
�
= lim

x→0+

�
2+e

1
x

1+e
4
x

+
sin x

x

�
= 0+1= 1.

左极限与右极限相等，所以 lim
x→0

�
2+e

1
x

1+e
4
x

+
sin x

|x |
�
= 1.

四、（本题满分 6分）
设 z = f
�

x y ,
x

y

�
+ g
�

x

y

�
，其中 f 具有二阶连续偏导数，g 具有二阶连续导数，

求 ∂ 2z

∂ x∂ y
.

解. 根据复合函数的求导公式有
∂ z

∂ x
= f ′1 · y + f ′2 · 1

y
+ g ′ · �− y

x 2

�
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于是
∂ 2z

∂ x∂ y
=
h

f ′′11 x + f ′′12 ·
�
− x

y 2

�i
y + f ′1 +
h

f ′′21 x + f ′′22 ·
�
− x

y 2

�i
1

y

+ f ′2 ·
�
− 1

y 2

�
+ g ′′ · 1

x
· �− y

x 2

�
+ g ′′ ·
�
− 1

x 2

�
= f ′1 − 1

y 2
f ′2 + x y f ′′11− x

y 3
f ′′22− 1

x 2
g ′− y

x 3
g ′′

五、（本题满分 6分）
计算曲线积分 I =

∮
L

x dy − y dx

4x 2+ y 2
，其中 L 是以点 (1, 0)为中心，R 为半径的圆周

(R > 1)，取逆时针方向．

解. 记 P =
−y

4x 2+ y 2
,Q =

x

4x 2+ y 2
,则 ∂ P

∂ x
− ∂Q

∂ y
= 0, (x , y ) 6= (0, 0)．在 L 内加 L1：椭圆

4x 2+ y 2 = ϵ2的顺时针方向．设D 由 L 与 L1所围，D1 : 4x 2+ y 2 ¶ ϵ2，则有
I =
∫

L+L1

x dy − y dx

4x 2+ y 2
−
∫

L1

x dy − y dx

4x 2+ y 2
=
∫∫

D
0 dx dy −
∫

L1

x dy − y dx

4x 2+ y 2

=− 1

ϵ2

∫
L1

x dy − y dx =
1

ϵ2

∫∫
D1

2 dx dy =
2

ϵ2
·π · ϵ

2
· ϵ =π.

六、（本题满分 7分）
设对于半空间 x > 0内任意的光滑有向封闭曲面 S，都有�

S
x f (x )dy dz − x y f (x )dz dx −e2x z dx dy = 0,

其中函数 f (x )在 (0, +∞)内具有连续的一阶导数，且 lim
x→0+

f (x ) = 1，求 f (x )．

解. 由题设条件，由高斯公式可得
0=
�

S
x f (x )dy dz − x y f (x )dz dx −e2x z dx dy

=±
∫∫∫

Ω

�
x f ′(x )+ f (x )− x f (x )−e2x

�
dv.

其中 Ω为 S 所围成的有界闭区域．由 S 的任意性知被积函数应恒等于零．即
x f ′(x )+ f (x )− x f (x )−e2x = 0, (x > 0).

变形后得
f ′(x )+
�

1

x
−1
�

f (x ) =
1

x
e2x , (x > 0)

利用一阶线性非齐次微分方程的通解公式，可得
f (x ) = e
∫
(1− 1

x )dx

�∫
1

x
e2x ·e
∫ � 1

x −1
�

dx
dx +C

�
=

ex

x

�∫
1

x
e2x · x e−x dx +C

�
=

ex

x
(ex +C )
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由于 lim
x→0+

f (x ) = lim
x→0+

�
e2x +C ex

x

�
= 1,故必有 lim

x→0+

�
e2x +C ex
�
= 0，即 C +1= 0,从

而 C =−1．因此 f (x ) =
ex

x
(ex −1)．

七、（本题满分 6分）
求幂级数

∞∑
n=1

1

3n + (−2)n
x n

n
的收敛区域，并讨论该区间端点处的收敛性．

解. 因为

lim
n→∞

|an+1|
|an | = lim

x→∞
[3n + (−2)n ]n

[3n+1+ (−2)n+1] (n +1)
= lim

x→∞

�
1+ (
−2

3
)n
�

n

3
�
1+ (
−2

3
)n+1

�
(n +1)

=
1

3

所以收敛半径为 R = 3，相应的收敛区间为 (−3,3)．当 x = 3时，因为
3n

3n + (−2)n
· 1

n
=

1

1+
�−2

3

�n · 1

n
>

1

2n

且
∞∑

n=1

1

n
发散，由比较审敛法的极限形式，所以原级数在点 x = 3处发散；当

x =−3时，由于
(−3)n

3n + (−2)n
· 1

n
=
� (−3)n +2n

3n +(−2)n
− 2n

3n + (−2)n

�
· 1

n
= (−1)n

1

n
− (2)n

3n + (−2)n
· 1

n
,

分别考虑两个级数，级数
∞∑

n=1

(−1)n
1

n
是收敛的．又因为 lim

n→∞
h
1+
�
−2

3

�ni
n =∞，

从而
2n

3n + (−2)n
· 1

n
=

�
2

3

�n
1+
�
−2

3

�n · 1

n
<
�

2

3

�n
再由

∞∑
n=1

�
2

3

�n
收敛，根据比较审敛法知

∞∑
n=1

� (2)n
3n + (−2)n

· 1

n

�
收敛，于是

∞∑
n=1

� (−3)n

3n + (−2)n
· 1

n

�
收敛，所以原级数在点 x =−3处收敛．所以收敛域为 [−3,3)．

八、（本题满分 7分）
设有一半径为 R 的球体，P0是此球的表面上的一个定点，球体上任一点的密
度与该点到 P0距离的平方成正比 (比例常数 k > 0)，求球体的重心位置．

解. 记所考虑的球体为 Ω，以 Ω的球心为坐标原点O，射线O P0为正 x 轴建立直角
坐标系，则球面方程为：x 2+ y 2+ z 2 = R 2，点 P0的坐标为 (R ,0, 0)，设 Ω的重
心位置为 (x , y , z )，由对称性，得 y = 0, z = 0,设 µ为 Ω上点 (x , y , z )处的密度，
按题设 µ= k
�
(x −R )2+ y 2+ z 2

�，则
x =

∫∫∫
Ω

xµdv∫∫∫
Ω
µdv

=

∫∫∫
Ω

x ·k �(x −R )2+ y 2+ z 2
�

dv∫∫∫
Ω

k
�
(x −R )2+ y 2+ z 2

�
dv

.
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分别计算分子和分母的两个积分得∫∫∫
Ω

k
�
(x −R )2+ y 2+ z 2

�
dv =
∫∫∫

Ω
k
�
x 2+ y 2+ z 2+R 2

�
dv −2k R
∫∫∫

Ω
z dv

= k
∫∫∫

Ω

�
x 2+ y 2+ z 2
�

dv +k
∫∫∫

Ω
R 2 dv −0

= 8k
∫ π

2

0
dθ
∫ π

2

0
dφ
∫ R

0
r 2 · r 2 sinφdr +

4k

3
πR 5

=
4kπR 5

5
+

4k

3
πR 5 =

32

15
kπR 5,∫∫∫

Ω
k x
�
(x −R )2+ y 2+ z 2

�
dv = k
∫∫∫

Ω
x (x 2+ y 2+ z 2+R 2)−2k R

∫∫∫
Ω

x 2 dv

= 0− 2k R

3

∫∫∫
Ω
(x 2+ y 2+ z 2)dv

=−2k R

3
· 4

5
πR 5 =− 8

15
kπR 6.

故

x =−R

4
．因此球体 Ω的重心位置为

�
−R

4
, 0, 0
�
．

九、（本题满分 6分）
设函数 f (x )在 [0,π]上连续，且

∫ π
0

f (x )dx = 0，
∫ π

0
f (x )cos x dx = 0．试证：在

(0,π)内至少存在两个不同的点 ξ1,ξ2，使 f (ξ1) = f (ξ2) = 0．

解. 令 F (x ) =
∫ x

0
f (t )dt ,0¶ x ¶π，则有 F (0) = 0和 F (π) = 0．又由题设，用分部积

分有
0=
∫ π

0
f (x )cos x dx =

∫ π
0

cos x d F (x )

= F (x )cos x
��π

0
+
∫ π

0
F (x )sin x dx =

∫ π
0

F (x )sin x dx .

由积分中值定理知，存在 ξ ∈ (0,π)使
0=
∫ π

0
F (x )sin x dx = F (ξ)sinξ · (π−0).

因为 ξ ∈ (0,π)，sinξ 6= 0，所以推知存在 ξ ∈ (0,π)，使得 F (ξ) = 0．再在区
间 [0,ξ]与 [ξ,π]上对 F (x )用罗尔定理，推知存在 ξ1 ∈ (0,ξ)，ξ2 ∈ (ξ,π)使得
F ′(ξ1) = 0, F ′(ξ2) = 0，即 f (ξ1) = 0, f (ξ2) = 0．

十、（本题满分 6分）

设矩阵 A的伴随矩阵 A∗ =


1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0 −3 0 8

，且 AB A−1 = B A−1+3E，其中 E 为 4

阶单位矩阵，求矩阵 B．
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解. 由 8= |A∗|= |A|3得 |A|= 2，A∗A = 2E．等式 AB A−1 = B A−1+3E 两边右乘 A，整
理得 (A−E )B = 3A．再两边左乘 A∗，整理得 (2E −A∗)B = 6E．于是

B = 6 (2E −A∗)−1 = 6


1 0 0 0

0 1 0 0

−1 0 1 0

0 3 0 −6


−1

= 6


1 0 0 0

0 1 0 0

1 0 1 0

0
1

2
0 −1

6

=


6 0 0 0

0 6 0 0

6 0 6 0

0 3 0 −1

 .

十一、（本题满分 8分）
某试验性生产线每年一月份进行熟练工与非熟练工的人数统计，然后将 1

6
熟

练工支援其他生产部门，其缺额由招收新的非熟练工补齐，新、老非熟练工经
过培训及实践至年终考核有 2

5
成为熟练工．设第 n 年一月份统计的熟练工和

非熟练工所占百分比分别为 xn ,yn 记成向量
�

xn

yn

�
．

(Ⅰ)求
�

xn+1

yn+1

�
与
�

xn

yn

�
的关系式并写成矩阵形式：

�
xn+1

yn+1

�
= A

�
xn

yn

�
;

(Ⅱ)验证 η1 =

�
4

1

�
,η2 =

�−1

1

�
是 A的两个线性无关的特征向量，并求出相应的

特征值；

(Ⅲ)当
�

x1

y1

�
=

12
1

2

时，求 �xn+1

yn+1

�
.

解. (Ⅰ)由题意得 xn+1 =
5

6
xn +

2

5

�
1

6
xn + yn

�
yn+1 =

3

5

�
1

6
xn + yn

� ⇒
xn+1 =

9

10
xn +

2

5
yn

yn+1 =
1

10
xn +

3

5
yn

写成矩阵形式得到�
xn+1

yn+1

�
=

 910

2

5
1

10

3

5

�xn

yn

�
⇒ A =

 910

2

5
1

10

3

5

 .
(Ⅱ)把 η1, η2 作为列向量写成矩阵的形式 (η1,η2)，因为其行列式

��(η1,η2)
�� =
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�����4 −1

1 1

�����= 5 6= 0，可见 η1,η2线性无关．又

Aη1 =

 910

2

5
1

10

3

5

�4
1

�
=

�
4

1

�
=η1, Aη2 =

−1

2
1

2

= 1

2
η2,

因此 η1为 A的属于特征值 λ1 = 1的特征向量，η2为 A的属于特征值 λ2 =
1

2

特征向量．
(Ⅲ)因为 �

xn+1

yn+1

�
= A

�
xn

yn

�
= A2

�
xn−1

yn−1

�
· · ·= An

�
x1

y1

�
= An

12
1

2


因此只要计算 An 即可．令 P =

�
η1,η2

�
=

�
4 −1

1 1

�
，则由 P −1AP =

�
λ1

λ2

�
，

有 A = P

�
λ1

λ2

�
P −1．求得 P −1 =

1

5

�
4 4

−4 1

�
，于是

An = P

�
λ1

λ2

�n
P −1 =

�
4 −1

1 1

�1 �1
2

�n
�4 −1

1 1

�−1

=
1

5

4+
�

1

2

�n
4−
�

1

2

�n
1−
�

1

2

�n
1+4
�

1

2

�n
 .

因此 �
xn+1

yn+1

�
= An

12
1

2

= 1

10

8−3
�

1

2

�n
2+3
�

1

2

�n


十二、（本题满分 8分）
某流水生产线上每个产品不合格的概率为 p（0 < p < 1），各产品合格与否相
互独立，当出现一个不合格产品时即停机检修．设开机后第一次停机时已生产
了产品的个数为 X，求 X 的数学期望 E (X )和方差D (X )．

解. 记 q = 1−p，X 的概率分布为 P {X = k}= q k−1p , (k = 1,2 · · · )．由离散型随机变
量的数学期望定义得，X 的数学期望为

E (X ) =
∞∑

k=1

k P {X = k}=
∞∑

k=1

k q k−1p = p
∞∑

k=1

�
q k
�′

= p

�∞∑
k=1

q k

�′
= p
�

q

1−q

�′
=

1

p
.
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因为
E (X 2) =

∞∑
k=1

k 2P {X = k}=
∞∑

k=1

k 2q k−1p = p

�
q

�∞∑
k=1

q k

�′�′
= p
h

q

(1−q )2

i′
=

2−p

p 2
.

故 X的方差为
D (X ) = E (X 2)− [E (X )]2 = 2−p

p 2
− 1

p 2
=

1−p

p 2
.

十三、（本题满分 8分）
设某种元件的使用寿命 X 的概率密度为 f (x ;θ ) =

¨
2e−2(x−θ ), x ¾ θ
0, x <θ

其中 θ > 0

为未知参数，又设 x1, x2, · · ·, xn 是 X 的一组样本观测值，求参数 θ 的最大似然
估计值．

解. 似然函数为

L (θ ) = L (x1, x2, · · ·, xn ,θ ) =
n∏

i=1

f (xi ;θ ) =

2n e
−2

n∑
i=1
(xi−θ )

, x ¾ θ (i = 1,2, · · · , n )
0,其他

当 xi ¾ θ (i = 1, 2, · · · , n )时，L (θ )> 0，所以 ln L (θ ) = n ln2−2
n∑

i=1

(xi −θ )．而
d ln L (θ )

dθ
= 2n > 0,

所以 L (θ )单调增加．要使得 L (θ )值最大，θ 是越大越好．又由于 θ 必须满足
xi ¾ θ (i = 1, 2, · · · , n )，因此当θ取 x1, x2, ···, xn中的最小值时，xi ¾ θ (i = 1,2, · · · , n )

恒成立，且此时 L (θ )取最大值，所以 θ 的最大似然估计值为bθ =min(x1, x2, · · ·, xn ).
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二〇〇一年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设 y = ex (c1 sin x + c2 cos x )（c1, c2 为任意常数）为某二阶常系数线性齐次微分
方程的通解，则该方程为 ．

解. 应填 y ′′−2y ′+2y = 0．由题设知对应特征方程的特征根 λ1,2 =α±β i = 1± i，从
而特征方程为 (λ− (1+ i )) (λ− (1− i )) = λ2− 2λ+ 2 = 0，于是所求二阶常系数线
性齐次微分方程为 y ′′−2y ′+2y = 0．

2. 设 r =
p

x 2+ y 2+ z 2，则 div(grad r )|(1,−2,2) = ．

解. 应填 2

3
．先计算偏导数：

∂ r

∂ x
=

xp
x 2+ y 2+ z 2

=
x

r
⇒ ∂ 2r

∂ x 2
=

r − x
∂ r

∂ x
r 2

=
r 2− x 2

r 3
.

类似可得
∂ r

∂ y
=

y

r
,

∂ 2r

∂ y 2
=

r 2− y 2

r 3
;

∂ r

∂ z
=

z

r
,

∂ 2r

∂ z 2
=

r 2− z 2

r 3
.

根据定义有
div(grad r ) =

∂ 2r

∂ x 2
+
∂ 2r

∂ y 2
+
∂ 2r

∂ z 2
=

2

r
=

2p
x 2+ y 2+ z 2

.

于是
div(grad r )|(1,−2,2) =

2p
x 2+ y 2+ z 2

����
(1,−2,2)

=
2p

12+ (−2)2+22
=

2

3
.

3. 交换二次积分的积分次序：
∫ 0
−1

dy
∫ 1−y

2
f (x , y )dx = ．

解. 应填
∫ 2

1
dx
∫ 1−x

0
f (x , y )dy．注意在 −1¶ y ¶ 0内，2¾ 1− y．所以需要先交换

积分上下限再交换积分次序：∫ 0
−1

dy
∫ 1−y

2
f (x , y )dx =−

∫ 0
−1

dy
∫ 2

1−y
f (x , y )dx

=−
∫ 2

1
dx
∫ 0

1−x
f (x , y )dy =

∫ 2
1

dx
∫ 1−x

0
f (x , y )dy .

4. 设矩阵 A满足 A2+A−4E = 0，其中 E 为单位矩阵，则 (A−E )−1= ．

解. 应填 1

2
(A+2E )．由题设可得 (A−E ) (A+2E ) = 2E．从而

(A−E ) · 1
2
(A+2E ) = E ⇒ (A−E )−1 =

1

2
(A+2E ) .
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5. 设随机变量 X 的方差为 2，则根据切比雪夫不等式有估计 P {|X −E (X )|¾ 2} ¶
．

解. 应填 1/2．根据切比雪夫不等式有
P {|X −E (X )|¾ 2}¶ D (X )

22
=

2

22
=

1

2
.

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设函数 f (x )在定义域内可导，y = f (x )的图形如下图所示，

则导函数 y = f ′(x )的图形为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) (B)

(C) (D)

解. 应选 (D)．从题设图形可见，在 y 轴的左侧，曲线 y = f (x )是严格单调增加的，
因此当 x < 0时，一定有 f ′(x )> 0，对应 y = f ′(x )图形必在 x 轴的上方，由此
可排除 (A)和 (C)．又 y = f (x )的图形在 y 轴右侧靠近 y 轴部分单调增加，所
以在这一段内一定有 f ′(x ) > 0，对应 y = f ′(x )图形必在 x 轴的上方，进一步
可排除 (B)，故正确答案为 (D)．

2. 设函数 f (x , y )在点 (0, 0)附近有定义，且 f ′x (0, 0) = 3, f ′y (0, 0) = 1，则 · · · · · · ( )

(A) dz |(0,0) = 3dx +dy．
(B)曲面 z = f (x , y )在点 (0,0, f (0, 0))的法向量为 (3,1, 1)．

(C)曲线
¨

z = f (x , y )
y = 0

在点 (0, 0, f (0,0))的切向量为 (1, 0, 3)．
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(D)曲线
¨

z = f (x , y )
y = 0

在点 (0,0, f (0, 0))的切向量为 (3,0, 1)．

解. 应选 (C)．因为偏导数存在未必能保证可微，所以可以排除 (A)．令 F (x , y , z ) =

z − f (x , y )，则有 F ′x = − f ′x , F ′y = − f ′y , F ′z = 1．因此过点 (0, 0, f (0,0))的法向量为

±�F ′x , F ′y , F ′z
�
=±�− f ′x ,− f ′y ,1

�
=±(3, 1, 1)，可排除 (B)．曲线

¨
z = f (x , y )
y = 0

可表示为

参数形式：


x = x

y = 0

z = f (x , 0)
，点 (0,0, f (0, 0))的切向量为 ±�1, 0, f ′x (0,0)

	
=±{1,0, 3}．

故正确选项为 (C)．

3. 设 f (0) = 0，则 f (x )在点 x = 0可导的充要条件为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) lim
h→0

1

h 2
f (1− cosh)存在． (B) lim

h→0

1

h
f (1−eh )存在．

(C) lim
h→0

1

h 2
f (h − sinh)存在． (D) lim

h→0

1

h

�
f (2h )− f (h )
�存在．

解. 应选 (B)．因为令 x = 1−eh 可得
lim
h→0

1

h
f (1−eh ) = lim

x→0

f (x )
ln(1− x )

=− lim
x→0

f (x )
x
=− lim

x→0

f (x )− f (0)
x −0

=− f ′(0).

可见若 f (x )在点 x = 0可导，则极限 lim
h→0

1

h
f (1−eh )一定存在；反过来也成立．

4. 设 A =


1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

 , B =


4 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

，则 A与 B · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)合同且相似． (B)合同但不相似．
(C)不合同但相似． (D)不合同且不相似．

解. 应选 (A)．因为 A是实对称矩阵，故 A必相似于一对角阵 Λ．又由相似矩阵有
相同的特征值，相同的秩，知 A与 Λ有相同的秩，故 r (Λ) = r (A) = 1，即 Λ对
角线上有 3个元素为零．因此，λ1 =λ2 =λ3 = 0是 A的特征值．由特征值的和
等于矩阵主对角线元素之和，知

4∑
i=1

λi =λ4 =
4∑

i=1

ai i = 4.

故 λ4 = 4．即 A有特征值 λ= 4和λ= 0（三重根），和对角阵 B 的特征值完全一
致，故 A,B 相似．又由两矩阵合同的充要条件：实对称矩阵 A与 B 合同的充
要条件是 A与 B 相似．知 A,B 合同．
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5. 将一枚硬币重复掷 n次，以 X 和 Y 分别表示正面向上和反面向上的次数，则 X

和 Y 的相关系数等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) −1． (B) 0． (C)
1

2
． (D) 1．

解. 应选 (A)．因为 X +Y = n，所以 Y = n −X．由于相关系数ρX ,Y 的绝对值等于 1

的充要条件是 X 与 Y 之间存在线性关系，即 Y = a + b X（其中 a , b 是常数）；
且当 b > 0时 ρX ,Y = 1，当 b < 0时 ρX ,Y =−1．故选 (A)．

三、（本题满分 6分）
求
∫

arctanex

e2x
dx．

解. 由分部积分法可得
原式=−1

2

∫
arctanex d(e−2x ) =−1

2

�
e−2x arctanex −

∫
e−2x d(arctanex )

�
=−1

2

�
e−2x arctanex −

∫
d(ex )

e2x (1+e2x )

�
=−1

2

�
e−2x arctanex −

∫ �
1

e2x
− 1

1+e2x

�
d(ex )
�

=−1

2

�
e−2x arctanex +e−x +arctanex

�
+C .

四、（本题满分 6分）
设函数 z = f (x , y )在点 (1,1)处可微，且

f (1,1) = 1,
∂ f

∂ x

���
(1,1)
= 2,

∂ f

∂ y

���
(1,1)
= 3,φ(x ) = f (x , f (x , x )).

求 d

dx
φ3(x )
���

x=1
．

解. 由题设，设 f ′1 =
∂ f

∂ x
， f ′2 =

∂ f

∂ y
，则有

dφ(x )
dx

=
d

dx

�
f (x , f (x , x ))
�
= f ′1 (x , f (x , x ))+ f ′2 (x , f (x , x ))

�
f (x , x )
�′

= f ′1 (x , f (x , x ))+ f ′2 (x , f (x , x ))
�

f ′1 (x , x )+ f ′2 (x , x )
�

.

所以
dφ(x )

dx

���
x=1
= f ′1 (1,1)+ f ′2 (1, 1)

�
f ′1 (1,1) + f ′2 (1, 1)

�
= 2+3 · [2+3] = 17.

又因为 φ(1) = f (1, f (1,1)) = f (1, 1) = 1，所以
d

dx
φ3(x )
��

x=1
=
h
3φ2(x )

dφ(x )
dx

i ��
x=1
= 3φ2(1)

dφ(x )
dx

���
x=1
= 3 ·1 ·17= 51.
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五、（本题满分 8分）

设 f (x ) =

1+ x 2

x
arctan x , x 6= 0;

1, x = 0.
试将 f (x ) 展开成 x 的幂级数，并求级数

∞∑
n=1

(−1)n

1−4n 2
的和．

解. 因为
(arctan x )′ = 1

1+ x 2
=
∞∑

n=1

(−1)n x 2n , x ∈ (−1,1),

所以

arctan x = arctan0+
∫ x

0
(arctan x )′dx =

∞∑
n=0

(−1)n

2n +1
x 2n+1, x ∈ [−1,1].

于是
f (x ) =

∞∑
n=0

(−1)n

2n +1
x 2n +

∞∑
n=0

(−1)n

2n +1
x 2n+2 = 1+

∞∑
n=1

(−1)n

2n +1
x 2n +

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n −1
x 2n

= 1+
∞∑

n=1

(−1)n 2

1−4n 2
x 2n , x ∈ [−1,1], x 6= 0.

又 x = 0时 f (x )= 1+
∞∑

n=1

(−1)n 2

1−4n 2
x 2n 也成立，从而

f (x ) = 1+
∞∑

n=1

(−1)n 2

1−4n 2
x 2n , x ∈ [−1,1].

因此
∞∑

n=1

(−1)n

1−4n 2
=

1

2

�
f (1)−1
�
=

1

2
· �π

2
−1
�
=
π

4
− 1

2
.

六、（本题满分 7分）
计算 I =
∮

L
(y 2−z 2)dx +(2z 2−x 2)dy +(3x 2− y 2)dz，其中 L是平面 x + y +z = 2

与柱面 |x |+ |y |= 1的交线，从 z 轴正向看去，L 为逆时针方向．

解. 记 S 为平面 x + y + z = 2上由 L 所围成的有界部分的上侧，D 为 S 在 x O y 坐
标面上的投影，D = {(x , y )||x |+ |y |= 1}．则有

(cosα, cosβ , cosγ) =
1q

1+ (z ′x )2+ (z ′y )2
(−z ′x ,−z ′y ,1) =
�

1p
3

,
1p
3

,
1p
3

�
.

则由斯托克斯公式及二重积分的奇偶性可得
I =
∮

L
(y 2− z 2)dx + (2z 2− x 2)dy + (3x 2− y 2)dz

=
∫∫

S
(−2y −4z )dy dz + (−2z −6x )dz dx + (−2x −2y )dx dy

=
1p
3

∫∫
S

�
(−2y −4z )+ (−2z −6x )+ (−2x −2y )

�
dS
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=− 2p
3

∫∫
S
(4x +2y +3z )dS =−2

∫∫
D
(x − y +6)dσ

=−2
∫∫

D
x dσ+2
∫∫

D
y dσ−12
∫∫

D
dσ=−12
∫∫

D
dx dy =−12 ·2=−24.

七、（本题满分 7分）
设 y = f (x )在 (−1, 1)内具有二阶连续导数且 f ′′(x ) 6= 0，试证：
(Ⅰ)对于 (−1,1)内的任意 x 6= 0，存在唯一的 θ (x ) ∈ (0,1)，使得

f (x ) = f (0)+ x f ′ (θ (x )x )成立；
(Ⅱ) lim

x→0
θ (x ) =

1

2
．

解. (Ⅰ)因为 y = f (x )在 (−1, 1)内具有二阶连续导数，所以一阶导数存在，由拉格
朗日中值定理得，任给非零 x ∈ (−1, 1)，存在 θ (x ) ∈ (0,1)，θ (x ) · x ∈ (−1,1)，
使 f (x ) = f (0)+ x f ′ [θ (x ) · x ]，(0<θ (x )< 1)成立．因为 f ′′(x )在 (−1,1)内连
续且 f ′′(x ) 6= 0,所以 f ′′(x )在 (−1, 1)内不变号，不妨设 f ′′(x ) > 0，则 f ′(x )
在 (−1, 1)内严格单调且增加，故 θ (x )唯一．

(Ⅱ)由泰勒公式得
f (x ) = f (0) + f ′(0)x + 1

2
f ′′(ξ)x 2,ξ ∈ (0, x ) .

再与 (1)中的结论比较，得到
x f ′ [θ (x )x ] = f (x )− f (0) = f ′(0)x + 1

2
f ′′(ξ)x 2,

约去 x，变形得
f ′ [θ (x )x ]− f ′(0)

θ (x )x
θ (x ) =

1

2
f ′′(ξ).

由于
lim
x→0

f ′ [θ (x )x ]− f ′(0)
θ (x )x

= f ′′(0), lim
x→0

f ′′(x ) = lim
ξ→0

f ′′(ξ) = f ′′(0),

所以 lim
x→0
θ (x ) =

1

2
．

八、（本题满分 8分）
设有一高度为 h (t )（t 为时间）的雪堆在融化过程中，其侧面满足方程

z = h (t )− 2(x 2+ y 2)
h (t )

（设长度单位为厘米，时间单位为小时），已知体积减少的速率与侧面积成正比
（比例系数 0.9），问高度为 130厘米的雪堆全部融化需多少小时？

解. 由侧面所满足的方程，可得雪堆沿平行于 x O y 面的截面为
Dz =
n�

x , y
� |(x 2+ y 2)¶ 1

2
[h 2(t )−h (t )z ]
o

.
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从而雪堆体积为
V =
∫∫∫

Ω
dx dy dz =
∫ h (t )

0
dz
∫∫

Dz

dx dy

=
∫ h (t )

0

1

2
π[h 2(t )−h (t )z ]dz =

π

4
h (t )3.

由侧面所满足的方程，可得雪堆在 x O y 面上的投影为
D =
n�

x , y
�

: x 2+ y 2 ¶ 1

2
h 2(t )
o

从而雪堆的侧面积为

S =
∫∫

D

r
1+
�
z ′x
�2
+
�
z ′y
�2

dx dy =
∫∫

D

√√
1+

16(x 2+ y 2)
h (t )2

dx dy

=
∫ 2π

0
dθ
∫ h (t )p

2

0

√√
1+

16r 2

h 2(t )
r dr =

13πh 2(t )
12

.

由题意知 dV

dt
= −0.9S (t ),将上述 V (t )和 S (t )代入，得 dh (t )

dt
= −1.3．积分解得

h (t ) =−13

10
t +C．由 h (0) = 130，得C = 130．所以 h (t ) =−13

10
t +130．令 h (t ) = 0，

得 t = 100．因此高度为 130厘米的雪堆全部融化所需要时间为 100小时．

九、（本题满分 6分）
设 α1,α2, · · · ,αs 为线性方程组 Ax = 0的一个基础解系，

β1 = t1α1+ t2α2,β2 = t1α2+ t2α3, · · · ,βs = t1αs + t2α1,

其中 t1, t2为实常数．试问 t1, t2满足什么关系时，β1,β2, · · · ,βs 也为 Ax = 0的
一个基础解系？

解. 由题设知，β1,β2, · · · ,βs 均为 α1,α2, · · · ,αs 的线性组合，所以 β1,β2, · · · ,βs 均为
Ax = 0的解．下面证明 β1,β2, · · · ,βs 线性无关．设

k1β1+k2β2+ · · ·+ksβs = 0

代入整理得
(t1k1+ t2ks )α1+ (t2k1+ t1k2)α2+ · · ·+ (t2ks−1+ t1ks )αs = 0

由α1,α2, · · · ,αs 为线性方程组 Ax = 0的基础解系，知α1,α2, · · · ,αs 线性无关，即
t1k1+ t2ks = 0

t2k1+ t1k2 = 0
...

t2ks−1+ t1ks = 0
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其系数行列式 �������������

t1 0 0 0 t2

t2 t1 0 · · · 0

0 t2 t1 · · · 0
...

...
...

...
...

0 0 0 t2 t1

�������������
= t s

1 + (−1)s+1t s
2

由齐次线性方程组只有零解得充要条件可得：当 s为偶数，t1 6=±t2；当 s为奇数，
t1 6= t2时，上述方程组只有零解 k1 = k2 = · · ·= ks = 0，因此向量组 β1,β2, · · · ,βs

线性无关，此时 β1,β2, · · · ,βs 也是方程组 Ax = 0的基础解系．

十、（本题满分 8分）
已知 3阶矩阵 A与三维向量 x，使得向量组 x , Ax , A2 x 线性无关，且满足

A3 x = 3Ax −2A2 x .

(Ⅰ)记 P =
�
x , Ax , A2 x
�，求 3阶矩阵 B，使 A = P B P −1；

(Ⅱ)计算行列式 |A+E |．
解. (Ⅰ)在等式 A = P B P −1两边右乘 P，得到 AP = P B．由题设知，

AP = A
�
x , Ax , A2 x
�
=
�
Ax , A2 x , A3 x
�
=
�
Ax , A2 x , 3Ax −2A2 x

�
=
�
x , Ax , A2 x
�0 0 0

1 0 3

0 1 −2

= P

0 0 0

1 0 3

0 1 −2

 .

令矩阵 B =

0 0 0

1 0 3

0 1 −2

，则 B 满足 A = P B P −1，即为所求．

(Ⅱ)由 (1)知 A与 B 相似．由矩阵相似的性质，A+E 与 B +E 也相似．又由相
似矩阵的行列式相等，得

|A+E |= |B +E |=
1 0 0

1 1 3

0 1 −1

=−4.

十一、（本题满分 7分）
设某班车起点站上客人数 X 服从参数 λ（λ > 0）的泊松分布，每位乘客在中
途下车的概率为 p（0< p < 1），且途中下车与否相互独立，以 Y 表示在中途
下车的人数，求：
(Ⅰ)在发车时有 n 个乘客的条件下，中途有m 人下车的概率；
(Ⅱ)二维随机变量 (X , Y )的概率分布．

第 145页 共 316页



解. (Ⅰ)即求条件概率 P {Y =m |X = n}，由题设知此条件概率服从二项分布，则
P {Y =m |X = n}=C m

n p m (1−p )n−m , 0¶m ¶ n , n = 0, 1, 2 · · ·
(Ⅱ)即求 P {X = n , Y =m}，利用乘法公式，有

P {X = n , Y =m}= P {Y =m |X = n}P {X = n}=C m
n p m (1−p )n−m · e−λ

n !
λn

其中 0¶m ¶ n , n = 0,1, 2 · · ·

十二、（本题满分 7分）
设总体 X 服从正态分布 N (µ,σ2)（σ > 0），从该总体中抽取简单随机样本 X1,

X2, · · · , X2n（n ¾ 2），其样本均值为 X =
1

2n

2n∑
i=1

X i，求统计量

Y =
n∑

i=1

�
X i +Xn+i −2X
�2

的数学期望 E (Y )．

解. 考虑 Zi = X i +Xn+i , i = 1, 2, · · · , n．于是 Z1, Z2, · · · , Zn 是取自总体 N (2µ,2σ2)的
简单随机样本．其样本均值为 2X，样本方差为 1

n −1
Y．由于 E
�

1

n −1
Y
�
= 2σ2，

所以 E (Y ) = (n −1)(2σ2) = 2(n −1)σ2．
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二〇〇二年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1.
∫ +∞

e

dx

x ln2 x
= ．

解. 应填 1．先求出原函数，再求其极限即得广义积分的值：∫ +∞
e

dx

x ln2 x
=
∫ +∞

e

d(ln x )

ln2 x
=
h
− 1

ln x

i+∞
e
= lim

x→+∞−
1

ln x
+1= 1.

2. 已知函数 y = y (x )由方程 ey +6x y + x 2−1= 0确定，则 y ′′(0) = ．

解. 应填 −2．y 是由 ey +6x y + x 2−1= 0确定的 x 的函数，两边对 x 求导得
ey y ′+6x y ′+6y +2x = 0 ⇒ y ′ =−6y +2x

ey +6x
.

两边再对 x 求导得
y ′′ =− (ey +6x )(6y ′+2)− (6y +2x )(ey y ′+6)

(ey +6x )2
.

把 x = 0代入，得 y (0) = 0，y ′(0) = 0．代入 y ′′得 y ′′(0) =−2．

3. 微分方程 y y ′′+ (y ′)2 = 0满足初始条件 y |x=0 = 1, y ′|x=0 =
1

2
的特解是 ．

解. 应填 y =
p

x +1．将 y y ′′ + y ′2 = 0改写为 (y y ′)′ = 0，从而得 y y ′ = C1．代入
初始条件 y (0) = 1, y ′(0) = 1

2
得 C1 =

1

2
，所以得 y y ′ = 1

2
，即 2y y ′ = 1．改写为

(y 2)′ = 1．解得 y 2 = x +C2，y =±px +C2．再代入初始条件得 1=±pC2；所
以应取 ′′+′′且 C2 = 1，于是特解 y =

p
x +1．

4. 已知实二次型 f (x1, x2, x3) = a (x 2
1 + x 2

2 + x 2
3 ) + 4x1 x2 + 4x1 x3 + 4x2 x3 经正交变换

x = P y 可化成标准型 f = 6y 2
1，则 a = ．

解. 应填 2．二次型 f 的对应矩阵 A =

a 2 2

2 a 2

2 2 a

；它经正交变换 x = P y 可化成标

准型 f = 6y 2
1，故实对称矩阵 A的特征值为 6,0,0．因为矩阵的 n 个特征值之和

等于它的主对角元素之和，则有 3a = 6，得 a = 2．

5. 设随机变量 X 服从正态分布N (µ,σ2)（σ> 0），且二次方程 y 2+4y +X = 0无实
根的概率为 1

2
，则 µ= ．
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解. 应填 4．二次方程无实根，即 y 2+4y +X = 0的判别式
∆=
p

b 2−4a c = 16−4X < 0 ⇒ X > 4.

此事发生概率为 1

2
，即 P {X > 4}= 1

2
．对于 X ∼N (µ,σ2)，P

�
X >µ
	
=

1

2
，所以

µ= 4．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，共 15分）

1. 考虑二元函数 f (x , y )的下面 4条性质：
① f (x , y )在点 (x0, y0)处连续，② f (x , y )在点 (x0, y0)处的两个偏导数连续，
③ f (x , y )在点 (x0, y0)处可微，④ f (x , y )在点 (x0, y0)处的两个偏导数存在．
若用 “P ⇒Q ’’表示可由性质 P 推出Q，则有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)②⇒③⇒①． (B)③⇒②⇒①． (C)③⇒④⇒①． (D)③⇒①⇒④．
解. 应选 (A)．记住正确的因果关系只有：②⇒③⇒①和②⇒③⇒④．

2. 设 un 6= 0（n = 1,2, 3, · · ·），且 lim
n→∞

n

un
= 1，则级数

∞∑
n=1

(−1)n+1
�

1

un
+

1

un+1

�
· · ( )

(A)发散． (B)绝对收敛．
(C)条件收敛． (D)收敛性根据所给条件不能判定．

解. 应选 (C)．考察原级数
∞∑

n=1

(−1)n+1
�

1

un
+

1

un+1

�
的前 n 项部分和

Sn =
�

1

u1
+

1

u2

�
−
�

1

u2
+

1

u3

�
+
�

1

u3
+

1

u4

�
−· · ·+(−1)n+1
�

1

un
+

1

un+1

�
=

1

u1
+(−1)n+1 1

un+1
.

由条件 lim
n→∞

n

un
= 1，可得

lim
n→∞

1

un
= lim

n→∞
n

un
· lim

n→∞
1

n
= 1×0= 0,

所以 lim
n→∞Sn =

1

u1
，即级数收敛．另一方面，由条件 lim

n→∞
n

un
= 1> 0，可得当 n

充分大时 un > 0，即级数
∞∑

n=1

�
1

un
+

1

un+1

�
为正项级数．用比较判别法的极限形

式，考虑

lim
n→∞

1

un
+

1

un+1

1

n
+

1

n +1

= lim
n→∞

(un+1+un )n (n +1)
un un+1(2n +1)

= lim
n→∞

(n +1)
n

un+1

(n +1)
+

un

n
un

n
· un+1

n +1
· 2n +1

n

= 1,

而级数
∞∑

n=1

�
1

n
+

1

n +1

�
=
∞∑

n=1

1

n
+
∞∑

n=1

1

n +1

是发散的，所以
∞∑

n=1

�
1

un
+

1

un+1

�
也发散．从而选 (C)．
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3. 设函数 y = f (x )在 (0,+∞)内有界且可导，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)当 lim
x→+∞ f (x ) = 0时，必有 lim

x→+∞ f ′(x ) = 0．
(B)当 lim

x→+∞ f ′(x )存在时，必有 lim
x→+∞ f ′(x ) = 0．

(C)当 lim
x→0+

f (x ) = 0时，必有 lim
x→0+

f ′(x ) = 0．
(D)当 lim

x→0+
f ′(x )存在时，必有 lim

x→0+
f ′(x ) = 0．

解. 应选 (B)．令 f (x ) =
1

x
sin x 2，则 f (x )在 (0,+∞)有界，f ′(x ) =− 1

x 2
sin x 2+2cos x 2．

因为 lim
x→+∞ f (x ) = 0，但 lim

x→+∞ f ′(x )不存在，故 (A)不成立；因为 lim
x→0+

f (x ) = 0，
但 lim

x→0+
f ′(x ) = 1 6= 0，故 (C)和 (D)不成立；从而选 (B)．

下面用反证法证明 (B)正确：设 lim
x→+∞ f ′(x )存在，但 lim

x→+∞ f ′(x ) = A 6= 0．不妨
设 A > 0，则对于 ϵ = A

2
> 0，存在 X > 0，使当 x > X 时，

�� f ′(x )−A
��< ϵ = A

2
，即

A

2
= A− A

2
< f ′(x )< A+

A

2
=

3A

2
.

由此可知， f ′(x )有界且大于 A

2
．在区间 [x , X ]上应用拉格朗日中值定理有

f (x ) = f (X )+ f ′(ξ)(x −X )> f (X )+
A

2
(x −X ),

从而 lim
x→+∞ f (x ) = +∞，与题设 f (x )有界矛盾．

4. 设有三张不同平面的方程 ai 1 x +ai 2 y +ai 3z = bi , i = 1, 2, 3，它们所组成的线性方
程组的系数矩阵与增广矩阵的秩都为 2，则这三张平面可能的位置关系为 ( )

(A) (B) (C) (D)

解. 应选 (B)．事实上，系数矩阵的秩与增广矩阵的秩相等且为 2，故方程组有解，
且解空间的维数为 3−2= 1，即公共解构成一条直线，故选 (B)．

5. 设 X1 和 X2 是任意两个相互独立的连续型随机变量，它们的概率密度分别为
f1(x )和 f2(x )，分布函数分别为 F1(x )和 F2(x )，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f1(x )+ f2(x )必为某一随机变量的概率密度．
(B) f1(x ) f2(x )必为某一随机变量的概率密度．
(C) F1(x ) + F2(x )必为某一随机变量的分布函数．
(D) F1(x )F2(x )必为某一随机变量的分布函数．

解. 应选 (D)．函数 f (x )成为概率密度的充要条件为：

(1) f (x )¾ 0; (2)
∫ +∞
−∞

f (x )dx = 1.
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函数 F (x )成为分布函数的充要条件为：
(1) F (x )单调不减; (2) lim

x→−∞F (x ) = 0, lim
x→+∞F (x ) = 1; (3) F (x )右连续.

(A)选项不对，因为∫ +∞
−∞
[ f1(x )+ f2(x )]dx =

∫ +∞
−∞

f1(x )dx +
∫ +∞
−∞

f2(x )dx = 1+1= 2 6= 1.

(B)选项不对，因为可取反例，令

f1(x ) =

¨
1, −1< x < 0,

0, 其他;
f2(x ) =

¨
1, 0< x < 1,

0, 其他.

显然 f1(x ), f2(x )均是均匀分布的概率密度．而 f1(x ) f2(x ) = 0，不满足条件．
(C)选项不对，因为 lim

x→+∞[F (x1)+ F (x2)] = 1+1= 2 6= 1．
(D)选项正确．令 X =max(X1, X2)，则 X 也是一个随机变量．X 的分布函数为

F (x ) = P {X ¶ x }= P {max(X1, X2)¶ x }= P {X1 ¶ x , X2 ¶ x }
= P {X1 ¶ x }P {X2 ¶ x }= F1(x )F2(x ).

三、（本题满分 6分）
设函数 f (x )在 x = 0的某邻域内具有一阶连续导数，且 f (0) 6= 0, f ′(0) 6= 0，若
a f (h )+ b f (2h )− f (0)在 h→ 0时是比 h 高阶的无穷小，试确定 a , b 的值．

解. 由题设条件有
0= lim

h→0
[a f (h )+ b f (2h )− f (0)] = (a + b −1) f (0),

0= lim
h→0

a f (h )+ b f (2h )− f (0)
h

= lim
h→0
(a f ′(h )+2b f ′(2h )) = (a +2b ) f ′(0).

由于 f (0) 6= 0且 f ′(0) 6= 0，所以 a + b −1= 0且 a +2b = 0．解得 a = 2, b =−1．

四、（本题满分 7分）
已知两曲线 y = f (x )与 y =

∫ arctan x

0
e−t 2

dt 在点 (0, 0)处的切线相同，写出此切

线方程，并求极限 lim
n→∞n f
�

2

n

�
．

解. 由 y =
∫ arctan x

0
e−t 2

dt 知 y (0) = 0，由变上限积分的求导公式得

y ′ = e−(arctan x )2 1

1+ x 2
⇒ y ′(0) = 1.

因此，过点 (0, 0)的切线方程为 y = x．y = f (x )在点 (0, 0)处与上述曲线有相同
的切线方程，于是 f (0) = 0, f ′(0) = 1．从而

lim
n→∞n f
�

2

n

�
= 2 lim

n→∞
f
�

2

n

�
− f (0)

2

n

= 2 f ′(0) = 2.
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五、（本题满分 7分）
计算二重积分

∫∫
D

emax{x 2,y 2}dx dy，其中D = {(x , y )|0¶ x ¶ 1, 0¶ y ¶ 1}．

解. 记D1 =
�
(x , y )
��0¶ x ¶ 1, 0¶ y ¶ x

	
, D2 =
�
(x , y )
��0¶ x ¶ 1, x ¶ y ¶ 1

	，则有∫∫
D

emax{x 2,y 2}dσ=
∫∫

D1

emax{x 2,y 2}dσ+
∫∫

D2

emax{x 2,y 2}dσ

=
∫∫

D1

ex 2
dσ+
∫∫

D2

ey 2
dσ=
∫ 1

0
dx
∫ x

0
ex 2

dy +
∫ 1

0
dy
∫ 1

0
ey 2

dx

=
∫ 1

0
ex 2

x dx +
∫ 1

0
ey 2

y dy = 2
∫ 1

0
ex 2

x dx =
�
ex 2
�1

0
= (e−1).

六、（本题满分 8分）
设函数 f (x )在 (−∞,+∞)内具有一阶连续导数，L 是上半平面 (y > 0)内的有
向分段光滑曲线，其起点为 (a , b )，终点为 (c , d )．记

I =
∫

L

1

y
[1+ y 2 f (x y )]dx +

x

y 2
[y 2 f (x y )−1]dy ,

(Ⅰ)证明曲线积分 I 与路径 L 无关； (Ⅱ)当 a b = c d 时，求 I 的值．

解. (Ⅰ)记 P (x , y ) =
1

y
[1+ y 2 f (x y )]，Q (x , y ) =

x

y 2
[y 2 f (x y )−1]，则在 y > 0时有

∂Q

∂ x
= f (x y ) + x y f ′(x y )− 1

y 2
=
∂ P

∂ y

所以在上半平面内该曲线积分与路径无关．
(Ⅱ)设 F (u )为 f (u )的一个原函数，则有

I =
∫

L

1

y
[1+ y 2 f (x y )]dx +

x

y 2
[y 2 f (x y )−1]dy

=
∫

L

y dx − x dy

y 2
+
∫

L
f (x y )(y dx + x dy ) =

∫
L

d
�

x

y

�
+
∫

L
f (x y )d(x y )

=
� c

d
− a

b

�
+ (F (c d )− F (a b )) =

c

d
− a

b
+0=

c

d
− a

b
.

七、（本题满分 7分）
(Ⅰ)验证函数 y (x ) = 1+

x 3

3!
+

x 6

6!
+

x 9

9!
+ · · ·+ x 3n

(3n )!
+ · · ·（−∞ < x < +∞）满足微

分方程 y ′′+ y ′+ y = ex；
(Ⅱ)利用 (1)的结果求幂级数

∞∑
n=0

x 3n

(3n )!
的和函数．

解. (Ⅰ) y (x ) = 1+
x 3

3!
+

x 6

6!
+

x 9

9!
+ · · ·+ x 3n

(3n )!
+ · · ·，逐项可导得

y ′(x ) = x 2

2!
+

x 5

5!
+

x 8

8!
+ · · ·+ x 3n−1

(3n −1)!
+ · · · ,

y ′′(x ) = x +
x 4

4!
+

x 7

7!
+ · · ·+ x 3n−2

(3n −2)!
+ · · · .
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从而 y ′′(x )+ y ′(x )+ y (x ) = 1+
∞∑

n=1

x n

n !
= ex．

(Ⅱ)微分方程 y ′′+ y ′+ y = ex 对应的齐次线性方程为 y ′′+ y ′+ y = 0，其特征方
程为 λ2+λ+1= 0，其特征根为 −1

2
±
p

3

2
i，所以其通解为

y = e−
x
2

�
C1 cos

p
3

2
x +C2 sin

p
3

2
x
�

.

设非齐次方程的特解为 y = c ex，代入原非齐次方程得 c =
1

3
．故微分方程

y ′′+ y ′+ y = ex 的通解为

y = e−
x
2 [C1 cos

p
3

2
x +C2 sin

p
3

2
x ] +

1

3
ex .

由初始条件 y (0) = 1, y ′(0) = 0得 C1 =
2

3
, C2 = 0．从而

y =
2

3
e−

x
2 cos

p
3

2
x +

1

3
ex .

于是幂级数
∞∑

n=0

x 3n

(3n )!
=

2

3
e−

x
2 cos

p
3

2
x +

1

3
ex (−∞< x <+∞).

八、（本题满分 7分）
设有一小山，取它的底面所在的平面为 x o y 坐标面，其底部所占的区域为
D =
�
(x , y )
��x 2+ y 2− x y ¶ 75

	，小山的高度函数为 h (x , y ) = 75− x 2− y 2+ x y．
(Ⅰ)设M (x0, y0)为区域 D 上的一点，问 h (x , y )在该点沿平面上什么方向的方
向导数最大？若记此反向导数的最大值为 g (x0, y0)，试写出 g (x0, y0)表达式．

(Ⅱ)现欲利用此小山开展攀岩活动，为此需要在山脚寻找一上山坡度最大的点
作为攀登的起点．也就是说，要在D 的边界线 x 2+ y 2− x y = 75上找出使
(Ⅰ)中的 g (x , y )达到最大值的点．试确定攀登起点的位置．

解. (Ⅰ)根据方向导数和梯度的定义，知方向导数的最大值是梯度的模长，

gradh (x , y )
��
(x0,y0) =
§
∂ h

∂ x

���
(x0,y0)

,
∂ h

∂ y

���
(x0,y0)

ª
=
�

y0−2x0, x0−2y0

	
.

g (x0, y0) =max
∂ u

∂ l

���
(x0,y0)

=
��grad h (x , y )
��
(x0,y0)

=
Æ
(y0−2x0)2+ (x0−2y0)2 =

q
5x 2

0 +5y 2
0 −8x0 y0.

(Ⅱ)令 f (x , y ) = g 2(x , y )=5x 2+5y 2−8x y，只需求出 f 在约束条件 75−x 2− y 2+

x y = 0下的最大值点．为此构造拉格朗日函数
F (x , y ,λ) = 5x 2+5y 2−8x y +λ(75− x 2− y 2+ x y ).
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则由 
F ′x = 10x −8y +λ(y −2x ) = 0,

F ′y = 10y −8x +λ(x −2y ) = 0,

F ′λ = 75− x 2− y 2+ x y = 0,

可解得 (x , y )1 = (5
p

3,5
p

3)或 (x , y )2 = (−5
p

3,−5
p

3)或 (x , y )3 = (5,−5)或
(x , y )4 = (−5, 5)．于是得到如上4个可能极值点．将 (x , y )i记为Mi (i = 1, 2, 3, 4)．
由于

f (M1) = f (M2) = 150, f (M3) = f (M4) = 450,

故点M3 = (5,−5), M4 = (−5,5)可作为攀登起点．

九、（本题满分 6分）
已知 4阶方阵 A = (α1,α2,α3,α4)，α1,α2,α3,α4均为 4维列向量，其中 α2,α3,α4

线性无关，α1 = 2α2−α3．如果 β =α1+α2+α3+α4，求线性方程组 Ax =β 的
通解．

解. 易知矩阵的 A的秩为 3，从而齐次方程组 Ax = 0的基础解系只包含一个解向
量．而由 α1−2α2+α3−0α4 = 0，知 ξ= (1,−2,1, 0)T 是 Ax = 0的一个非零解向
量，从而 Ax = 0的通解为 x = kξ．又由

β =α1+α2+α3+α4 = (α1,α2,α3,α4)


1

1

1

1

 ⇔ A


1

1

1

1

=β ,

可得 η∗ = (1, 1, 1, 1)T 是 Ax =β的一个特解，根据非齐次线性方程组的解的结构
定理，方程组的通解为 x = k (1,−2,1, 0)T + (1,1, 1, 1)T（其中 k 是任意常数）．

十、（本题满分 8分）
设 A, B 为同阶方阵，
(Ⅰ)如果 A, B 相似，试证 A, B 的特征多项式相等．
(Ⅱ)举一个二阶方阵的例子说明 (Ⅰ)的逆命题不成立．
(Ⅲ)当 A, B 均为实对称矩阵时，试证 (Ⅰ)的逆命题成立．

解. (Ⅰ)因 A ∼ B，由定义知，存在可逆阵 P，使得 P −1AP = B，故
|λE −B |= ��λE −P −1AP

��= ��λP −1P −P −1AP
��= ��P −1(λE −A)P

��
=
��P −1
�� |λE −A| |P |= |λE −A| ,

故 A, B 有相同的特征多项式．
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(Ⅱ)取 A =

�
0 0

0 0

�
, B =

�
0 1

0 0

�
，则有

|λE −A|=
�����λ 0

0 λ

�����=λ2, |λE −B |=
�����λ −1

0 λ

�����=λ2,

即 A, B 有相同的特征多项式，但 A不相似于 B．这是因为对任何的 2阶可
逆阵 P，均有 P −1AP = P −1O P =O 6= B，故 (Ⅰ)的逆命题不成立．

(Ⅲ)当 A, B都是实对称矩阵时，A, B均能相似于对角阵，且该对角阵的对角线元
素由 A, B 的特征值组成．若 A, B 有相同的特征多项式，则 A, B 有相同的特
征值（包含重数），故 A, B将相似于同一个对角阵．设特征值为λ1,λ2, · · · ,λn，
则有

A ∼


λ1

λ2

...

λn

 , B ∼


λ1

λ2

...

λn

 .
由相似的传递性，知 A ∼ B，即 (Ⅰ)的逆命题成立．

十一、（本题满分 8分）

设随机变量 X 的概率密度为 f (x ) =

(
1

2
cos

x

2
0¶ x ¶π;

0, 其他.
对 X 独立地重复观察

4次，用 Y 表示观察值大于 π

3
的次数，求 Y 2的数学期望．

解. 由一维概率公式有

p = P
¦

X >
π

3

©
=
∫ +∞
π
3

f (x )dx =
∫ π
π
3

1

2
cos

x

2
dx =

1

2
,

所以 Y ∼ B
�

4,
1

2

�
．从而

E (Y 2) =D (Y )+ [E (Y )]2 = np q + (np )2 = 4× 1

2
× 1

2
+
�

4× 1

2

�2
= 5.

十二、（本题满分 8分）
设总体 X 的概率分布为

X 0 1 2 3

P θ 2 2θ (1−θ ) θ 2 1−2θ

其中 θ（0 <θ<
1

2
）是未知参数，利用总体 X 的如下样本值 3, 1, 3, 0, 3, 1, 2, 3，求

θ 的矩阵估计值和最大似然估计值．
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解. (Ⅰ)矩估计：变量期望和样本均值分别为
E (X ) = 0×θ 2+1×2θ (1−θ ) +2×θ 2+3× (1−2θ ) = 3−4θ ,

X =
1

n

n∑
i=1

X i =
1

8
× (3+1+3+0+3+1+2+3) = 2.

用样本均值估计期望有 E X = X，即 3−4θ = 2．解得矩估计值为 θ̂ = 1

4
．

(Ⅱ)最大似然估计：对于给定的样本值，似然函数为：
L (θ ) = θ 2 · [2θ (1−θ )]2 ·θ 2 · (1−2θ )4 = 4θ 6(1−θ )2(1−2θ )4.

取自然对数再求导得
ln L (θ ) = ln 4+6 lnθ +2 ln(1−θ )+4ln(1−2θ ),

d ln L (θ )
dθ

=
6

θ
− 2

1−θ −
8

1−2θ
=

6−28θ +24θ 2

θ (1−θ )(1−2θ )
.

令 dln L (θ )
dθ

= 0，解得 θ1,2 =
7±p13

12
．因 7+

p
13

12
>

1

2
与题目中 0 <θ<

1

2
矛盾，不

合题意，所以 θ 的最大似然估计值为 θ̂ = 7−p13

12
．
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二〇〇三年考研数学试卷一解答
一、填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分）

1. lim
x→0
(cos x )

1
ln(1+x 2) = ．

解. 应填 1p
e
．令 y = (cos x )

1
ln(1+x 2)，有 ln y =

ln cos x

ln(1+ x 2)
．而由等价代换得

lim
x→0

ln cos x

ln(1+ x 2)
= lim

x→0

ln(1+ cos x −1)
ln(1+ x 2)

= lim
x→0

cos x −1

x 2
= lim

x→0

−1

2
x 2

x 2
=−1

2
,

故原式 = e−
1
2 =

1p
e
．

2. 曲面 z = x 2+ y 2与平面 2x +4y − z = 0平行的切平面的方程是 ．
解. 应填 2x+4y −z = 5．平面 2x+4y −z = 0的法向量 n⃗1 = (2,4,−1)；曲面 z = x 2+y 2

在点 (x0, y0, z0)的法向量
n⃗2 = (zx (x0, y0), z y (x0, y0),−1) = (2x0,2y0,−1).

由于 n⃗1//n⃗2，因此有
2x0

2
=

2y0

4
=
−1

−1
.

可解得 x0 = 1, y0 = 2，相应地有 z0 = x 2
0 + y 2

0 = 5．所求切平面过点 (1, 2, 5)，法向
量为 n⃗2 = (2,4,−1)，故所求的切平面方程为

2(x −1)+4(y −2)− (z −5) = 0 ⇒ 2x +4y − z = 5.

3. 设 x 2 =
∞∑

n=0

an cos n x (−π¶ x ¶π)，则 a2 = ．

解. 应填 1．将 f (x ) = x 2(−π¶ x ¶π)展开为余弦级数

f (x ) = x 2 =
∞∑

n=0

an cos n x (−π¶ x ¶π), an =
2

π

∫ π
0

f (x )cos n x dx .

所以
a2 =

2

π

∫ π
0

x 2 · cos 2x dx =
1

π

∫ π
0

x 2d (sin2x ) =
1

π

��
x 2 sin2x
�π

0
−
∫ π

0
sin2x ·2x dx
�

=
1

π

∫ π
0

x d (cos2x ) =
1

π

�
[x cos2x ]π0 −

∫ π
0

cos2x dx
�
= 1.

4. 从 R 2的基 α1 =

�
1

0

�
,α2 =

�
1

−1

�
到基 β1 =

�
1

1

�
,β2 =

�
1

2

�
的过渡矩阵为 ．

解. 应填
�

2 3

−1 −2

�
．设过渡矩阵为 P．则有

P = (α1,α2)
−1(β1,β2) =

�
1 1

0 −1

�−1�
1 1

1 2

�
=

�
1 1

0 −1

��
1 1

1 2

�
=

�
2 3

−1 −2

�
.
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5. 设二维随机变量 (X , Y )的概率密度为

f (x , y ) =

¨
6x , 0¶ x ¶ y ¶ 1,

0, 其他.

则 P {X + Y ¶ 1}= ．

解. 应填 1

4
．由题设有

P {X+Y ¶ 1}=
∫∫

x+y¶1
f (x , y )dx dy =

∫ 1
2

0
dx
∫ 1−x

x
6x dy =
∫ 1

2

0
(6x−12x 2)dx =

1

4
.

6. 已知一批零件的长度 X（单位：cm）服从正态分布 N (µ, 1)，从中随机地抽取
16个零件，得到长度的平均值为 40（cm），则 µ的置信度为 0.95的置信区间
是 ．（注：标准正态分布函数值 Φ(1.96) = 0.975，Φ(1.645) = 0.95．）

解. 应填 (39.51,40.49)．由题设，1−α= 0.95．由
P {|U |< uα/2}= P {−uα/2 <U < uα/2}= 2Φ(uα/2)−1= 0.95,

得 Φ(uα/2) = 0.975．查得 uα/2 = 1.96．将σ= 1，n = 16，x = 40代入公式�
x −uα/2

σp
n

, x +uα/2
σp

n

�
,

得置信区间 (39.51,40.49)．

二、选择题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分）

1. 设函数 f (x )在 (−∞,+∞)内连续，其导函数的图形如图所示，则 f (x )有 ( )

(A)一个极小值点和两个极大值点． (B)两个极小值点和一个极大值点．
(C)两个极小值点和两个极大值点． (D)三个极小值点和一个极大值点．

解. 应选 (C)．根据导函数的图形可知，一阶导数为零的点有 3个；x = 0是导数不
存在的点．第一个交点左右两侧导数符号由正变为负，是极大值点；第二个交
点和第三个交点左右两侧导数符号由负变为正，是极小值点．对导数不存在的
点 x = 0．左侧一阶导数为正，右侧一阶导数为负，可见 x = 0为极大值点．故
f (x )共有两个极小值点和两个极大值点．
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2. 设 {an},{bn},{cn}均为非负数列，且 lim
n→∞an = 0, lim

n→∞bn = 1, lim
n→∞ cn =∞，则必

有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) an < bn 对任意 n 成立． (B) bn < cn 对任意 n 成立．
(C)极限 lim

n→∞an cn 不存在． (D)极限 lim
n→∞bn cn 不存在．

解. 应选 (D)．由题设 lim
n→∞bn = 1，假设 lim

n→∞bn cn 存在并记为 A，则

lim
n→∞ cn = lim

n→∞
bn cn

bn
= A,

这与 lim
n→∞ cn =∞矛盾，故假设不成立， lim

n→∞bn cn 不存在．所以选项 (D )正确．

3. 已知函数 f (x , y )在点 (0, 0)的某个邻域内连续，且 lim
x→0,y→0

f (x , y )− x y

(x 2+ y 2)2
= 1，则( )

(A)点 (0,0)不是 f (x , y )的极值点．
(B)点 (0, 0)是 f (x , y )的极大值点．
(C)点 (0,0)是 f (x , y )的极小值点．
(D)根据所给条件无法判断点 (0, 0)是否为 f (x , y )的极值点．

解. 应选 (A)．这是因为
lim

x→0,y→0

f (x , y )− x y

(x 2+ y 2)2
= 1⇒ f (x , y )− x y = (1+α)(x 2+ y 2)2.

其中 lim
x→0
y→0

α= 0．由 f (x , y )在点 (0, 0)连续知 f (0, 0) = 0．

取 y = x，|x |充分小，x 6= 0，有
f (x , y ) = x 2+ (1+α)(2x 2)2 > 0;

取 y =−x，|x |充分小，x 6= 0，有
f (x , y ) =−x 2+ (1+α)(2x 2)2 < 0.

故点 (0,0)不是 f (x , y )的极值点．

4. 设向量组 I：α1,α2, · · · ,αr 可由向量组 II：β1,β2, · · · ,βs 线性表示，则 · · · · · · ( )

(A)当 r < s 时，向量组 II必线性相关．
(B)当 r > s 时，向量组 II必线性相关．
(C)当 r < s 时，向量组 I必线性相关．
(D)当 r > s 时，向量组 I必线性相关．

解. 应选 (D)．记 I的秩为 R，II的秩为 S，则由 I可由 II线性表示，可知 R ¶ S．又
S ¶ s，于是当 r > s 时，有 r > s ¾ S ¾R，即 I线性相关．

5. 设有齐次线性方程组 Ax = 0和 B x = 0，其中 A和 B 均为m ×n矩阵，现有 4个
命题：
①若 Ax = 0的解均是 B x = 0的解，则 r (A)¾ r (B )；
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②若 r (A)¾ r (B )，则 Ax = 0的解均是 B x = 0的解；
③若 Ax = 0与 B x = 0同解，则 r (A) = r (B )；
④若 r (A) = r (B )，则 Ax = 0与 B x = 0同解．
以上命题中正确的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)①②． (B)①③． (C)②④． (D)③④．
解. 应选 (B)．若 Ax = 0的解均是 B x = 0的解，则 Ax = 0的解空间的维数不超过

B x = 0的解空间的维数，即 n − r (A) ¶ n − r (B )，亦即 r (A) ¾ r (B )，故①正确；
同理③也正确．又由两个解空间的维数的大小关系，推不出两个齐次线性方程
的解集是否有包含关系，所以②不成立；同理，④也不成立．

6. 设随机变量 X ∼ t (n )（n > 1），Y =
1

X 2
，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) Y ∼χ2(n )． (B) Y ∼χ2(n −1)． (C) Y ∼ F (n , 1)． (D) Y ∼ F (1, n )．
解. 应选 (C)．由 t 分布的定义知，存在U ∼N (0, 1)，V ∼χ2(n )，使得

X =
Up
V /n
∼ t (n ) ⇒ Y =

1

X 2
=

V /n

U 2
=

V /n

U 2/1
.

分母是标准正态分布的平方，所以U 2 ∼χ2(1)．由 F 分布的定义知 Y ∼ F (n , 1)．

三、（本题满分 10分）
过坐标原点作曲线 y = ln x 的切线，该切线与曲线 y = ln x 及 x 轴围成平面图
形D．
(Ⅰ)求D 的面积 A；
(Ⅱ)求D 绕直线 x = e旋转一周所得旋转体的体积 V．

解. (Ⅰ)设切点的横坐标为 x0，则曲线 y = ln x 在点 (x0, ln x0)处的切线方程是
y = ln x0+

1

x0
(x − x0).

切线的斜率为 y ′
��

x0
=

1

x0
，由于该切线过原点，将 (0, 0)点代入切线方程，得

ln x0 − 1 = 0，从而 x0 = e．所以该切线的方程为 y =
1

e
x．利用平面图形 D

的面积公式得
A =
∫ 1

0
(ey −ey )dy =

1

2
e−1.

(Ⅱ)切线 y =
1

e
x 与 x 轴及直线 x = e所围成的三角形绕直线 x = e旋转所得的

圆锥体积为
V1 =
∫ 1

0
π(e−ey )2 dy =

1

3
πe2.

曲线 y = ln x 与 x 轴及直线 x = e所围成的图形绕直线 x = e旋转所得的旋
转体体积为

V2 =
∫ 1

0
π(e−ey )2 dy =π

∫ 1
0
(e2−2e ·ey +e2y )dy
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=π
h
e2 y −2e ·ey +

1

2
e2y
i���1

0
=π
�
−1

2
e2+2e− 1

2

�
因此所求旋转体的体积为

V = V1−V2 =
π

6
(5e2−12e+3).

四、（本题满分 12分）
将函数 f (x ) = arctan

1−2x

1+2x
展开成 x 的幂级数，并求级数

∞∑
n=0

(−1)n

2n +1
的和．

解. 对函数先求导再展开，可得

f ′(x ) =−2
1

1+4x 2
=−2

∞∑
n=0

(−1)n 4n x 2n , x ∈
�
−1

2
,

1

2

�
.

又因为 f (0) =
π

4
，所以

f (x ) = f (0)+
∫ x

0
f ′(t )dt =

π

4
−2
∫ x

0

�∞∑
n=0

(−1)n 4n t 2n

�
dx

=
π

4
−2

∞∑
n=0

(−1)n 4n

2n +1
x 2n+1, x ∈
�
−1

2
,

1

2

�
.

在 x =
1

2
处，右边的级数

∞∑
n=0

(−1)n

2n +1
· 1

2
收敛，左边函数 f (x )连续，所以成立范围

可扩大到 x =
1

2
处，即上式在区间

�
−1

2
,

1

2

i
上成立．令 x =

1

2
，代入上式得

f
�

1

2

�
=
π

4
−2

∞∑
n=0

(−1)4n

2n +1
· 1

22n+1
=
π

4
−
∞∑

n=0

(−1)n

2n +1

再由 f
�

1

2

�
= 0，解得

∞∑
n=0

(−1)n

2n +1
=
π

4
− f
�

1

2

�
=
π

4
.

五、（本题满分 10分）
已知平面区域D = {(x , y )

��0¶ x ¶π, 0¶ y ¶π}，L 为D 的正向边界．试证：
(Ⅰ)
∮

L
x esin y dy − y e−sin x dx =

∮
L

x e−sin y dy − y esin x dx；

(Ⅱ)
∮

L
x esin y dy − y e−sin x dx ¾ 2π2．

解. (Ⅰ)由格林公式有∮
L

x esin y dy − y e−sin x dx =
∫∫

D
(esin y +e−sin x )dx dy ,∮

L
x e−sin y dy − y esin x dx =

∫∫
D
(e−sin y +esin x )dx dy .

因为积分区域D 关于 y = x 对称，所以交换 x 和 y 后二重积分不变：∫∫
D
(esin y +e−sin x )dx dy =

∫∫
D
(e−sin y +esin x )dx dy ,
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从而有 ∮
L

x esin y dy − y e−sin x dx =
∮

L
x e−sin y dy − y esin x dx .

(Ⅱ)由格林公式及轮换对称性有∮
L

x esin y dy − y e−sin x dx =
∫∫

D
(esin y +e−sin x )dx dy

=
∫∫

D
esin y dx dy +

∫∫
D

e−sin x dx dy

=
∫∫

D
esin x dx dy +

∫∫
D

e−sin x dx dy

=
∫∫

D
(esin x +e−sin x )dx dy ¾

∫∫
D

2 dx dy = 2π2.

六、（本题满分 10分）
某建筑工程打地基时，需用汽锤将桩打进土层．汽锤每次击打，都将克服土
层对桩的阻力而作功．设土层对桩的阻力的大小与桩被打进地下的深度成正
比（比例系数为 k，k > 0）．汽锤第一次击打将桩打进地下 a 米．根据设计
方案，要求汽锤每次击打桩时所作的功与前一次击打时所作的功之比为常数 r

（0< r < 1）．问
(Ⅰ)汽锤击打桩 3次后，可将桩打进地下多深？
(Ⅱ)若击打次数不限，汽锤至多能将桩打进地下多深？

解. (Ⅰ)建立坐标系，地面作为坐标原点，向下为 x 轴正向．设第 n 次击打后，桩
被打进地下 xn；第 n 次击打时，汽锤所作的功为Wn （n = 1,2, 3, · · ·）．由
题设，当桩被打进地下的深度为 x 时，土层对桩的阻力的大小为 k x，汽锤
所作的功等于克服阻力所做的功，所以

W1 =
∫ x1

0
k x dx =

k

2
x 2

1 , W2 =
∫ x2

x1

k x dx =
k

2
(x 2

2 − x 2
1 ),

W3 =
∫ x3

x2

k x dx =
k

2
(x 2

3 − x 2
2 ).

又W2 = r W1，W3 = r W2 = r 2W1，x1 = a，所以
k

2
x 2

3 =W1+W2+W3 = (1+ r + r 2)W1 = (1+ r + r 2)
k

2
a 2.

于是 x3 = a
p

1+ r + r 2．
(Ⅱ)和 (I)类似可得

k

2
x 2

n =W1+W2+ · · ·+Wn

= (1+ r + · · ·+ r n−1)W1 = (1+ r + · · ·+ r n−1)
k

2
a 2.

从而求得
xn = a
p

1+ r + · · ·+ r n−1 = a

s
1− r n

1− r
.
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由于 0< r < 1，所以 lim
n→∞ xn =

ap
1− r
．

七、（本题满分 12分）
设函数 y = y (x )在 (−∞,+∞)内具有二阶导数，且 y ′ 6= 0，x = x (y )是 y = y (x )

的反函数．
(Ⅰ)试将 x = x (y )所满足的微分方程 d2 x

dy 2
+(y + sin x )
�

dx

dy

�3
= 0变换为 y = y (x )

满足的微分方程；
(Ⅱ)求变换后的微分方程满足初始条件 y (0) = 0, y ′(0) = 3

2
的解．

解. (Ⅰ)由反函数的导数公式可得
dx

dy
=

1
dy

dx

=
1

y ′ ,
d2 x

dy 2
=

d

dy

�
dx

dy

�
=

d

dx

�
1

y ′
�
· dx

dy
=
−y ′′�
y ′
�2 · 1

y ′ =−
y ′′
(y ′)3 .

代入原方程得 y ′′− y = sin x．
(Ⅱ)方程 y ′′− y = sin x 的齐次通解为 Y =C1ex +C2e−x．设方程 y ′′− y = sin x 的
特解为 y ∗ = A cos x +B sin x，代入方程解得 A = 0,B =−1

2
，故 y ∗ =−1

2
sin x．

从而方程的通解为
y = Y + y ∗ =C1ex +C2e−x − 1

2
sin x .

由 y (0) = 0, y ′(0) = 3

2
，得 C1 = 1, C2 =−1．故 y ′′− y = sin x 满足初始条件的

解为 y = ex −e−x − 1

2
sin x．

八、（本题满分 12分）
设函数 f (x )连续且恒大于零，

F (t ) =

∫∫∫
Ω(t )

f (x 2+ y 2+ z 2)dv∫∫
D (t )

f (x 2+ y 2)dσ
, G (t ) =

∫∫
D (t )

f (x 2+ y 2)dσ∫ t
−t

f (x 2)dx
,

其中 Ω(t ) = {(x , y , z )
��x 2+ y 2+ z 2 ¶ t 2}，D (t ) = {(x , y )

��x 2+ y 2 ¶ t 2}．
(Ⅰ)讨论 F (t )在区间 (0,+∞)内的单调性．
(Ⅱ)证明当 t > 0时，F (t )>

2

π
G (t )．

解. (Ⅰ)先将三重积分和二重积分分别化为球面坐标和极坐标，得到

F (t ) =

∫ 2π
0

dθ
∫ π

0
dφ
∫ t

0
f (r 2)r 2 sinφdr∫ 2π

0
dθ
∫ t

0
f (r 2)r dr

=
4π
∫ t

0
f (r 2)r 2 dr

2π
∫ t

0
f (r 2)r dr

=
2
∫ t

0
f (r 2)r 2 dr∫ t

0
f (r 2)r dr

.

对 F (t )求导，可知在 t > 0时

F ′(t ) = 2
t 2 f (t 2) ·
∫ t

0
f (r 2)r dr −
∫ t

0
f (r 2)r 2 dr · f (t 2)t�∫ t

0
f (r 2)r dr
�2
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= 2
t f (t 2) ·
∫ t

0
f (r 2)r (t − r )dr�∫ t

0
f (r 2)r dr
�2 > 0

所以 F (t )在区间 (0,+∞)内严格单调增加．
(Ⅱ)因为

G (t ) =

∫∫
D (t )

f (x 2+ y 2)dσ∫ t
−t

f (x 2)dx
=

2π
∫ t

0
f (r 2)r dr

2
∫ t

0
f (r 2)dr

=
π
∫ t

0
f (r 2)r dr∫ t

0
f (r 2)dr

所以

F (t )− 2

π
G (t ) =

2
∫ t

0
f (r 2)r 2 dr∫ t

0
f (r 2)r dr

−
2
∫ t

0
f (r 2)r dr∫ t

0
f (r 2)dr

=
2

��∫ t
0

f (r 2)r 2 dr
�
·
�∫ t

0
f (r 2)dr
�
−
�∫ t

0
f (r 2)r dr
�2�

�∫ t
0

f (r 2)r dr
�
·
�∫ t

0
f (r 2)dr
� .

令 g (t ) =
�∫ t

0
f (r 2)r 2 dr
�
·
�∫ t

0
f (r 2)dr
�
−
�∫ t

0
f (r 2)r dr
�2
，则 t > 0时有

g ′(t ) = f (t 2)t 2
∫ t

0
f (r 2)dr + f (t 2)

∫ t

0
f (r 2)r 2 dr −2 f (t 2)t

∫ t

0
f (r 2)r dr

= f (t 2)
∫ t

0
f (r 2)(t − r )2 dr > 0.

故 g (t )在 (0,+∞)内单调增加，又因为 g (0) = 0，所以当 t > 0时，有 g (t )>

g (0) = 0．从而 t > 0时，F (t )>
2

π
G (t )．

九、（本题满分 10分）

设矩阵 A =

3 2 2

2 3 2

2 2 3

，P =

0 1 0

1 0 1

0 0 1

，B = P −1A∗P，求 B + 2E 的特征值与特

征向量，其中 A∗为 A的伴随矩阵，E 为 3阶单位矩阵．

解. 设 A的特征值为 λ，对应的特征向量为 η，即 Aη=λη．由于 |A|= 7 6= 0，所以
λ 6= 0．所以由 A∗A = |A|E 可得 A∗η= |A|

λ
η，从而

B (P −1η) = P −1A∗P (P −1η) =
|A|
λ
(P −1η), (B +2E )P −1η=

� |A|
λ
+2
�

P −1η.

因此 |A|
λ
+2为 B +2E 的特征值，对应的特征向量为 P −1η．由于

|λE −A|=
�������
λ−3 −2 −2

−2 λ−3 −2

−2 −2 λ−3

�������= (λ−1)2(λ−7),
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故 A的特征值为λ1 =λ2 = 1,λ3 = 7．当λ1 =λ2 = 1时，对应的线性无关特征向量

可取为 η1 =

−1

1

0

，η2 =

−1

0

1

．当 λ3 = 7时，对应的一个特征向量为 η3 =

11
1

．

由 P −1 =

0 1 −1

1 0 0

0 0 1

，得

P −1η1 =

 1−1

0

 , P −1η2 =

−1

−1

1

 , P −1η3 =

01
1

 .
因此 B +2E 的三个特征值为 9，9，3．对应于特征值 9的全部特征向量为

k1P −1η1+k2P −1η2 = k1

 1−1

0

+k2

−1

−1

1

 ,
其中 k1, k2是不全为零的任意常数；对应于特征值 3的全部特征向量为

k3P −1η3 = k3

01
1

 ,
其中 k3是不为零的任意常数．

十、（本题满分 8分）
已知平面上三条不同直线的方程分别为

l1 : a x +2b y +3c = 0, l2 : b x +2c y +3a = 0, l3 : c x +2a y +3b = 0.

试证：这三条直线交于一点的充分必要条件为 a + b + c = 0．

解. (Ⅰ)“必要性”：设三直线交于一点 (x0, y0)，则

x0

y0

1

为 B X = 0的非零解，其中

B =

a 2b 3c

b 2c 3a

c 2a 3b

 .
所以 |B |= 0．而

|B |=
�������
a 2b 3c

b 2c 3a

c 2a 3b

�������=−6(a + b + c )[a 2+ b 2+ c 2−a b −a c − b c ]
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=−3(a + b + c )[(a − b )2+ (b − c )2+ (c −a )2].

但根据题设 (a − b )2+ (b − c )2+ (c −a )2 6= 0，故 a + b + c = 0．
(Ⅱ)“充分性”：考虑线性方程组①

a x +2b y =−3c ,

b x +2c y =−3a ,

c x +2a y =−3b .

将方程组①的三个方程相加，并由 a +b + c = 0．可知，方程组①等价于方
程组② ¨

a x +2b y =−3c ,

b x +2c y =−3a .

因为 �����a 2b

b 2c

�����= 2(a c − b 2) =−2[a (a + b )+ b 2] =−[a 2+ b 2+ (a + b )2] 6= 0,

故方程组②有唯一解，所以方程组①有唯一解，即三直线 l1, l2, l3交于一点．

十一、（本题满分 10分）
已知甲、乙两箱中装有同种产品，其中甲箱中装有 3件合格品和 3件次品，乙
箱中仅装有 3件合格品．从甲箱中任取 3件产品放入乙箱后，求：
(Ⅰ)乙箱中次品件数 X 的数学期望；
(Ⅱ)从乙箱中任取一件产品是次品的概率．

解. (Ⅰ)设 X i =

¨
0, 从甲箱中取出的第 i 件产品是合格品,

1, 从甲箱中取出的第 i 件产品是次品 （i = 1, 2, 3）．则 X i 的概

率分布为
X i 0 1

P
1

2

1

2

因为 X = X1+X2+X3，所以由数学期望的线性可加性有
E (X ) = E (X1) +E (X2) +E (X3) =

3

2
.

(Ⅱ)设 A 表示事件“从乙箱中任取一件产品是次品”，由于 {X = 0}，{X = 1}，
{X = 2}，{X = 3}构成完备事件组，因此根据全概率公式有

P (A) =
3∑

k=0

P {X = k}P {A |X = k} =
3∑

k=0

P {X = k} · k
6
=

1

6

3∑
k=0

k ·P {X = k}

=
1

6
E (X ) =

1

6
· 3

2
=

1

4
.
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十二、（本题满分 8分）
设总体 X 的概率密度为 f (x ) =

¨
2e−2(x−θ ), x >θ ,

0, x ¶ θ ,
其中 θ > 0是未知参数．从

总体 X 中抽取简单随机样本 X1, X2, · · · , Xn，记 θ̂ =min(X1, X2, · · · , Xn )．
(Ⅰ)求总体 X 的分布函数 F (x )；
(Ⅱ)求统计量 θ̂ 的分布函数 Fθ̂ (x )；
(Ⅲ)如果用 θ̂ 作为 θ 的估计量，讨论它是否具有无偏性．

解. (Ⅰ)由连续型随机变量分布函数的定义，有

F (x ) =
∫ x

−∞
f (t )dt =

¨
1−e−2(x−θ ),
0,

x >θ ,

x ¶ θ .

(Ⅱ)由 θ̂ =min(X1, X2, · · · , Xn )有
Fθ̂ (x ) = P {θ̂ ¶ x }= P {min(X1, X2, · · · , Xn )¶ x }
=1−P {min(X1, X2, · · · , Xn )> x }= 1−P {X1 > x , X2 > x , · · · , Xn > x }

=1− [1− F (x )]n =

¨
1−e−2n (x−θ ), x >θ ,

0, x ¶ θ .

(Ⅲ) θ̂ 概率密度为

fθ̂ (x ) =
d Fθ̂ (x )

dx
=

¨
2ne−2n (x−θ ), x >θ ,

0, x ¶ θ .

因为
E (θ̂ ) =
∫ +∞
−∞

x fθ̂ (x )dx =
∫ +∞
θ

2n x e−2n (x−θ )dx = θ +
1

2n
6= θ ,

所以 θ̂ 作为 θ 的估计量不具有无偏性．
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二〇〇四年考研数学试卷一解答
一、填空题（1～6小题，每小题 4分，共 24分）

1. 曲线 y = ln x 上与直线 x + y = 1垂直的切线方程为 ．

解. 应填 y = x −1．因为直线 x + y = 1的斜率 k1 =−1，所以与其垂直的直线的斜
率 k2 = 1．令 y ′ = (ln x )′ = 1

x
= 1，得 x = 1．于是得切点坐标为 (1, 0)，所求切线

方程为 y −0= 1 · (x −1)，即 y = x −1．

2. 已知 f ′(ex ) = x e−x，且 f (1) = 0，则 f (x ) = ．

解. 应填 1

2
(ln x )2．令 ex = t，则 x = ln t，e−x =

1

t
，于是有

f ′(t ) = ln t

t
⇒ f ′(x ) = ln x

x
.

两边积分得
f (x ) =
∫

ln x

x
dx =
∫

ln x d(ln x ) =
1

2
(ln x )2+C .

代入初始条件 f (1) = 0得 C = 0，故所求函数为 f (x ) =
1

2
(ln x )2．

3. 设 L 为正向圆周 x 2+ y 2 = 2在第一象限中的部分，则曲线积分
∫

L
x dy − 2y dx

的值为 ．

解. 应填 3

2
π．L 的参数方程为¨

x =
p

2cosθ ,

y =
p

2 sinθ ,
θ : 0→ π

2
.

于是 ∫
L

x dy −2y dx =
∫ π

2

0

p
2 cosθ d(

p
2 sinθ )−2

p
2 sinθ d(

p
2cosθ )

=
∫ π

2

0
[2 cos2θ +4sin2θ ]dθ =

∫ π
2

0
[2+2sin2θ ]dθ

=
∫ π

2

0
[3− cos 2θ ]dθ =

h
3θ − 1

2
sin2θ
iπ

2

0
=

3π

2
.

注记：也可以添加两条线段后用格林公式计算．

4. 欧拉方程 x 2 d2 y

dx 2
+4x

dy

dx
+2y = 0（x > 0）的通解为 ．

解. 应填 y =
c1

x
+

c2

x 2
．令 x = et，有 t = ln x ,

dt

dx
=

1

x
，则 dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

1

x

dy

dt
，

d2 y

dx 2
=

d

dx

�
1

x

dy

dt

�
=− 1

x 2

dy

dt
+

1

x

d

dx

�
dy

dt

�
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=− 1

x 2

dy

dt
+

1

x

d

dt

�
dy

dt

�
· dt

dx
=− 1

x 2

dy

dt
+

1

x 2

d2 y

dt 2
=

1

x 2

�
d2 y

dt 2
− dy

dt

�
.

代入原方程，整理得
d2 y

dt 2
+3

dy

dt
+2y = 0.

此方程的特征根为 r1 =−1, r2 =−2，r1 6= r2，所以其通解为
y = c1er1t + c2er2t = c1e−t + c2e−2t .

又因为 x = et，所以 e−t =
1

x
,e−2t =

1

x 2
，代入上式得

y = c1e−t + c2e−2t =
c1

x
+

c2

x 2
.

5. 设矩阵 A =

2 1 0

1 2 0

0 0 1

，矩阵 B 满足 AB A∗ = 2B A∗+E，其中 A∗为 A的伴随矩阵，

E 是单位矩阵，则 |B |= ．

解. 应填 1

9
．由题设条件 AB A∗ = 2B A∗+E，得 (A−2E )B A∗ = E．取行列式得

|(A−2E )B A∗|= |A−2E ||B | |A∗|= |E |= 1.

由伴随矩阵行列式的公式：若 A是 n 阶矩阵，则 |A∗|= |A|n−1，所以

|B |= |A−2E |−1 |A∗|−1 = |A−2E |−1|A|−2 =

�������
0 1 0

1 0 0

0 0 1

�������
−1 �������

2 1 0

1 2 0

0 0 1

�������
−2

= 1−1 ·3−2 =
1

9
.

6. 设随机变量 X 服从参数为 λ的指数分布，则 P {X >pD X }= ．

解. 应填 1

e
．指数分布的概率密度为

f (x ) =

¨
λe−λx , 若 x > 0,

0 若 x ¶ 0;

其方差D X =
1

λ2
．于是有

P {X >pD X }= P
n

X >
1

λ

o
=
∫ +∞

1
λ

λe−λx dx =
�−e−λx
�+∞

1
λ

=
1

e
.

二、选择题（7～14小题，每小题 4分，共 32分）

7. 把 x → 0+时的无穷小量 α=
∫ x

0
cos t 2 dt，β =

∫ x 2

0
tan
p

t dt，γ=
∫ px

0
sin t 3 dt 排

列起来，使排在后面的是前一个的高阶无穷小，则正确的排列次序是 · · · · ( )

(A) α,β ,γ． (B) α,γ,β． (C) β ,α,γ． (D) β ,γ,α．
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解. 应选 (B)．由 α′ = cos x 2，β ′ = 2x tan x ∼ 2x 2，γ′ = 1

2
p

x
sin(
p

x 3)∼ 1

2
x（x → 0+），

得 lim
x→0+

β

γ
= lim

x→0+

β ′
γ′ = 0， lim

x→0+

γ

α
= lim

x→0+

γ′
α′ = 0．

8. 设函数 f (x )连续，且 f ′(0)> 0，则存在 δ > 0，使得 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f (x )在 (0,δ)内单调增加．
(B) f (x )在 (−δ, 0)内单调减少．
(C)对任意的 x ∈ (0,δ)有 f (x )> f (0)．
(D)对任意的 x ∈ (−δ,0)有 f (x )> f (0)．

解. 应选 (C)．由导数的定义知
f ′(0) = lim

x→0

f (x )− f (0)
x

> 0.

根据极限的保号性，知存在 δ > 0，当 x ∈ (−δ, 0)∪ (0,δ)时，有
f (x )− f (0)

x
> 0.

当 x ∈ (−δ,0)时，x < 0，有 f (x )< f (0)；而当 x ∈ (0,δ)时，x > 0，有 f (x )> f (0)．

9. 设
∞∑

n=1

an 为正项级数，下列结论中正确的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)若 lim
n→∞nan = 0，则级数

∞∑
n=1

an 收敛．

(B)若存在非零常数 λ，使得 lim
n→∞nan =λ，则级数

∞∑
n=1

an 发散．

(C)若级数
∞∑

n=1

an 收敛，则 lim
n→∞n 2an = 0．

(D)若级数
∞∑

n=1

an 发散，则存在非零常数 λ，使得 lim
n→∞nan =λ．

解. 应选 (B)．取 an =
1

(n +1) ln (n +1)
，则 lim

n→∞nan = 0，且
∞∑

n=1

an =
∞∑

n=1

1

(n +1) ln(n +1)
发

散，排除 (A)和 (D)．又取 an =
1

n
p

n
，则

∞∑
n=1

an =
∞∑

n=1

1

n
p

n
收敛，但 lim

n→∞n 2an =

lim
n→∞
p

n =∞，排除 (C)．下面证明 (B)是正确的：lim
n→∞nan =λ 6= 0，即 lim

n→∞
an

1

n

=λ．

因为
∞∑

n=1

1

n
发散，由比较判别法的极限形式知，

∞∑
n=1

an 也发散．

10. 设 f (x )为连续函数，F (t ) =
∫ t

1
dy
∫ t

y
f (x )dx，则 F ′(2)等于 · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 2 f (2)． (B) f (2)． (C) − f (2)． (D) 0．
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解. 应选 (B)．交换积分次序得

F (t ) =
∫ t

1
dy
∫ t

y
f (x )dx =
∫ t

1

�∫ x

1
f (x )dy
�

d x =
∫ t

1
f (x )(x −1)dx .

于是 F ′(t ) = f (t )(t −1)，从而 F ′(2) = f (2)．

11. 设 A是 3阶方阵，将 A的第 1列与第 2列交换得 B，再把 B 的第 2列加到第 3

列得 C，则满足 AQ =C 的可逆矩阵Q 为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)

0 1 0

1 0 0

1 0 1

． (B)

0 1 0

1 0 1

0 0 1

． (C)

0 1 0

1 0 0

0 1 1

． (D)

0 1 1

1 0 0

0 0 1

．
解. 应选 (D)．由题设，将 A的第 1列与第 2列交换，即

AE12 = A

0 1 0

1 0 0

0 0 1

= B ,

将 B 的第 2列加到第 3列，即

B

1 0 0

0 1 1

0 0 1

= A

0 1 0

1 0 0

0 0 1


1 0 0

0 1 1

0 0 1

= A

0 1 1

1 0 0

0 0 1

= AQ .

故Q =

0 1 1

1 0 0

0 0 1

．
12. 设 A, B 为满足 AB =O 的任意两个非零矩阵，则必有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) A的列向量组线性相关，B 的行向量组线性相关．
(B) A的列向量组线性相关，B 的列向量组线性相关．
(C) A的行向量组线性相关，B 的行向量组线性相关．
(D) A的行向量组线性相关，B 的列向量组线性相关．

解. 应选 (A)．方法1：设 A为m×n矩阵，B为n×s矩阵，由 AB = 0知，r (A)+r (B )¶ n，
其中 n 是矩阵 A的列数，也是 B 的行数．
因 A为非零矩阵，故 r (A) ¾ 1，因 r (A) + r (B ) ¶ n，从而 r (B ) ¶ n − 1 < n，

由向量组线性相关的充分必要条件向量组的秩小于向量的个数，知 B 的行向
量组线性相关．
因 B 为非零矩阵，故 r (B ) ¾ 1，因 r (A) + r (B ) ¶ n，从而 r (A) ¶ n − 1 < n，

由向量组线性相关的充分必要条件向量组的秩小于向量的个数，知 A 的列向
量组线性相关．
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方法 2：设 A为m ×n 矩阵，B 为 n × s 矩阵，将 B 按列分块，由 AB = 0得，
AB = A
�
β1,β2, · · · ,βs

�
= 0, Aβi = 0, i = 1,2, · · · , s .

因 B 是非零矩阵，故存在 βi 6= 0，使得 Aβi = 0．即齐次线性方程组 Ax = 0有
非零解，故 r (A)< n，从而 A的列向量组线性相关．又 (AB )T = B T AT = 0，将
AT 按列分块，得

B T AT = B T (αT
1 ,αT

2 , · · · ,αT
m ) = 0, B TαT

i = 0, i = 1, 2, · · · , m .

因 A是非零矩阵，故存在 αT
i 6= 0，使得 B TαT

i = 0，即齐次线性方程组 B T x = 0

有非零解，故 r (B T )< n，从而 B T 的列向量组线性相关，即 B 的行向量组线性
相关．

13. 设随机变量 X 服从正态分布 N (0,1)，对给定的 α（0 < α < 1），数 uα 满足
P {X > uα}=α，若 P {|X |< x }=α，则 x 等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) u α
2
． (B) u

1−α2． (C) u 1−α
2
． (D) u1−α．

解. 应选 (C)．由标准正态分布概率密度的对称性知 P {X <−uα}=α，于是
1−α= 1−P {|X |< x }= P {|X |¾ x }= P {X ¾ x }+P {X ¶−x }= 2P {X ¾ x }.

即有 P {X ¾ x }= 1−α
2
，根据分位点的定义有 x = u 1−α

2
．

14. 设随机变量X1, X2, · · · , Xn（n > 1）独立同分布，且其方差为σ2 > 0．令 Y =
1

n

n∑
i=1

X i，
则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) Cov(X1, Y ) =
σ2

n
． (B) Cov(X1, Y ) =σ2．

(C) D (X1+ Y ) =
n +2

n
σ2． (D) D (X1− Y ) =

n +1

n
σ2．

解. 应选 (A)．由于随机变量 X1, X2, · · · , Xn（n > 1）独立同分布，所以有

Cov(X i , X j ) =

¨
σ2, i = j ;

0, i 6= j .

从而有
Cov(X1, Y ) =Cov(X1,

1

n

n∑
i=1

X i ) =
1

n
Cov(X1, X1)+

1

n

n∑
i=2

Cov(X1, X i ) =
1

n
D X1 =

1

n
σ2.

因为 X 与 Y 独立时，有D (X ± Y ) =D (X ) +D (Y )，所以
D (X1+ Y ) =D

�
1+n

n
X1+

1

n
X2+ · · ·+ 1

n
Xn

�
=
(1+n )2

n 2
σ2+

n −1

n 2
σ2 =

n +3

n
σ2,

D (X1− Y ) =D
�

n −1

n
X1− 1

n
X2− · · ·− 1

n
Xn

�
=
(n −1)2

n 2
σ2+

n −1

n 2
σ2 =

n −2

n
σ2.

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 12分）
设 e< a < b < e2，证明 ln2 b − ln2 a >

4

e2
(b −a )．
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解. 设 φ(x ) = ln2 x − ln2 a − 4

e2
(x −a )，则

φ′(x ) = 2
ln x

x
− 4

e2
, φ′′(x ) = 2

1− ln x

x 2
.

当 x > e时 φ′′(x ) < 0，故 φ′(x )在 (e, e2)上单调减少．从而当 e < x < e2 时，
φ′(x ) > φ′(e2) = 0．所以 φ(x )在 (e,e2)上单调增加，从而当 e < a < b < e2 时，
φ(b )>φ(a ) = 0．即 ln2 b − ln2 a >

4

e2
(b −a )．

16.（本题满分 11分）
某种飞机在机场降落时，为了减少滑行距离，在触地的瞬间，飞机尾部张开减
速伞，以增大阻力，使飞机迅速减速并停下．现有一质量为 9000kg的飞机，着
陆时的水平速度为 700km/h．经测试，减速伞打开后，飞机所受的总阻力与飞
机的速度成正比（比例系数为 k = 6.0×106）．问从着陆点算起，飞机滑行的最
长距离是多少？（注：kg表示千克，km/h表示千米/小时．）

解. 由题设，飞机质量m = 9000kg，着陆时的水平速度 v0 = 700km/h．从飞机接
触跑道开始计时，设 t 时刻飞机的滑行距离为 x (t )，速度为 v (t )，则 v (0) = v0，
x (0) = 0．根据牛顿第二定律有m

dv

dt
=−k v．又 dv

dt
=

dv

dx
· dx

dt
= v

dv

dx
，故由以上

两式得 dx =−m

k
dv，积分得 x (t ) =−m

k
v +C．由初始条件 v (0) = v0，x (0) = 0，

解得 C =
m

k
v0，从而 x (t ) =

m

k
(v0− v (t ))．当 v (t )→ 0时，

x (t )→ m v0

k
=

9000×700

6.0×106
= 1.05.

所以，飞机滑行的最长距离为 1.05千米．

17.（本题满分 12分）
计算曲面积分

I =
∫∫

Σ
2x 3 dy dz +2y 3 dz dx +3(z 2−1)dx dy ,

其中 Σ是曲面 z = 1− x 2− y 2(z ¾ 0)的上侧．

解. 取 Σ1为 x O y 平面上被圆 x 2+ y 2 = 1所围部分的下侧，记 Ω为由 Σ与 Σ1围成
的空间闭区域，则

I =
∫∫

Σ+Σ1

2x 3 dy dz +2y 3 dz dx +3(z 2−1)dx dy

−
∫∫

Σ1

2x 3 dy dz +2y 3 dz dx +3(z 2−1)dx dy = I1− I2.

由高斯公式以及柱面坐标公式，可得
I1 =
∫∫∫

Ω
6(x 2+ y 2+ z )dx dy dz = 6

∫ 2π
0

dθ
∫ 1

0
dr
∫ 1−r 2

0
(z + r 2)r dz

= 12π
∫ 1

0

h
1

2
r
�
1− r 2
�2
+ r 3
�
1− r 2
�i

dr = 12π · 1
6
= 2π.
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Σ1在 x O y 平面上的投影区域D =
��

x , y
��� x 2+ y 2 ¶ 1
	，则有

I2 =
∫∫

Σ1

2x 3 dy dz +2y 3 dz dx +3(z 2−1)dx dy =−
∫∫

D
3(0−1)dx dy = 3π.

故有 I = I1− I2 = 2π−3π=−π．
18.（本题满分 11分）
设有方程 x n +n x − 1 = 0，其中 n 为正整数．证明此方程存在惟一正实根 xn，
并证明当 α> 1时，级数

∞∑
n=1

x αn 收敛．

解. (Ⅰ)记 fn (x ) = x n +n x −1，则 fn (0) =−1< 0，fn (1) = n > 0．由零值定理知，方程
x n +n x −1= 0存在正实数根 xn ∈ (0,1)．当 x > 0时，f ′n (x ) = n x n−1+n > 0，
即 fn (x )在 [0,+∞)上单调增加，故方程 x n +n x −1= 0存在惟一正实根 xn．

(Ⅱ)由 x n+n x−1= 0与 xn > 0知 0< xn =
1− x n

n

n
<

1

n
，故当α> 1时，0< x αn <

�
1

n

�α
．

而正项级数
∞∑

n=1

1

nα
收敛，所以当 α> 1时，级数

∞∑
n=1

x αn 收敛．

19.（本题满分 12分）
设 z = z (x , y )是由 x 2−6x y +10y 2−2y z −z 2+18= 0确定的函数，求 z = z (x , y )

的极值点和极值．

解. 因为 x 2−6x y +10y 2−2y z − z 2+18= 0，所以两边对 x 求导和对 y 求导得
2x −6y −2y

∂ z

∂ x
−2z

∂ z

∂ x
= 0,

−6x +20y −2z −2y
∂ z

∂ y
−2z

∂ z

∂ y
= 0.

根据极值点存在的充分条件，令 ∂ z

∂ x
= 0且 ∂ z

∂ y
= 0，可得 x = 3y 且 z = y．代入

隐函数方程，可得 
x = 9,

y = 3,

z = 3.

或


x =−9,

y =−3,

z =−3.

在隐函数方程两边继续对 x , y 求偏导数，得
2−2y

∂ 2z

∂ x 2
−2
�
∂ z

∂ x

�2−2z
∂ 2z

∂ x 2
= 0,

−6−2
∂ z

∂ x
−2y

∂ 2z

∂ x∂ y
−2

∂ z

∂ y
· ∂ z

∂ x
−2z

∂ 2z

∂ x∂ y
= 0,

20−2
∂ z

∂ y
−2

∂ z

∂ y
−2y

∂ 2z

∂ y 2
−2
�
∂ z

∂ y

�2−2z
∂ 2z

∂ y 2
= 0.
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将


x = 9,

y = 3,

z = 3.

和


∂ z

∂ x
= 0,

∂ z

∂ y
= 0
代入，解得

A =
∂ 2z

∂ x 2

���
(9,3,3)

=
1

6
, B =

∂ 2z

∂ x∂ y

���
(9,3,3)

=−1

2
, C =

∂ 2z

∂ y 2

���
(9,3,3)

=
5

3
.

故 AC −B 2 =
1

36
> 0，又 A =

1

6
> 0，从而点 (9,3)是 z (x , y )的极小值点，极小值

为 z (9, 3) = 3．类似地，将


x =−9,

y =−3,

z =−3.

和


∂ z

∂ x
= 0,

∂ z

∂ y
= 0
代入，解得

A =
∂ 2z

∂ x 2

���
(−9,−3,−3)

=−1

6
, B =

∂ 2z

∂ x∂ y

���
(−9,−3,−3)

=
1

2
, C =

∂ 2z

∂ y 2

���
(−9,−3,−3)

=−5

3
.

故 AC −B 2 =
1

36
> 0，又 A =−1

6
< 0，从而点 (−9,−3)是 z (x , y )的极大值点，极

大值为 z (−9,−3) =−3．
20.（本题满分 9分）
设有齐次线性方程组

(1+a )x1+ x2+ · · ·+ xn = 0,

2x1+ (2+a )x2+ · · ·+2xn = 0,

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
n x1+n x2+ · · ·+ (n +a )xn = 0,

(n ¾ 2).

试问 a 取何值时，该方程组有非零解，并求出其通解．
解. 对方程组的系数矩阵 A作初等行变换，有

A =


1+a 1 1 · · · 1

2 2+a 2 · · · 2

· · · · · · · · · · · · · · ·
n n n · · · n +a

→


1+a 1 1 · · · 1

−2a a 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
−na 0 0 · · · a

= B .

当 a = 0时，r (A) = 1< n，故次方程组有非零解．其同解方程组为
x1+ x2+ · · ·+ xn = 0,

由此得基础解系为
η1 = (−1, 1, 0, · · · ,0)T , η2 = (−1,0, 1, · · · , 0)T , · · · , ηn−1 = (−1,0, 0, · · · ,1)T .

于是方程组的通解为 x = k1η1+ · · ·+kn−1ηn−1，其中 k1, · · · , kn−1为任意常数．
当 a 6= 0时，对矩阵 B 作初等行变换，有

B →


1+a 1 1 · · · 1

−2 1 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
−n 0 0 · · · 1

→


a +
n (n +1)

2
0 0 · · · 0

−2 1 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
−n 0 0 · · · 1

 ,
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可知 a = −n (n +1)
2
时，r (A) = n − 1 < n，故此方程组也有非零解．其同解方程

组为 
−2x1+ x2 = 0,

−3x1+ x3 = 0,

· · · · · · · · ·
−n x1+ xn = 0,

由此得基础解系为 η= (1,2, · · · , n )T，于是方程组的通解为 x = kη，其中 k 为任
意常数．

21.（本题满分 9分）

设矩阵 A =

 1 2 −3

−1 4 −3

1 a 5

的特征方程有一个二重根，求 a 的值，并讨论 A是否

可相似对角化．

解. A的特征多项式为

|λE −A|=
�������
λ−1 −2 3

1 λ−4 3

−1 −a λ−5

�������= (λ−2)(λ2−8λ+18+3a ).

(Ⅰ)若 λ= 2是特征方程的二重根，则有 22−16+18+3a = 0，解得 a =−2．由
此求得 A的特征值为 2, 2, 6．因为 r (2E −A) = 1，所以 λ= 2对应的线性无
关的特征向量有 2个，等于 λ= 2的重数，从而 A可相似对角化．

(Ⅱ)若 λ = 2不是特征方程的二重根，则 λ2 − 8λ+ 18+ 3a 为完全平方，从而
18+3a = 16，解得 a =−2

3
．由此求得 A的特征值为 2, 4, 4．因为 r (4E −A) = 2，

所以 λ= 4对应的线性无关的特征向量只有 1个，不等于 λ= 4的重数，从
而 A不可相似对角化．

22.（本题满分 9分）
设 A, B 为随机事件，且 P (A) =

1

4
，P (B |A) = 1

3
，P (A|B ) = 1

2
．令

X =

¨
1, A发生,

0, A不发生;
Y =

¨
1, B发生,

0, B不发生.

求：(Ⅰ)二维随机变量 (X , Y )的概率分布； (Ⅱ) X 和 Y 的相关系数 ρX Y．

解. (Ⅰ)由于 P (AB ) = P (A)P (B |A) = 1

12
，所以 P (B ) =

P (AB )
P (A|B ) =

1

6
．利用条件概率公式

和事件间简单的运算关系，有
P {X = 1, Y = 1}= P (AB ) =

1

12
,

P {X = 1, Y = 0}= P (AB̄ ) = P (A)−P (AB ) =
1

6
,
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P {X = 0, Y = 1}= P (ĀB ) = P (B )−P (AB ) =
1

12
,

P {X = 0, Y = 0}= P (ĀB̄ ) = 1−P (A+B ) = 1−P (A)−P (B )+P (AB ) =
2

3
.

故 (X , Y )的概率分布为

X

Y
0 1

0
2

3

1

12

1
1

6

1

12

(Ⅱ) X , Y 的概率分布分别为
P {X = 0}= P {X = 0, Y = 1}+P {X = 0, Y = 0}= 2

3
+

1

12
=

3

4
,

P {X = 1}= P {X = 1, Y = 1}+P {X = 1, Y = 0}= 1

6
+

1

12
=

1

4
,

P {Y = 1}= P {X = 0, Y = 1}+P {X = 1, Y = 1}= 1

12
+

1

12
=

1

6
,

P {Y = 1}= P {X = 0, Y = 1}+P {X = 1, Y = 1}= 1

12
+

1

12
=

1

6
.

所以 X , Y 的概率分布为
X 0 1

P
3

4

1

4

Y 0 1

P
5

6

1

6

由 0−1分布的数学期望和方差公式，有
E X =

1

4
, E Y =

1

6
, D X =

1

4
× 3

4
=

3

16
, DY =

1

6
× 5

6
=

5

36
,

E (X Y ) = 0 ·P {X Y = 0}+1 ·P {X Y = 1}= P {X = 1, Y = 1}= 1

12
.

故协方差和相关系数等于
Cov(X , Y ) = E (X Y )−E X ·E Y =

1

24
, ρX Y =

Cov(X , Y )p
D X ·pDY

=
p

15

15
.

23.（本题满分 9分）
设总体 X 的分布函数为

F (x ,β ) =

(
1− 1

x β
, x > 1,

0, x ¶ 1,

其中未知参数 β > 1，X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X 的简单随机样本，求：
(Ⅰ) β 的矩估计量； (Ⅱ) β 的最大似然估计量．

解. X 的概率密度为 f (x ;β ) =


β

x β+1 , x > 1,

0, x ¶ 1.

(Ⅰ)由数学期望的定义：
E X =
∫ +∞
−∞

x f (x ;β )dx =
∫ +∞

1
x · β

x β+1 dx =
β

β −1
.
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用样本均值估计期望有 E X = X 即 β

β −1
= X，解得 β = X

X −1
，所以参数 β

的矩估计量为 β̂ = X

X −1
，其中 X =

1

n

n∑
i=1

X i．

(Ⅱ)设 x1, x2, · · · , xn 是相应于样本 X1, X2, · · · , Xn 的一组观测值，则似然函数为

L (β ) =
n∏

i=1

f (xi ;β ) =


βn

(x1 x2 · · · xn )β+1 , xi > 1 (i = 1, 2, · · · , n ),

0, 其他.

当 xi > 1 (i = 1,2, · · · , n )时，L (β )> 0，取自然对数得

ln L (β ) = n lnβ − (β +1)
n∑

i=1

ln xi .

两边对 β 求导，并令导数为零得
dln L (β )

dβ
=

n

β
−

n∑
i=1

ln xi = 0 ⇒ β =
n

n∑
i=1

ln xi

.

从而 β 的最大似然估计量为 β̂ = n
n∑

i=1

ln X i

．
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二〇〇五年考研数学试卷一解答
一、填空题（1～6小题，每小题 4分，共 24分）

1. 曲线 y =
x 2

2x +1
的斜渐近线方程为 ．

解. 应填 y =
1

2
x − 1

4
．由求斜渐近线公式得：

k = lim
x→∞

f (x )
x
= lim

x→∞
x 2

2x 2+ x
=

1

2
,

b = lim
x→∞
�

f (x )−k x
�
= lim

x→∞
−x

2(2x +1)
=−1

4
.

所以所求斜渐近线方程为 y =
1

2
x − 1

4
．

2. 微分方程 x y ′+2y = x ln x 满足 y (1) =−1

9
的解为 ．

解. 应填 y =
1

3
x ln x − 1

9
x．原方程即为 y ′+ 2

x
y = ln x，由公式得方程的通解为

y = e−
∫ 2

x dx
�∫

ln x ·e
∫ 2

x dx dx +C
�

=
1

x 2

�∫
x 2 ln x dx +C
�
=

1

3
x ln x − 1

9
x +

C

x 2
,

其中 C 是常数．由 y (1) =−1

9
得 C = 0，故所求解为 y =

1

3
x ln x − 1

9
x .

3. 设函数u (x , y , z ) = 1+
x 2

6
+

y 2

12
+

z 2

18
，单位向量 n⃗ =

1p
3
{1, 1, 1}，则 ∂ u

∂ n

��
(1,2,3)

= ．

解. 应填p3/3．事实上，因为
∂ u

∂ x
=

x

3
,

∂ u

∂ y
=

y

6
,

∂ u

∂ z
=

z

9
,

cosα=
1p
3

, cosβ =
1p
3

, cosγ=
1p
3

,

所以所求方向导数为
∂ u

∂ n

��
(1,2,3)

=
1

3
· 1p

3
+

1

3
· 1p

3
+

1

3
· 1p

3
=
p

3

3
.

4. 设 Ω是由锥面 z =
p

x 2+ y 2与半球面 z =
p

R 2− x 2− y 2围成的空间区域，Σ是
Ω的整个边界的外侧，则

∫∫
Σ

x dy dz + y dz dx + z dx dy = ．

解. 应填 (2−p2)πR 3．以 Ω表示由 z =
p

x 2+ y 2与 z =
p

R 2− x 2− y 2所围成的有
界闭区域，由高斯公式得∫∫

Σ
x dy dz + y dz dx + z dx dy =

∫∫∫
Ω

3dx dy dz .

利用球面坐标得∫∫∫
Ω

3dx dy dz = 3
∫ R

0
ρ2 dρ
∫ π

4

0
sinφdφ
∫ 2π

0
dθ = 2π
�

1−
p

2

2

�
R 3 = (2−p2)πR 3.
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5. 设 α1,α2,α3均为 3维列向量，记矩阵
A = (α1,α2,α3), B = (α1+α2+α3,α1+2α2+4α3,α1+3α2+9α3),

如果 |A|= 1，那么 |B |= ．

解. 应填 2．因为
B = (α1+α2+α3,α1+2α2+4α3,α1+3α2+9α3) = (α1,α2,α3)

1 1 1

1 2 3

1 4 9

,
记 A = (α1,α2,α3)，两边取行列式有

|B |= |A| ·
�������
1 1 1

1 2 3

1 4 9

�������= 1×2= 2.

6. 从数 1, 2, 3, 4中任取一个数，记为 X，再从 1, 2, · · · , X 中任取一个数，记为 Y，则
P {Y = 2}= ．

解. 应填 13

48
．依题意，P (X = i ) =

1

4
, i = 1, 2, 3, 4;

P {Y = 2 |X = 1}= 0, P {Y = 2 |X = 2}= 1

2
,

P {Y = 2 |X = 3}= 1

3
, P {Y = 2 |X = 4}= 1

4
.

故由全概率公式
P {Y = 2}= P {X = 1}P {Y = 2 |X = 1}+P {X = 2}P {Y = 2 |X = 2}

+P {X = 3}P {Y = 2 |X = 3}+P {X = 4}P {Y = 2 |X = 4}
=

1

4
×
�

0+
1

2
+

1

3
+

1

4

�
=

13

48
.

二、选择题（7～14小题，每小题 4分，共 32分）

7. 设函数 f (x ) = lim
n→∞

n
p

1+ |x |3n，则 f (x )在 (−∞,+∞)内 · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)处处可导． (B)恰有一个不可导点．
(C)恰有两个不可导点． (D)至少有三个不可导点．

解. 应选 (C)．先分段讨论求出 f (x )：
当 |x |< 1时，有 np

1¶ n
p

1+ |x |3n ¶ np
2，故 f (x ) = lim

n→∞
n
p

1+ |x |3n = 1；
当 |x |= 1时， f (x ) = lim

n→∞
np1+1= lim

n→∞
np

2= 1；
当 |x |> 1时，|x |3 = n

p|x |3n < n
p

1+ |x |3n ¶ n
p

2|x |3n = np
2|x |3，故 f (x ) = |x |3．

所以

f (x ) =

¨
1, |x |< 1;

|x 3|, |x |¾ 1.

再讨论 f (x )的不可导点：按导数定义，易知 x =±1处 f (x )不可导，故应选 (C)．
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8. 设 F (x )是连续函数 f (x )的一个原函数，表示“M 的充分必要条件是N”，则必
有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) F (x )是偶函数⇔ f (x )是奇函数．
(B) F (x )是奇函数⇔ f (x )是偶函数．
(C) F (x )是周期函数⇔ f (x )是周期函数．
(D) F (x )是单调函数⇔ f (x )是单调函数．

解. 应选 (A)．事实上，我们有 F (x ) =
∫ x

0
f (t )dt +C 和 F ′(x ) = f (x )．

(1)当 F (x )为偶函数时，有 F (−x ) = F (x )，于是 F ′(−x )·(−1) = F ′(x )，即− f (−x ) =

f (x )，亦即 f (−x ) =− f (x )，可见 f (x )为奇函数．
(2)反过来，若 f (x )为奇函数，则 F (−x ) =

∫ −x

0
f (t )dt +C，令 t =−k，从而

F (−x ) =
∫ −x

0
f (t )dt +C =−

∫ x

0
f (−k )dk +C =

∫ x

0
f (k )dk +C = F (x ),

即 F (x ) =
∫ x

0
f (t )dt +C 为偶函数．

综上所述，(A)为正确选项．另外，令 f (x ) = 1，F (x ) = x +1，可排除 (B)和 (C)；
令 f (x ) = x，F (x ) =

1

2
x 2，可排除 (D)．

9. 设函数 u (x , y ) =ϕ(x + y ) +ϕ(x − y ) +
∫ x+y

x−y
ψ(t )dt，其中函数 ϕ具有二阶导数，

ψ具有一阶导数，则必有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∂ 2u

∂ x 2
=−∂ 2u

∂ y 2
． (B)

∂ 2u

∂ x 2
=
∂ 2u

∂ y 2
． (C)

∂ 2u

∂ x∂ y
=
∂ 2u

∂ y 2
． (D)

∂ 2u

∂ x∂ y
=
∂ 2u

∂ x 2
．

解. 应选 (B)．先求一阶偏导数：
∂ u

∂ x
=ϕ′(x + y )+ϕ′(x − y ) +ψ(x + y )−ψ(x − y ),

∂ u

∂ y
=ϕ′(x + y )−ϕ′(x − y ) +ψ(x + y )+ψ(x − y ).

再求二阶偏导数：
∂ 2u

∂ x 2
=ϕ′′(x + y )+ϕ′′(x − y ) +ψ′(x + y )−ψ′(x − y ),

∂ 2u

∂ x∂ y
=ϕ′′(x + y )−ϕ′′(x − y )+ψ′(x + y )+ψ′(x − y ),

∂ 2u

∂ y 2
=ϕ′′(x + y )+ϕ′′(x − y ) +ψ′(x + y )−ψ′(x − y ).

从而有 ∂ 2u

∂ x 2
=
∂ 2u

∂ y 2
，即 (B)为正确选项．

10. 设有三元方程 x y − z ln y +ex z = 1，根据隐函数存在定理，存在点 (0,1, 1)的一
个邻域，在此邻域内该方程 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)只能确定一个具有连续偏导数的隐函数 z = z (x , y )．
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(B)可确定两个具有连续偏导数的隐函数和 y = y (x , z )和 z = z (x , y )．
(C)可确定两个具有连续偏导数的隐函数 x = x (y , z )和 z = z (x , y )．
(D)可确定两个具有连续偏导数的隐函数 x = x (y , z )和 y = y (x , z )．

解. 应选 (D)．令 F (x , y , z ) = x y − z ln y +ex z −1，则
F ′x = y +ex z z , F ′y = x − z

y
, F ′z =− ln y +ex z x .

所以 F ′x (0, 1, 1) = 2 6= 0，F ′y (0,1, 1) = −1 6= 0，F ′z (0,1, 1) = 0．由隐函数存在定理
知，方程可确定两个具有连续偏导数的隐函数 x = x (y , z )和 y = y (x , z )，故应
选 (D)．

11. 设 λ1,λ2是矩阵 A的两个不同的特征值，对应的特征向量分别为 α1,α2，则 α1，
A(α1+α2)线性无关的充分必要条件是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) λ1 6= 0． (B) λ2 6= 0． (C) λ1 = 0． (D) λ2 = 0．

解. 应选 (B)．因 α1,α2是属于不同特征值的特征向量，故 α1,α2线性无关．而

(α1, A(α1+α2)) = (α1,λ1α1+λ2α2) = (α1,α2)

�
1 λ1

0 λ2

�
,

所以 α1, A(α1+α2)线性无关的充要条件是
�����1 λ1

0 λ2

�����=λ2 6= 0．

12. 设 A为 n(n ¾ 2)阶可逆矩阵，交换 A的第 1行与第 2行得矩阵 B，A∗, B ∗分别
为 A, B 的伴随矩阵，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)交换 A∗的第 1列与第 2列得 B ∗．
(B)交换 A∗的第 1行与第 2行得 B ∗．
(C)交换 A∗的第 1列与第 2列得 −B ∗．
(D)交换 A∗的第 1行与第 2行得 −B ∗．

解. 应选 (C)．交换 A的第一行与第二行得 B，即 B = E12A．又因为 A可逆，故
|B |= |E12A|= |E12| |A|=−|A| 6= 0, B−1 = (E12A)−1 = A−1E12.

从而
B ∗ = |B |B−1 =−|A|A−1E12 =−A∗E12,

故 A∗E12 =−B ∗．

13. 设二维随机变量 (X , Y )的概率分布为

X

Y
0 1

0 0.4 a

1 b 0.1
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已知随机事件 {X = 0}与 {X + Y = 1}相互独立，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a = 0.2, b = 0.3． (B) a = 0.4, b = 0.1．
(C) a = 0.3, b = 0.2． (D) a = 0.1, b = 0.4．

解. 应选 (B)．由二维离散型随机变量联合概率分布的性质有
0.4+a + b +0.1= 1 ⇒ a + b = 0.5.

可知 a + b = 0.5，又事件 {X = 0}与 {X + Y = 1}相互独立，于是有
P {X = 0, X + Y = 1}= P {X = 0}P {X + Y = 1}.

计算各个概率得到
P {X = 0, X + Y = 1}= P {X = 0, Y = 1}= a ,

P {X = 0}= P {X = 0, Y = 0}+P {X = 0, Y = 1}= 0.4+a ,

P {X + Y = 1}= P {X = 0, Y = 1}+P {X = 1, Y = 0}= a + b = 0.5.

代入前面等式，得到 a = (0.4+a )×0.5，解得 a = 0.4, b = 0.1．

14. 设 X1, X2, · · · , Xn (n ¾ 2)为来自总体N (0,1)的简单随机样本，X 为样本均值，S 2

为样本方差，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) n X ∼N (0, 1)． (B) nS 2 ∼χ2(n )．
(C)

(n −1)X
S
∼ t (n −1)． (D)

(n −1)X 2
1

n∑
i=2

X 2
i

∼ F (1, n −1)．

解. 应选 (D)．因 X1, X2, · · · , Xn (n ¾ 2)为来自总体N (0, 1)的简单随机样本，故有

X =
1

n

n∑
i=1

X i ∼N (0,
1

n
)

根据正态总体抽样分布理论有
X −0

1/
p

n
=
p

n X ∼N (0,1),

(n −1)S 2

σ2
=
(n −1)S 2

12
= (n −1)S 2 ∼χ2(n −1),

X −0

S/
p

n
=
p

n X

S
∼ t (n −1);

故排除选项 (A)，(B)，(C)．又

X 2
1 ∼χ2(1),

n∑
i=2

X 2
i ∼χ2(n −1),

且 X 2
1 与

n∑
i=2

X 2
i 相互独立，于是

X 2
1 /1

n∑
i=2

X 2
i /(n −1)

=
(n −1)X 2

1
n∑

i=2

X 2
i

∼ F (1, n −1).

故应选 (D)．
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三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 11分）
设D = {(x , y )
��x 2+ y 2 ¶

p
2, x ¾ 0, y ¾ 0}，[1+ x 2+ y 2]表示不超过 1+ x 2+ y 2的

最大整数．计算二重积分
∫∫

D
x y [1+ x 2+ y 2]dx dy .

解. 用极坐标：∫∫
D

x y [1+ x 2+ y 2]dx dy =
∫ π

2

0
dθ
∫ 4p

2

0
r 3 sinθ cosθ · [1+ r 2]dr

=
∫ π

2

0
sinθ cosθ dθ

∫ 4p
2

0
r 3 · [1+ r 2]dr

=
1

2
sin2θ |

π
2

0

∫ 4p
2

0
r 3 · [1+ r 2]dr =

1

2

∫ 4p
2

0
r 3 · [1+ r 2]dr.

而 [1+ r 2] =

¨
1, 0¶ r < 1,

2, 1¶ r <
4p

2.
从而

∫∫
D

x y [1+ x 2+ y 2]dx dy =
1

2

�∫ 1
0

r 3 dr +
∫ 4p

2

1
2r 3 dr

�
=

1

2

�
r 4

4

��1
0
+2× r 4

4

�� 4p2

1

�
=

1

2

�
1

4
+

1

2
(2−1)
�
=

3

8
.

16.（本题满分 12分）
求幂级数

∞∑
n=1

(−1)n−1
�

1+
1

n (2n −1)

�
x 2n 的收敛区间与和函数 f (x )．

解. 因为

lim
n→∞

������
(−1)n
�

1+
1

(n +1)(2n +1)

�
x 2n+2

(−1)n−1

�
1+

1

n (2n −1)

�
x 2n

������= lim
n→∞

(n +1)(2n +1)+1

(n +1)(2n +1)
· n (2n −1)

n (2n −1)+1
x 2 = x 2,

所以当 x 2 < 1时原级数绝对收敛，当 x 2 > 1时原级数发散，因此原级数的收敛
区间为 (−1, 1)．另外，当 x =±1时由于通项极限不为零，故原幂级数在 x =±1

处发散．在 −1< x < 1时，
f (x ) =

∞∑
n=1

(−1)n−1
�

1+
1

n (2n −1)

�
x 2n =

∞∑
n=1

(−1)n−1 x 2n + (−1)n−1 x 2n

n (2n −1)

=−
∞∑

n=1

(−x 2)n +
∞∑

n=1

(−1)n−1 x 2n

n (2n −1)
= S1(x )+S2(x ).

对 S1(x )，由等比级数求和公式得

S1(x ) =−
∞∑

n=1

(−x 2)n =− −1

1− (−x 2)
=

1

1+ x 2
.

对 S2(x )，在收敛区间 −1< x < 1上逐项求导得
S ′2(x ) =

∞∑
n=1

(−1)n−1 2

2n −1
x 2n−1,
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S ′′2 (x ) =
∞∑

n=1

(−1)n−12x 2n−2 = 2
∞∑

n=1

(−x 2)n−1 = 2 · 1

1+ x 2

由于 S2(0) = 0,S ′2(0) = 0，所以

S ′2(x ) = S ′2(0)+
∫ x

0
S ′′2 (t )dt =
∫ x

0

2

1+ t 2
dt = 2arctan x ,

同理得
S2(x ) = S2(0)+

∫ x

0
S ′2(t )dt = 2
∫ x

0
arctan t dt

= 2t arctan t
��x

0
−2
∫ x

0
t d(arctan t ) = 2x arctan x −2

∫ x

0

t

1+ t 2
d t

= 2x arctan x − ln(1+ t 2)
��x

0
= 2x arctan x − ln(1+ x 2).

从而
f (x ) = S1(x )+S2(x ) =

x 2

1+ x 2
+2x arctan x − ln(1+ x 2), x ∈ (−1,1).

17.（本题满分 11分）
如图，曲线 C 的方程为 y = f (x )，点 (3, 2)是它的一个拐点，直线 l1与 l2分别
是曲线 C 在点 (0, 0)与 (3, 2)处的切线，其交点为 (2, 4)．设函数 f (x )具有三阶
连续导数，计算定积分

∫ 3
0
(x 2+ x ) f ′′′(x )dx．

解. 由直线 l1 过 (0,0)和 (2,4)两点知直线 l1 的斜率为 2．由直线 l1 是曲线 C 在点
(0,0)的切线，由导数的几何意义知 f ′(0) = 2．同理可得 f ′(3) = −2．另外由点
(3,2)是曲线 C 的一个拐点知 f ′′(3) = 0．由分部积分公式，∫ 3

0
(x 2+ x ) f ′′′(x )dx =

∫ 3
0
(x 2+ x )d( f ′′(x ))

=
�
(x 2+ x ) f ′′(x )
�3

0
−
∫ 3

0
f ′′(x )(2x +1)dx

=−
∫ 3

0
(2x +1)d( f ′(x ))

=− �(2x +1) f ′(x )
�3

0
+2
∫ 3

0
f ′(x )dx

= 16+2[ f (3)− f (0)] = 20.

第 184页 共 316页



18.（本题满分 12分）
已知函数 f (x )在 [0,1]上连续，在 (0, 1)内可导，且 f (0) = 0, f (1) = 1．证明：
(Ⅰ)存在 ξ ∈ (0, 1),使得 f (ξ) = 1−ξ；
(Ⅱ)存在两个不同的点 η,ζ ∈ (0, 1)，使得 f ′(η) f ′(ζ) = 1．

解. (Ⅰ)令 F (x ) = f (x )−1+ x，则 F (0) =−1< 0，F (1) = 1> 0．于是由闭区间连续函
数的介值定理知，存在 ξ ∈ (0, 1)，使得 F (ξ) = 0，即 f (ξ) = 1−ξ．

(Ⅱ)在 [0,ξ]和 [ξ,1]上对 f (x )分别应用拉格朗日中值定理，知存在两个不同的
点 η ∈ (0,ξ),ζ ∈ (ξ, 1)，使得

f ′(η) = f (ξ)− f (0)
ξ−0

, f ′(ζ) = f (1)− f (ξ)
1−ξ .

于是
f ′(η) f ′(ζ) = f (ξ)

ξ
· 1− f (ξ)

1−ξ =
1−ξ
ξ
· ξ

1−ξ = 1.

19.（本题满分 12分）
设函数 ϕ(y )具有连续导数，在围绕原点的任意分段光滑简单闭曲线 L 上，曲
线积分
∮

L

ϕ(y )dx +2x y dy

2x 2+ y 4
的值恒为同一常数．

(Ⅰ)证明：对右半平面 x > 0内的任意分段光滑简单闭曲线 C，有∮
C

ϕ(y )dx +2x y dy

2x 2+ y 4
= 0.

(Ⅱ)求函数ϕ(y )的表达式．

解. (Ⅰ)如图，将 C 分解为：C = l1− l2，其中 l1 =N R M，l2 =N P M．

另作一条曲线 l3 =M Q N 围绕原点且与 C 相接，则∮
C

ϕ(y )dx +2x y dy

2x 2+ y 4
=
∮

l1+l3

ϕ(y )dx +2x y dy

2x 2+ y 4
−
∮

l2+l3

ϕ(y )dx +2x y dy

2x 2+ y 4
= 0.

(Ⅱ)设 P =
φ(y )

2x 2+ y 4
,Q =

2x y

2x 2+ y 4
，P,Q 在单连通区域 x > 0内具有一阶连续偏导

数，由 (Ⅰ)知，曲线积分
∫

L

φ(y )dx +2x y dy

2x 2+ y 4
在该区域内与路径无关，故当

x > 0时，总有 ∂Q

∂ x
=
∂ P

∂ y
．经计算，

∂Q

∂ x
=

2y (2x 2+ y 4)−4x ·2x y

(2x 2+ y 4)2
=
−4x 2 y +2y 5

(2x 2+ y 4)2
,

∂ P

∂ y
=
φ′(y )(2x 2+ y 4)−4φ(y )y 3

(2x 2+ y 4)2
=

2x 2φ′(y )+φ′(y )y 4−4φ(y )y 3

(2x 2+ y 4)2
.
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比较上面两式的右端，得¨
φ′(y ) =−2y ,

φ′(y )y 4−4φ(y )y 3 = 2y 5.

解得 φ(y ) =−y 2．

20.（本题满分 9分）
已知二次型 f (x1, x2, x3) = (1−a )x 2

1 + (1−a )x 2
2 +2x 2

3 +2(1+a )x1 x2的秩为 2．
(Ⅰ)求 a 的值；
(Ⅱ)求正交变换 x =Q y，把 f (x1, x2, x3)化成标准形；
(Ⅲ)求方程 f (x1, x2, x3) = 0的解．

解. (Ⅰ)二次型对应矩阵为

A =

1−a 1+a 0

1+a 1−a 0

0 0 2

 ,
由二次型的秩为 2，知 r (A) = 2< 3，所以 |A|= 0，即

|A|=
�������
1−a 1+a 0

1+a 1−a 0

0 0 2

�������= 2 · (−1)3×3 ·
�����1−a 1+a

1+a 1−a

�����=−8a = 0,

求得 a = 0．

(Ⅱ)当 a = 0时，A =

1 1 0

1 1 0

0 0 2

，所以

|λE −A|=
�������
λ−1 −1 0

−1 λ−1 0

0 0 λ−2

�������= (λ−2)(λ2−2λ) =λ(λ−2)2.

令 |λE −A|= 0，解得 A的特征值为 λ1 =λ2 = 2,λ3 = 0．当 λ1 =λ2 = 2时，解
得线性无关的特征向量为：

α1 =

11
0

 ,α2 =

00
1

 .
当 λ3 = 0时，解得特征向量为：

α3 =

 1−1

0

 .
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易见 α1, α2, α3两两正交，将 α1, α2, α3单位化得

η1 =
α1

‖α1‖ =
1p
2

11
0

 ,η2 =
α2

‖α2‖ =

00
1

 ,η3 =
α3

‖α3‖ =
1p
2

 1−1

0

 .
取Q = (η1,η2,η3)，即为所求的正交变换矩阵．令 x =Q y，则

f (x1, x2, x3) = x T Ax = y T Q T AQ y = y T

2 2

0

 y = 2y 2
1 +2y 2

2 .

(Ⅲ)由 f (x1, x2, x3)=2y 2
1 +2y 2

2 =0，得 y1 = 0, y2 = 0,y3 = k（k 为任意常数）．从而
所求解为：

x =Q y = (η1,η2,η3)

00
k

= kη3 =
kp

2

 1−1

0

= k ′

 1−1

0

 ,
其中 k ′ = kp

2
为任意常数．

21.（本题满分 9分）

已知 3阶矩阵 A的第一行是 (a , b , c )，a , b , c 不全为零，矩阵 B =

1 2 3

2 4 6

3 6 k

（k

为常数），且 AB = 0，求线性方程组 Ax = 0的通解．

解. 由 AB = 0知，B 的每一列均为 Ax = 0的解，且 r (A)+ r (B )¶ 3．
(Ⅰ)若 k 6= 9，则 r (B ) = 2，于是 r (A) = 1．记 B = (β1,β2,β3)，则 β1,β3是方程组
的解且线性无关，可作为其基础解系，故 Ax = 0的通解为：

x = k1

12
3

+k2

36
k

 , k1, k2为任意常数.

(Ⅱ)若 k = 9，则 r (B )=1，于是 r (A) = 1或 r (A) = 2．
(ⅰ)若 r (A) = 2，则方程组的基础解系由一个线性无关的解组成，β1是方程
组 Ax = 0的基础解系，则 Ax = 0的通解为：

x = k1

12
3

 , k1为任意常数.

(ⅱ)若 r (A) = 1，则 A的三个行向量成比例，因第 1行元素 (a , b , c )不全为零，
不妨设 a 6= 0，则 Ax = 0的同解方程组为：a x1+ b x2+ c x3 = 0，系数矩
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阵的秩为 1，故基础解系由 2个线性无关解向量组成，选 x2, x3 为自由
未知量，分别取 x2 = 1, x3 = 0或 x2 = 0, x3 = 1，方程组的基础解系为

ξ1 =

−
b

a

1

0

 ,ξ2

−
c

a

0

1

 ,
则其通解为 x = k1ξ1+k2ξ2，k1, k2为任意常数．

22.（本题满分 9分）
设二维随机变量 (X , Y )的概率密度为 f (x , y ) =

¨
1, 0< x < 1, 0< y < 2x ,

0, 其他.
求：

(Ⅰ) (X , Y )的边缘概率密度 fX (x ), fY (y )；
(Ⅱ) Z = 2X − Y 的概率密度 fZ (z )．

解. (Ⅰ)由边缘密度函数的定义，关于 X 的边缘概率密度为：

fX (x ) =
∫ +∞
−∞

f (x , y )dy =


∫ 2x

0
dy , 0< x < 1,

0, 其他.

=

¨
2x , 0< x < 1,

0, 其他.

关于 Y 的边缘概率密度

fY (y ) =
∫ +∞
−∞

f (x , y )dx =


∫ 1

y
2

dx , 0< y < 2,

0, 其他.

=

(
1− y

2
, 0< y < 2,

0, 其他.

(Ⅱ)由分布函数的定义：FZ (z ) = P {Z ¶ z }= P {2X −Y ¶ z }．当 z < 0时，FZ (z ) =

P {2X −Y ¶ z }= 0．当 z ¾ 2时，FZ (z ) = P {2X −Y ¶ z }= 1．当 0¶ z < 2时，
如图转换成阴影部分的二重积分

FZ (z ) = P {2X − Y ¶ z }=
∫∫

2x−y¶z
f (x , y )dx dy

= 1−
∫∫

2x−y>z
f (x , y )dx dy = 1−

∫ 1
z
2

dx
∫ 2x−z

0
dy = z − 1

4
z 2.
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所以分布函数为

FZ (z ) =


0, z < 0,

z − 1

4
z 2, 0¶ z < 2,

1, z 4¾ 2.

由密度函数与分布函数的关系，所求的概率密度为

fZ (z ) =

(
1− 1

2
z , 0< z < 2,

0, 其他.

23.（本题满分 9分）
设 X1, X2, · · · , Xn (n > 2)为来自总体N (0,1)的简单随机样本，X 为样本均值，记
Yi = X i −X，i = 1, 2, · · · , n．求：
(Ⅰ) Yi 的方差DYi，i = 1, 2, · · · , n；
(Ⅱ) Y1与 Yn 的协方差 Cov(Y1, Yn )．

解. 由题设知 X1, X2, · · · , Xn (n > 2)相互独立，且 E X i = 0, D X i = 1(i = 1,2, · · · , n )，
E X = E

�
1

n

n∑
i=1

X i

�
=

1

n

n∑
i=1

E X i = 0,

D X =D

�
1

n

n∑
i=1

X i

�
=

1

n 2

n∑
i=1

D X i =
1

n
.

(Ⅰ)因为 Yi = X i −X，所以对 i = 1,2, · · · , n，有 E Yi = 0，
DYi =D (X i −X ) =D

��
1− 1

n

�
X i − 1

n

∑
j 6=i

X j

�
=
(n −1)2

n 2
·1+ 1

n 2
· (n −1) =

n −1

n
.

(Ⅱ)由协方差的定义：
Cov(Y1, Yn ) = E (Y1Yn )−E Y1E Yn = E (Y1Yn )

= E [(X1−X )(Xn −X )] = E (X1Xn −X1X −Xn X +X
2
)

= E (X1Xn )−E (X1X )−E (Xn X )+ E (X
2
).

因为 X1, Xn 独立，有
E (X1Xn ) = E X1E Xn = 0×0= 0.

由方差的公式，有
E (X

2
) =D X + (E X )2 =

1

n
+0=

1

n
.

由期望的性质和方差的公式有
E (X1X ) = E

�
1

n

n∑
j=1

X1X j

�
= E

�
1

n
X 2

1 +
1

n

n∑
j=2

X1X j

�
=

1

n
E (X 2

1 ) +
1

n

n∑
j=2

E X1E X j =
1

n

�
D X1+ (E X1)

2
�
+0
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=
1

n
(1+0) =

1

n
.

同理 E (Xn X ) =
1

n
．所以

Cov(Y1, Yn ) = E (X1Xn )−E (X1X )−E (Xn X )+ E (X
2
)

= 0− 1

n
− 1

n
+

1

n
=− 1

n
.
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二〇〇六年考研数学试卷一解答
一、填空题（1～6小题，每小题 4分，共 24分）

1. lim
x→0

x ln(1+ x )
1− cos x

= ．

解. 应填 2．由等价无穷小替换可得 lim
x→0

x ln(1+ x )
1− cos x

= lim
x→0

x 2

1

2
x 2

= 2．

2. 微分方程 y ′ = y (1− x )
x
的通解是 ．

解. 应填 y =C x e−x．分离变量，并对两边同时积分得
dy

dx
=

y (1− x )
x
⇒ dy

y
=
�

1

x
−1
�

dx ⇒
∫

dy

y
=
∫ �

1

x
−1
�

dx

⇒ ln |y |= ln |x | − x +C0 ⇒ |y |= |x |e−x+C0 ⇒ y =C x e−x .

3. 设 Σ是锥面 z =
p

x 2+ y 2（0¶ z ¶ 1）的下侧，则∫∫
Σ

x dy dz +2y dz dx +3(z −1)dx dy = ．

解. 应填 2π．补一个曲面 Σ1 :

¨
x 2+ y 2 ¶ 1

z = 1
，取上侧，则 Σ+Σ1组成的封闭立体 Ω

满足高斯公式，从而∫∫
Σ

x dy dz +2y dz dx +3(z −1)dx dy

=
�
Σ+Σ1

x dy dz +2y dz dx +3(z −1)dx dy

−
∫∫

Σ1

x dy dz +2y dz dx +3(z −1)dx dy

=
∫∫∫

Ω
6dv −
∫∫

Σ1

x dy dz +2y dz dx +3(z −1)dx dy

= 6× π
3
−0= 2π.

4. 点 (2,1, 0)到平面 3x +4y +5z = 0的距离 d = ．

解. 应填p2．代入点到平面的距离公式，可得

d =
��Ax0+B y0+C z0+D

��
p

A2+B 2+C 2
=
|6+4+0|p
9+16+25

=
p

2.

5. 设矩阵 A =

�
2 1

−1 2

�
，E 为 2阶单位矩阵，矩阵 B 满足 B A = B + 2E，则 |B | =

．
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解. 应填 2．由已知条件 B A = B + 2E 变形得 B (A − E ) = 2E．两边取行列式得 |B | ·
|A−E |= |2E |= 4．因为 |A−E |=

����� 1 1

−1 1

�����= 2，所以 |B |= 2．．

6. 设随机变量 X 与 Y 相互独立，且均服从区间 [0,3]上的均匀分布，则
P {max{X , Y }¶ 1}= ．

解. 应填 1

9
．随机变量 X 与 Y 均服从区间 [0, 3]上的均匀分布，则有

P {X ¶ 1}=
∫ 1

0

1

3
dx =

1

3
, P {Y ¶ 1}=

∫ 1
0

1

3
dy =

1

3
.

又随机变量 X 与 Y 相互独立，所以
P
�

max(x , y )¶ 1
	
= P {x ¶ 1, Y ¶ 1}= P {x ¶ 1} ·P {Y ¶ 1}= 1

3
× 1

3
=

1

9
.

二、选择题（7～14小题，每小题 4分，共 32分）

7. 设函数 y = f (x )具有二阶导数，且 f ′(x )> 0, f ′′(x )> 0，∆x 为自变量 x 在 x0处
的增量，∆y 与 dy 分别为 f (x )在点 x0处对应的增量与微分，若∆x > 0，则( )

(A) 0< dy <∆y． (B) 0<∆y < dy． (C)∆y < dy < 0． (D) dy <∆y < 0．

解. 应选 (A)．由带拉格朗日余项的泰勒公式，得到
∆y −dy = f (x0+∆x )− f (x0)− f ′(x0)∆x =

1

2
f ′′(ξ)(∆x )2 > 0,

于是∆y > dy．又由于 dy = f ′(x0)∆x > 0，故有 0< dy <∆y．

8. 设 f (x , y )为连续函数，则
∫ π

4

0
dθ
∫ 1

0
f (r cosθ , r sinθ )r dr 等于 · · · · · · · · · · ( )

(A)
∫ p2

2

0
dx
∫ p1−x 2

x
f (x , y )dy． (B)

∫ p2
2

0
dx
∫ p1−x 2

0
f (x , y )dy．

(C)
∫ p2

2

0
dy
∫ p1−y 2

y
f (x , y )dx． (D)

∫ p2
2

0
dy
∫ p1−y 2

0
f (x , y )dx．

解. 应选 (C)．积分区域D 的极坐标表示是 0¶ r ¶ 1, 0¶ θ ¶ π
4
．用直角坐标表示为

0¶ y ¶
p

2

2
, y ¶ x ¶
p

1− y 2．所以积分等于
∫ p2

2

0
dy
∫ p1−y 2

y
f (x , y )dx．

9. 若级数
∞∑

n=1

an 收敛，则级数 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∞∑

n=1

|an |收敛． (B)
∞∑

n=1

(−1)n an 收敛．

(C)
∞∑

n=1

an an+1收敛． (D)
∞∑

n=1

an +an+1

2
收敛．
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解. 应选 (D)．记 an =
(−1)np

n
，则可排除 (A)，(B)，(C)选项．因为

∞∑
n=1

an 收敛，所以
∞∑

n=1

an+1也收敛，所以
∞∑

n=1

(an +an+1)收敛，从而
∞∑

n=1

an +an+1

2
也收敛．

10. 设 f (x , y )与 φ(x , y )均为可微函数，且 φ′y (x , y ) 6= 0．已知 (x0, y0)是 f (x , y )在
约束条件 φ(x , y ) = 0下的一个极值点，下列选项正确的是 · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)若 f ′x (x0, y0) = 0，则 f ′y (x0, y0) = 0． (B)若 f ′x (x0, y0) = 0，则 f ′y (x0, y0) 6= 0．
(C)若 f ′x (x0, y0) 6= 0，则 f ′y (x0, y0) = 0． (D)若 f ′x (x0, y0) 6= 0，则 f ′y (x0, y0) 6= 0．

解. 应选 (D)．用拉格朗日乘数法，引入函数 F (x , y ,λ) = f (x , y )+λφ(x , y )，则有
F ′x = f ′x (x , y ) +λφ′x (x , y ) = 0,

F ′y = f ′y (x , y ) +λφ′y (x , y ) = 0,

F ′λ =φ′(x , y ) = 0.

解得
f ′x (x0, y0) =− f ′y (x0, y0)φ′x (x0, y0)

φ′y (x0, y0)
.

因此若 f ′x (x0, y0) 6= 0，则 f ′y (x0, y0) 6= 0．

11. 设 a1, a2, · · · , as 均为 n 维列向量，A是m ×n 矩阵，下列选项正确的是 · ( )

(A)若 a1, a2, · · · , as 线性相关，则 Aa1, Aa2, · · · , Aas 线性相关．
(B)若 a1, a2, · · · , as 线性相关，则 Aa1, Aa2, · · · , Aas 线性无关．
(C)若 a1, a2, · · · , as 线性无关，则 Aa1, Aa2, · · · , Aas 线性相关．
(D)若 a1, a2, · · · , as 线性无关，则 Aa1, Aa2, · · · , Aas 线性无关．

解. 应选 (A)．α1,α2, · · · ,αs 线性相关等价于 r (α1,α2, · · · ,αs )< s．设 B = (α1,α2, · · · ,αs )，
则 AB = (Aα1, Aα2, · · · , Aαs )．故由 r (AB )< r (B )得

r (Aα1, Aα2, · · · , Aαs )¶ r (α1,α2, · · · ,αs )< s ,

即 Aa1, Aa2, · · · , Aas 线性相关．

12. 设 A为 3阶矩阵，将 A的第 2行加到第 1行得 B，再将 B 的第 1列的 −1倍加

到第 2列得 C，记 P =

1 1 0

0 1 0

0 0 1

，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) C = P −1AP． (B) C = PAP −1． (C) C = P T AP． (D) C = PAP T．

解. 应选 (B)．由初等变换与初等矩阵的关系，可知

B =

1 1 0

0 1 0

0 0 1

A = PA, C = B

1 −1 0

0 1 0

0 0 1

= BQ .
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因为

PQ =

1 1 0

0 1 0

0 0 1


1 −1 0

0 1 0

0 0 1

= E ,

所以Q = P −1，从而 C = BQ = B P −1 = PAP −1．

13. 设 A, B 为随机事件，且 P (B )> 0, P (A|B ) = 1，则必有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) P (A ∪B )> P (A)． (B) P (A ∪B )> P (B )．
(C) P (A ∪B ) = P (A)． (D) P (A ∪B ) = P (B )．

解. 应选 (C)．由 P {A |B }= P {AB }
P {B } = 1得 P {AB }= P {B }，从而由加法公式有

P {A ∪B }= P {A}+P {B }−P {AB }= P {A}.
14. 设随机变量 X 服从正态分布N (µ1, σ2

1)，Y 服从正态分布N (µ2, σ2
2)，且

P {|X −µ1|< 1}> P {|Y −µ2|< 1}，则必有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)σ1 <σ2． (B)σ1 >σ2． (C) µ1 <µ2． (D) µ1 >µ2．

解. 应选 (A)．将随机变量标准化，有 X −µ1

σ1
∼N (0,1)，所以

P (
��X −µ1

��< 1) = P
����X −µ1

σ1

���< 1

σ1

�
= 2P
n

0<
X −µ1

σ1
<

1

σ1

o
= 2
h
Φ
�

1

σ1

�
−Φ(0)
i
= 2Φ
�

1

σ1

�
−1.

同理可得 P (
��Y −µ2

�� < 1) = 2Φ
�

1

σ2

�
− 1．因为 Φ(x )是单调递增函数，所以当

P {|X −µ1|< 1}> P {|Y −µ2|< 1}时，2Φ
�

1

σ1

�
−1> 2Φ
�

1

σ2

�
−1，即 1

σ1
>

1

σ2
，所

以σ1 <σ2．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
设区域D =
��

x , y
� ��x 2+ y 2 ¶ 1, x ¾ 0

	，计算二重积分 I =
∫∫

D

1+ x y

1+ x 2+ y 2
dx dy．

解. 由二重积分的奇偶对称性和极坐标可得
I =
∫∫

D

1+ x y

1+ x 2+ y 2
dx dy =
∫∫

D

1

1+ x 2+ y 2
dx dy +
∫∫

D

x y

1+ x 2+ y 2
dx dy

=
∫∫

D

1

1+ x 2+ y 2
dx dy =
∫ π

2

−π2
dθ
∫ 1

0

r

1+ r 2
dr =

π

2
ln(1+ r 2)
��1

0
=
π

2
ln 2.

16.（本题满分 12分）
设数列 {xn}满足 0< x1 <π, xn+1 = sin xn (n = 1,2, · · · )．
(Ⅰ)证明 lim

n→∞ xn 存在，并求该极限； (Ⅱ)计算 lim
n→∞
�

xn+1

xn

� 1
x 2

n．
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解. (Ⅰ)由于 0 < x < π时，0 < sin x < x，于是 0 < xn+1 = sin xn ¶ xn，这说明数列
{xn}单调减少且 xn > 0．由单调有界准则知 lim

n→∞ xn 存在，记为 A．递推公
式两边取极限得 A = sin A，所以 A = 0．

(Ⅱ)由等价无穷小量代换和洛必达法则可得
lim

n→∞
�

xn+1

xn

� 1
x 2

n = lim
n→∞
�

sin xn

xn

� 1
x 2

n = lim
t→0

�
sin t

t

� 1
t 2

= exp
�

lim
t→0

1

t 2
ln
�

sin t

t

��
= exp

lim
t→0

sin t

t
−1

t 2

= exp
�

lim
t→0

sin t − t

t 3

�
= exp
�

lim
t→0

cos t −1

3t 2

�
= e−

1
6 .

17.（本题满分 12分）
将函数 f (x ) =

x

2+ x − x 2
展开成 x 的幂级数．

解. 先对函数作分解再用公式即可将函数展开成幂级数：
f (x ) =

1

(1+ x )(2− x )
=

1

3

�
1

1+ x
+

1

2− x

�
=

1

3
· 1

1+ x
+

1

6
· 1

1− x

2

=
1

3

∞∑
n=0

(−1)n x n +
1

6

∞∑
n=0

x n

2n
=

1

3

∞∑
n=0

h
(−1)n +

1

2n+1

i
x n+1 (|x |< 1) .

18.（本题满分 12分）
设函数 f (u )在 (0,+∞)内具有二阶导数，且 z = f

�p
x 2+ y 2
�满足等式

∂ 2z

∂ x 2
+
∂ 2z

∂ y 2
= 0.

(Ⅰ)验证 f ′′(u ) + f ′(u )
u
= 0． (Ⅱ)若 f (1) = 0, f ′(1) = 1，求函数 f (u )的表达式．

解. (Ⅰ)由 z = f (u ), u =
p

x 2+ y 2可得
∂ z

∂ x
= f ′
�p

x 2+ y 2
� xp

x 2+ y 2
;

∂ z

∂ y
= f ′
�p

x 2+ y 2
� yp

x 2+ y 2
,

∂ 2z

∂ x 2
= f ′′
�p

x 2+ y 2
� x 2�

x 2+ y 2
� + f ′
�p

x 2+ y 2
� y 2�

x 2+ y 2
�3/2 ,

∂ 2z

∂ y 2
= f ′′
�p

x 2+ y 2
� y 2�

x 2+ y 2
� + f ′
�p

x 2+ y 2
� x 2�

x 2+ y 2
�3/2 .

代入 ∂ 2z

∂ x 2
+
∂ 2z

∂ y 2
= 0，得

f ′′
�p

x 2+ y 2
�
+

f ′
�p

x 2+ y 2
�p

x 2+ y 2
= 0,

所以 f ′′(u )+ f ′(u )
u
= 0成立．

(Ⅱ)令 f ′(u ) = p，则方程变成 dp

du
=−p

u
，则
∫

dp

p
=−
∫

du

u
，解得 f ′(u ) = p =

C1

u
．

因为 f ′(1) = 1，所以 C1 = 1，从而 f ′(u ) = 1

u
．解得 f (u ) = ln u +C2，又因为

f (1) = 0，所以 C2 = 0，得 f (u ) = ln u．
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19.（本题满分 12分）
设在上半平面 D =

�
(x , y )
��y > 0
	内，函数 f (x , y )是有连续偏导数，且对任意

的 t > 0都有 f (t x , t y ) = t −2 f (x , y )．证明：对 D 内的任意分段光滑的有向简
单闭曲线 L，都有

∮
L

y f (x , y )dx − x f (x , y )dy = 0．

解. 已知 f (t x , t y ) = t −2 f (x , y )，两边对 t 求导得
x f ′x (t x , t y )+ y f ′y (t x , t y ) =−2t −3 f (x , y ).

令 t = 1，得到
x f ′x (x , y )+ y f ′y (x , y ) =−2 f (x , y ).

再令 P = y f (x , y ),Q =−x f (x , y )，则有
∂Q

∂ x
=− f (x , y )− x f ′x (x , y ),

∂ P

∂ y
= f (x , y )+ y f ′y (x , y ).

由前面等式可得 ∂Q

∂ x
=
∂ P

∂ y
，所以由格林公式知结论成立．

20.（本题满分 9分）

已知非齐次线性方程组


x1+ x2+ x3+ x4 =−1

4x1+3x2+5x3− x4 =−1

a x1+ x2+3x3+ b x4 = 1

有 3个线性无关的解．

(Ⅰ)证明方程组系数矩阵 A的秩 r (A) = 2；
(Ⅱ)求 a , b 的值及方程组的通解．

解. (Ⅰ)系数矩阵 A =

1 1 1 1

4 3 5 −1

a 1 3 b

，未知量的个数为 n = 4，且又 Ax = b 有三个

线性无关解，设 α1,α2,α3是方程组的 3个线性无关的解，则 α2−α1,α3−α1

是 Ax = 0的两个线性无关的解．于是 4− r (A)¾ 2，即 r (A)¶ 2．又因为 A有
一个二阶子式不等于零，所以 r (A)¾ 2，从而 r (A) = 2．

(Ⅱ)对方程组的增广矩阵作初等行变换：

(A|b ) =
1 1 1 1 −1

4 3 5 −1 −1

a 1 3 b 1

→
1 1 1 1 −1

0 −1 1 −5 3

0 1−a 3−a b −a 1+a



→
1 1 1 1 −1

0 −1 1 −5 3

0 0 4−2a 4a + b −5 4−2a

 .
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由 r (A) = 2，得
¨

4−2a = 0

4a + b −5= 0
，即 a = 2, b =−3．所以

(A|b )→
1 0 2 −4 2

0 −1 1 −5 3

0 0 0 0 0

→
1 0 2 −4 2

0 1 −1 5 −3

0 0 0 0 0

 .
求得方程组 Ax = b 的通解为 (2,−3, 0, 0)T + c1(−2, 1, 1, 0)T + c2(4,−5,0, 1)T，
c1, c2为任意常数．

21.（本题满分 9分）
设3阶实对称矩阵A的各行元素之和均为3，向量α1 = (−1,2,−1)T ,α2 = (0,−1, 1)T

是线性方程组 Ax = 0的两个解．
(Ⅰ)求 A的特征值与特征向量；
(Ⅱ)求正交矩阵Q 和对角矩阵 Λ，使得Q T AQ =Λ．

解. (Ⅰ)由题设条件 Aα1 = 0= 0α1，Aα2 = 0= 0α2，故 α1,α2是 A的对应于 λ= 0的
特征向量，又因为 α1,α2 线性无关，故 λ = 0至少是 A 的二重特征值．又
因为 A的每行元素之和为 3，所以有 A(1, 1, 1)T = (3, 3, 3)T = 3(1, 1, 1)T，所以
α3 = (1, 1, 1)T 是 A的对应于特征值 λ3 = 3的特征向量，从而知 λ= 0是二重
特征值．于是 A的特征值为 0,0, 3；属于 0的特征向量是 k1α1+k2α2，k1, k2

不都为 0；属于 3的特征向量是 k3α3，k3 6= 0．
(Ⅱ)将特征向量 α1,α2正交化得

β1 =α1 = (−1, 2,−1)T , β2 =
�
−1

2
, 0,

1

2

�
.

再将 β1,β2,α3单位化，得

η1 =
�
−
p

6

6
,
p

6

3
,−
p

6

6

�T
, η2 =
�
−
p

2

2
, 0,
p

2

2

�T
, η3 =
�p

3

3
,
p

3

3
,
p

3

3

�T
.

令Q = (η1,η2,η3)，则Q 是正交矩阵，并且Q T AQ =Q−1AQ =

0 0 0

0 0 0

0 0 3

．
22.（本题满分 9分）
随机变量 X 的概率密度为

fX (x ) =


1

2
, −1< x < 0;

1

4
, 0¶ x < 2;

0, 其他.

令Y = X 2，F
�
x , y
�为二维随机变量 (X , Y )的分布函数．求

(Ⅰ) Y 的概率密度 fY (y )； (Ⅱ) F
�
−1

2
, 4
�
．
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解. (Ⅰ)因为 FY (y ) = P
�

Y ¶ y
	
= P
�

X 2 ¶ y
	，分情况讨论：当 y < 0时，FY (y ) = 0；

当 0¶ y < 1时，

FY (y ) = P (−py ¶ X ¶
p

y ) =
∫ 0
−py

1

2
dx +
∫ py

0

1

4
dx =

3

4

p
y ;

当 1¶ y < 4时，

FY (y ) = P (−py ¶ X ¶
p

y ) =
∫ 0
−1

1

2
dx +
∫ py

0

1

4
dx =

1

2
+

1

4

p
y ;

当 y ¾ 4时，FY (y ) = 1．综上所述，有

FY (y ) =



0, y < 0;
3

4
p

y , 0¶ y < 1;

1

2
+

1

4
p

y , 1¶ y < 4;

1, y ¾ 4.

由概率密度是分布函数在对应区间上的的微分，所以

fY (y ) = F ′Y (y ) =


3

8
p

y
, 0< y < 1;

1

8
p

y
, 1¶ y < 4;

0, 其他.

(Ⅱ)根据二维随机变量的定义有
F
�
−1

2
, 4
�
= P
n

X ¶−1

2
, Y ¶ 4
o
= P
n

X ¶−1

2
, X 2 ¶ 4
o

= P
n
−2¶ X ¶−1

2

o
=
∫ − 1

2

−1

1

2
dx =

1

4
.

23.（本题满分 9分）
设总体 X 的概率密度为

f (x ,θ ) =


θ , 0< x < 1,

1−θ , 1¶ x < 2,

0, 其它,

其中 θ 是未知参数（0 < θ < 1），X1, X2 · · · , Xn 为来自总体 X 的简单随机样本，
记N 为样本值 x1, x2 · · · , xn 中小于 1的个数，求 θ 的最大似然估计．

解. 依题设，似然函数

L (θ ) =

¨
θN (1−θ )n−N , 0< xi1

, xi2
, · · · xiN

< 1, 1¶ xiN+1
, xiN+2

, · · · xin
< 2;

0, 其他.

在 0< xi1
, xi2

, · · · xiN
< 1，1¶ xiN+1

, xiN+2
, · · · xin

< 2时，等式两边同取自然对数得
ln L (θ ) =N lnθ + (n −N ) ln(1−θ ).
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两边对 θ 求导并令导数为零，得到
dln L (θ )

dθ
=

N

θ
− n −N

1−θ = 0,

解得 θ = N

n
，所以 θ 的最大似然估计值为 θ̂ = N

n
．
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二〇〇七年考研数学试卷一解答
一、选择题（1～10小题，每小题 4分，共 40分）

1. 当 x → 0+时，与px 等价的无穷小量是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 1−e
p

x． (B) ln
1+ x

1−px
． (C)
p

1+
p

x −1． (D) 1− cos
p

x．

解. 应选 (B)．事实上，因为
ln

1+ x

1−px
= ln

1−px +
p

x + x

1−px
= ln
�
1+

x +
p

x

1−px

�
,

而且当 x → 0+时， x +
p

x

1−px
→ 0，所以由等价无穷小量代换得到

ln
�
1+

x +
p

x

1−px

�
∼ x +

p
x

1−px
∼ x +

p
x =
p

x
�p

x +1
�∼px .

2. 曲线 y =
1

x
+ ln(1+ex )渐近线的条数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1． (C) 2． (D) 3．

解. 应选 (D)．因为
lim
x→0

y = lim
x→0

�
1

x
+ ln(1+ex )
�
=∞,

所以 x = 0是一条铅直渐近线；因为
lim

x→−∞ y = lim
x→−∞
�

1

x
+ ln(1+ex )
�
= 0,

所以 y = 0是沿 x →−∞方向的一条水平渐近线；令
k = lim

x→+∞
y

x
= lim

x→+∞

1

x
+ ln(1+ex )

x
= lim

x→+∞
�

1

x 2
+

ln(1+ex )
x

�
= lim

x→+∞
1

x 2
+ lim

x→+∞
ln(1+ex )

x
= 0+ lim

x→+∞
ex /(1+ex )

1
= 1,

b = lim
x→+∞(y −k x ) = lim

x→+∞
�

1

x
+ ln(1+ex )− x

�
= lim

x→+∞
1

x
+ lim

x→+∞ (ln(1+ex )− x ) = 0+ lim
x→+∞ (ln(1+ex )− lnex )

= lim
x→+∞ ln
�

1+ex

ex

�
= lim

x→+∞ ln(e−x +1) = ln 1= 0,

所以 y = x 是曲线的斜渐近线．总共有 3条渐近线．

3. 如图，连续函数 y = f (x )在区间 [−3,−2], [2,3]上的图形分别是直径为 1的上、下
半圆周，在区间 [−2,0], [0,2]上图形分别是直径为 2的上、下半圆周．
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设 F (x ) =
∫ x

0
f (t )dt，则下列结论正确的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) F (3) =−3

4
F (−2)． (B) F (3) =

5

4
F (2)．

(C) F (−3) =
3

4
F (2)． (D) F (−3) =−5

4
F (−2)．

解. 应选 (C)．由所给条件知， f (x )为 x 的奇函数，则 f (−x ) = − f (x )，由 F (x ) =∫ x

0
f (t )dt 知

F (−x ) =
∫ −x

0
f (t )dt =
∫ x

0
f (−u )d (−u ) =

∫ x

0
f (u )du = F (x ),

故 F (x )为 x 的偶函数，所以 F (−3) = F (3)．由于曲线由半圆周组成，由定积分
的几何意义，得到

F (2) =
∫ 2

0
f (t )dt =

π

2
·12 =

π

2
,

F (3) =
∫ 3

0
f (t )dt =
∫ 2

0
f (t )dt +
∫ 3

2
f (t )dt =

π

2
·12− π

2
·
�

1

2

�2
=
π

2
· 3

4
=

3

4
F (2).

所以 F (−3) = F (3) =
3

4
F (2)．

4. 设函数 f (x )在 x = 0连续，则下列命题错误的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)若 lim
x→0

f (x )
x
存在，则 f (0) = 0．

(B)若 lim
x→0

f (x )+ f (−x )
x

存在，则 f (0) = 0．

(C)若 lim
x→0

f (x )
x
存在，则 f ′(0)存在．

(D)若 lim
x→0

f (x )− f (−x )
x

存在，则 f ′(0)存在．

解. 应选 (D)．例如取 f (x ) = |x |，有
lim
x→0

f (x )− f (−x )
x −0

= lim
x→0

|x | − |− x |
x

= 0

存在，而
lim

x→0−
f (x )− f (0)

x −0
= lim

x→0−
−x −0

x −0
=−1, lim

x→0+

f (x )− f (0)
x −0

= lim
x→0+

x −0

x −0
= 1,

左右极限存在但不相等，所以 f (x ) = |x |在 x = 0的导数 f ′(0)不存在，即选项
(D)错误．
由 lim

x→0

f (x )
x
存在及 f (x )在 x = 0处连续，可得

f (0) = lim
x→0

f (x ) = lim
x→0

�
f (x )

x
x
�
= lim

x→0

f (x )
x
· lim

x→0
x = 0 · lim

x→0

f (x )
x
= 0,

所以选项 (A)正确．由选项 (A)知 f (0) = 0，所以
f ′(0) = lim

x→0

f (x )− f (0)
x −0

= lim
x→0

f (x )
x
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存在，所以选项 (C)也正确．由 f (x )在 x = 0处连续，所以 f (−x )在 x = 0处连
续，从而

lim
x→0

�
f (x )+ f (−x )
�
= lim

x→0
f (x ) + lim

x→0
f (−x ) = f (0)+ f (0) = 2 f (0),

所以
2 f (0) = lim

x→0

h
f (x )+ f (−x )

x
· x
i
= lim

x→0

f (x ) + f (−x )
x

· lim
x→0

x = 0 · lim
x→0

f (x )+ f (−x )
x

= 0,

即有 f (0) = 0，所以选项 (B)正确．

5. 设函数 f (x )在 (0,+∞)上具有二阶导数，且 f ′′(x )> 0，令 un = f (n )（n = 1,2, · · ·），
则下列结论正确的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)若 u1 > u2，则 {un}必收敛． (B)若 u1 > u2，则 {un}必发散．
(C)若 u1 < u2，则 {un}必收敛． (D)若 u1 < u2，则 {un}必发散．

解. 应选 (D)．un = f (n )，由拉格朗日中值定理有
un+1−un = f (n +1)− f (n ) = f ′(ξn )(n +1−n ) = f ′(ξn ),

其中 n < ξn < n + 1，ξ1 < ξ2 < · · · < ξn < · · ·．由 f ′′(x ) > 0知 f ′(x )严格单调增，
故有

f ′(ξ1)< f ′(ξ2)< · · ·< f ′(ξn )< · · · .
若 u1 < u2，则 f ′(ξ1) = u2−u1 > 0，所以 0< f ′(ξ1)< f ′(ξ2)< · · ·< f ′(ξn )< · · · .

un+1 = u1+
n∑

k=1

(uk+1−uk ) = u1+
n∑

k=1

f ′(ξk )> u1+n f ′(ξ1).

而 f ′(ξ1)是一个确定的正数．于是 lim
n→∞un+1 =+∞，故 {un}发散．

6. 设曲线 L : f (x , y ) = 1（ f (x , y )具有一阶连续偏导数）过第Ⅱ象限内的点M 和
第Ⅳ象限内的点 N，Γ 为 L 上从点M 到点 N 的一段弧，则下列积分小于零的
是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∫
Γ

f (x , y )dx． (B)
∫
Γ

f (x , y )dy．

(C)
∫
Γ

f (x , y )ds． (D)
∫
Γ

f ′x (x , y )dx + f ′y (x , y )dy．

解. 应选 (B)．设M 和 N 点的坐标分别为 (x1, y1)和 (x2, y2)，则由题设可知 x1 < x2，
y1 > y2．于是
对选项 (A)，有

∫
Γ

f (x , y )dx =
∫
Γ

dx = x2− x1 > 0，应排除；

对选项 (B)，有
∫
Γ

f (x , y )dy =
∫
Γ

dy = y2− y1 < 0，是正确选项；

对选项 (C)，有
∫
Γ

f (x , y )ds = l > 0（其中 l 为 Γ 的弧长），应排除；

对选项 (D)，有
∫
Γ

f ′x (x , y )dx + f ′y (x , y )dy =
∫
Γ

0 dx +0dy = 0，应排除．
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7. 设向量组 α1, α2, α3线性无关，则下列向量组线性相关的是 · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) α1−α2, α2−α3, α3−α1． (B) α1+α2, α2+α3, α3+α1．
(C) α1−2α2, α2−2α3, α3−2α1． (D) α1+2α2, α2+2α3, α3+2α1．

解. 应选 (A)．因为 (α1−α2) + (α2−α3) + (α3−α1) = 0，所以 α1−α2, α2−α3, α3−α1

线性相关．
选项 (B)不对．因为

(α1+α2,α2+α3,α3+α1) = (α1,α2,α3)

1 0 1

1 1 0

0 1 1

= (α1,α2,α3)P2,

其中 |P2|= 2 6= 0．
选项 (C)不对，因为

(α1−2α2,α2−2α3,α3−2α1) = (α1,α2,α3)

 1 0 −2

−2 1 0

0 −2 1

= (α1,α2,α3)P3,

其中 |P3|=−7 6= 0．
选项 (D)不对，因为

(α1+2α2,α2+2α3,α3+2α1) = (α1,α2,α3)

1 0 2

2 1 0

0 2 1

= (α1,α2,α3)P4,

其中 |P4|= 9 6= 0．

8. 设矩阵 A =

 2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2

，B =

1 0 0

0 1 0

0 0 0

，则 A与 B · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)合同，且相似． (B)合同，但不相似．
(C)不合同，但相似． (D)既不合同，也不相似．

解. 应选 (B)．因为迹 tr(A) = 2+2+2= 6，迹 tr(B ) = 1+1= 2 6= 6，所以 A与 B 不相
似（不满足相似的必要条件）．又 |λE −A|= λ(λ− 3)2，|λE −B |= λ(λ− 1)2，A

与 B 是同阶实对称矩阵，其秩相等，且有相同的正惯性指数，故 A与 B 合同．

9. 某人向同一目标独立重复射击，每次射击命中目标的概率为 p（0< p < 1），则
此人第 4次射击恰好第 2次命中目标的概率为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 3p (1−p )2． (B) 6p (1−p )2． (C) 3p 2(1−p )2． (D) 6p 2(1−p )2．

解. 应选 (C)．第 4次射击恰好是第 2次命中目标可以理解为：第 4次试验成功而
前三次试验中必有 1次成功，2次失败．根据独立重复的伯努利试验，前 3次
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试验中有 1次成功 2次失败，其概率必为 C 1
3 p (1−p )2．再加上第 4次是成功的，

其概率为 p．所以，第 4次射击恰好第 2次命中目标的概率为
C 1

3 p (1−p )2 ·p = 3p 2(1−p )2.

10. 设随机变量 (X , Y )服从二维正态分布，且 X 与 Y 不相关， fX (x ), fY (y )分别表
示 X , Y 的概率密度，则在 Y = y 条件下，X 的条件概率密度 fX |Y (x

��y )为( )

(A) fX (x )． (B) fY (y． (C) fX (x ) fY (y )． (D)
fX (x )
fY (y )
．

解. 应选 (A)．由于二维正态随机变量 (X , Y )中 X 与 Y 不相关，故 X 与 Y 独立，
且 f (x , y ) = fX (x ) fY (y )．根据条件概率密度的定义，当在 Y = y 条件下，如果
fY (y ) 6= 0，则

fX |Y (x |y ) = f (x , y )
fY (y )

=
fX (x ) fY (y )

fY (y )
= fX (x ).

二、填空题（11～16小题，每小题 4分，共 24分）

11.
∫ 2

1

1

x 3
e

1
x dx = ．

解. 应填
p

e

2
．事实上，令 1

x
= t，则有 x =

1

t
，dx =− 1

t 2
dt，从而∫ 2

1

1

x 3
e

1
x dx =
∫ 1

2

1
t 3et
�
− 1

t 2

�
dt =−
∫ 1

2

1
t et dt =
∫ 1

1
2

t et dt

=
∫ 1

1
2

t d(et ) =
�
t et
�1

1
2
−
∫ 1

1
2

et dt = e− 1

2
e

1
2 − et
��11

2

= e− 1

2
e

1
2 −
�

e−e
1
2

�
=

1

2
e

1
2 =
p

e

2
.

12. 设 f (u , v )为二元可微函数，z = f (x y , y x )，则 ∂ z

∂ x
= ．

解. 应填 f ′1 (x y , y x )y x y−1+ f ′2 (x y , y x )y x ln y．这是因为
∂ z

∂ x
=
∂ f (x y , y x )

∂ x
= f ′1 (x

y , y x )
∂ x y

∂ x
+ f ′2 (x

y , y x )
∂ y x

∂ x

= f ′1 (x
y , y x )y x y−1+ f ′2 (x

y , y x )y x ln y .

13. 二阶常系数非齐次线性微分方程 y ′′−4y ′+3y = 2e2x 的通解为 y = ．

解. 应填 C1ex +C2e3x −2e2x．事实上，这是二阶常系数非齐次线性微分方程．对应
的齐次方程的特征方程为 r 2 − 4r + 3 = 0，得特征根 r1 = 1, r2 = 3，从而对应齐
次方程的通解为

y =C1er1 x +C2er2 x =C1ex +C2e3x .
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由于这里 λ= 2不是特征方程的根，所以应设该非齐次方程的一个特解为 y ∗ =
Ae2x，所以 (y ∗)′ = 2Ae2x，(y ∗)′′ = 4Ae2x，代入原方程得

4Ae2x −4 ·2Ae2x +3Ae2x = 2e2x .

解得 A =−2，所以 y ∗ =−2e2x．故得原方程的通解为
y =C1ex +C2e3x −2e2x .

14. 设曲面 Σ : |x |+ |y |+ |z |= 1，则
�
Σ

(x + |y |)dS = ．

解. 应填 4

3

p
3．事实上，

�
Σ

(x + |y |)dS =
�
Σ

x dS+
�
Σ

|y |dS．对于第一部分，由于积

分区域关于 x轴、y 轴是对称的面，被积函数 x为 x的奇函数，所以
�
Σ

x dS = 0．
对于第二部分，因 Σ关于 x , y , z 轮换对称，所以�

Σ

|x |dS =
�
Σ

|y |dS =
�
Σ

|z |dS

⇒
�
Σ

|y |dS =
1

3

�
Σ

�|x |+ |y |+ |z |�dS =
1

3

�
Σ

dS .

由曲面积分的几何意义，
�
Σ

dS 为曲面的表面积，而 Σ为 8块同样的等边三角

形，每块等边三角形的边长为 p2，所以 Σ的面积等于 8 · 1
2

�p
2
�2

sin
π

3
= 4
p

3，
从而 �

Σ

(x + |y |)dS =
�
Σ

|y |dS =
1

3
·4p3=

4

3

p
3.

15. 设矩阵 A =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

，则 A3的秩为 ．

解. 应填 1．事实上，

A2 =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

=


0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0



A3 = A2 ·A =


0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0




0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

=


0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,
从而知道 r
�
A3
�
= 1．
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16. 在区间 (0,1)中随机地取两个数，则这两数之差的绝对值小于 1

2
的概率为 ．

解. 应填 3/4．以 X 和 Y 分别表示区间 (0, 1)中随机的两个数，则 |X − Y |< 1

2
的区

域就是正方形中阴影的面积D

根据几何概型的定义，所求概率为

P
�
|X − Y |< 1

2

�
=

D 的面积
单位正方形面积 =

1− (1/2)2
1

=
3

4
.

三、解答题（17～24小题，共 86分）

17.（本题满分 10分）
求函数 f (x , y ) = x 2 + 2y 2 − x 2 y 2 在区域 D =

�
(x , y )
��x 2+ y 2 ¶ 4, y ¾ 0

	上的最
大值和最小值．

解. 先求函数 f (x , y )在D 的内部的最值，由(
f ′x = 2x −2x y 2 = 0

f ′y = 4y −2x 2 y = 0

解得D 内的驻点为 (±p2, 1)，相应的函数值为 f (±p2, 1) = 2．
再考虑 f (x , y )在D 的边界 L1：y = 0（−2¶ x ¶ 2）上的最值．此时 f (x ,0) = x 2

（−2¶ x ¶ 2），易知函数 f (x , y )在此边界上的最大值为 f (±2, 0) = 4，最小值为
f (0,0) = 0．
最后考虑 f (x , y )在D 的边界 L2：x 2+y 2 = 4（y ¾ 0）上的最值，此时 y =

p
4− x 2，

在区间 [−2,2]上令
h (x ) = f (x ,

p
4− x 2) = x 2+2(4− x 2)− x 2(4− x 2) = x 4−5x 2+8,

由 h ′(x ) = 4x 3−10x = 0得驻点 x1 = 0, x2 =−
r

5

2
, x3 =
r

5

2
，所以函数 h (x )在相

应点处的函数值为

h (0) = f (0, 2) = 8, h
�
−
È

5

2

�
= f
�
−
È

5

2
,

È
3

2

�
=

7

4
, h
�È

5

2

�
= f
�È

5

2
,

È
3

2

�
=

7

4
.

综上可知函数在D 上的最大值为 f (0, 2) = 8，最小值为 f (0,0) = 0．
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18.（本题满分 11分）
计算曲面积分 I =

∫∫
Σ

x z dy dz + 2z y dz dx + 3x y dx dy，其中 Σ为曲面 z =

1− x 2− y 2

4
（0¶ z ¶ 1）的上侧．

解. 补充曲面片 S : z = 0, x 2+
y 2

4
¶ 1，下侧为正，有 I = I1− I2，其中

I1 =
∫∫

Σ+S
x z dy dz +2z y dz dx +3x y dx dy

I2 =
∫∫

S
x z dy dz +2z y dz dx +3x y dx dy .

根据高斯公式，

I1 =
∫∫∫

Ω
(z +2z )dv =

∫ 1
0

3z dz
∫∫

x 2+
1
4 y 2<1−z

dx dy =
∫ 1

0
6πz (1− z )dz =π.

其中 Ω=
§
(x , y , z )
���x 2+

y 2

4
¶ 1− z ,0¶ z ¶ 1

ª
．又由函数奇偶性可知

I2 =
∫∫

x 2+
1
4 y 2¶1

3x y dx dy = 0,

从而 I =π−0=π．

19.（本题满分 11分）
设函数 f (x )，g (x )在 [a , b ]上连续，在 (a , b )内二阶可导且存在相等的最大值，
又 f (a )=g (a )， f (b )=g (b )，证明：存在 ξ ∈ (a , b )，使得 f ′′(ξ) = g ′′(ξ)．

解. 令 φ(x ) = f (x ) − g (x )，由题设 f (x ), g (x ) 存在相等的最大值，设 x1 ∈ (a , b )，
x2 ∈ (a , b )使得

f (x1) =max
[a ,b ]

f (x ) = g (x2) =max
[a ,b ]

g (x ).

于是 φ(x1) = f (x1)− g (x1)¾ 0，φ(x2) = f (x2)− g (x2)¶ 0．
若 φ(x1) = 0，则取 η= x1 ∈ (a , b )，有 φ(η) = 0．
若 φ(x2) = 0，则取 η= x2 ∈ (a , b )，有 φ(η) = 0．
若 φ(x1)> 0, φ(x2)< 0，则由连续函数介值定理知，存在 η ∈ (x1, x2)使 φ(η) = 0．
不论以上哪种情况，总存在 η ∈ (a , b )，使 φ(η) = 0．另外有

φ(a ) = f (a )− g (a ) = 0, φ(b ) = f (b )− g (b ) = 0.

将φ(x )在区间 [a ,η], [η, b ]分别应用罗尔定理，得存在 ξ1 ∈ (a ,η),ξ2 ∈ (η, b )，使
得φ′(ξ1) = 0,φ′(ξ2) = 0；再由罗尔定理知，存在 ξ ∈ (ξ1,ξ2)，使φ′′(ξ) = 0，即有
f ′′(ξ) = g ′′(ξ)．

20.（本题满分 10分）
设幂级数

∞∑
n=0

an x n 在 (−∞,+∞)内收敛，其和函数 y (x )满足

y ′′−2x y ′−4y = 0, y (0) = 0, y ′(0) = 1.
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(Ⅰ)证明 an+2 =
2

n +1
an , n = 1, 2, · · ·； (Ⅱ)求 y (x )的表达式．

解. (Ⅰ)由于 y =
∞∑

n=0

an x n，根据泰勒级数的唯一性，可知 an =
y (n )(0)

n !
．在方程 y ′′−

2x y ′−4y = 0两端求 n 阶导数，得
y (n+2)−2x y (n+1)−2(n +2)y (n ) = 0.

令 x = 0，得
y (n+2)(0)−2(n +2)y (n )(0) = 0,

即 (n +2)!an+2−2(n +2) ·n !an = 0，故 an+2 =
2

n +1
an , n = 1, 2, · · ·．

(Ⅱ)由于 a0 = y (0) = 0, a1 = y ′(0) = 1，由微分方程得 a2 = y ′′(0)/2= 0．从而由递
推关系得到 a2n = 0, n = 1, 2, · · ·；

a2n+1 =
2

2n
a2n−1 = · · ·= 2n

2n (2n −2) · · ·4 ·2 a1 =
1

n !
, n = 0,1, 2, · · · .

所以

y (x ) =
∞∑

n=0

an x n =
∞∑

n=0

a2n+1 x 2n+1 =
∞∑

n=0

1

n !
x 2n+1 = x

∞∑
n=0

(x 2)n

n !
= x ex 2

.

21.（本题满分 11分）

设线性方程组①


x1+ x2+ x3 = 0

x1+2x2+a x3 = 0

x1+4x2+a 2 x3 = 0

与方程② x1 + 2x2 + x3 = a − 1有公共解，

求 a 的值及所有公共解．

解. 因为方程组①与②有公共解，从而得联立方程组③
x1+ x2+ x3 = 0

x1+2x2+a x3 = 0

x1+4x2+a 2 x3 = 0

x1+2x2+ x3 = a −1

对联立方程组的增广矩阵作初等行变换得

(A | b ) =


1 1 1 0

1 2 a 0

1 4 a 2 0

1 2 1 a

→


1 1 1 0

0 1 0 a −1

0 0 a −1 1−a

0 0 0 (a −1)(a −2)

 .
要使此线性方程组有解，a 必须满足 (a −1)(a −2) = 0，即 a = 1或 a = 2．
当 a = 1时，r (A) = 2，联立方程组③的同解方程组为¨

x1+ x2+ x3 = 0,

x2 = 0.
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由 r (A) = 2，方程组有 n − r = 3−2= 1个自由未知量．选 x1为自由未知量，取
x1 = 1，解得两方程组的公共解为 k (1, 0,−1)T，其中 k 是任意常数．
当 a = 2时，联立方程组③的同解方程组为

x1+ x2+ x3 = 0,

x2 = 0,

x3 =−1.

解得两方程的公共解为 (0,1,−1)T．

22.（本题满分 11分）
设 3阶实对称矩阵 A的特征值 λ1 = 1, λ2 = 2, λ3 =−2，α1 = (1,−1, 1)T 是 A的属
于 λ1的一个特征向量，记 B = A5−4A3+E，其中 E 为 3阶单位矩阵．
(Ⅰ)验证 α1是矩阵 B 的特征向量，并求 B 的全部特征值与特征向量；
(Ⅱ)求矩阵 B．

解. (Ⅰ)由 Aα1 =α1，可得 Akα1 = Ak−1(Aα1) = Ak−1α1 = · · ·=α1，k 是正整数，故
Bα1 = (A

5−4A3+E )α1 = A5α1−4A3α1+Eα1 =α1−4α1+α1 =−2α1,

于是 α1是 B 的特征向量（对应的特征值为 µ1 =−2）．设 f (x ) = x 5−4x 3+1，
若λ是 A的特征值，则 f (λ)是 f (A) = B 的特征值．A的特征值λ1 = 1, λ2 = 2,

λ3 =−2，则 B 的全部特征值为
µ1 = f (λ1) =−2, µ2 = f (λ2) = 1, µ3 = f (λ3) = 1,

由前面证明知 α1是矩阵 B 的属于特征值 µ1 =−2的特征向量．设 B 的属于
µ2 = µ3 = 1的特征向量为 (x1, x2, x3)T，α1与 (x1, x2, x3)T 正交，所以有方程
如下：

x1− x2+ x3 = 0

解该方程组得基础解系为
α2 = (−1, 0, 1)T , α3 = (1,1, 0)T .

故 B 的所有的特征向量为：对应于 µ1 = −2的全体特征向量为 k1α1，其中
k1是非零任意常数，对应于 µ2 = µ3 = 1的全体特征向量为 k2α2+k3α3，其
中 k2, k3是不同时为零的任意常数．

(Ⅱ)令矩阵 P = (α1,α2,α3) =

 1 −1 1

−1 0 1

1 1 0

，求逆矩阵 P −1得到

P −1 =

 1/3 −1/3 1/3

−1/3 1/3 2/3

1/3 2/3 1/3

= 1

3

 1 −1 1

−1 1 2

1 2 1

 .
由 P −1B P = diag(−2,1, 1)，得到

B = P ·diag(−2, 1, 1) ·P −1
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=
1

3

 1 −1 1

−1 0 1

1 1 0


−2 0 0

0 1 0

0 0 1


 1 −1 1

−1 1 2

1 2 1

=
 0 1 −1

1 0 1

−1 1 0

 .
23.（本题满分 11分）
设二维随机变量 (X , Y )的概率密度为

f (x , y ) =

¨
2− x − y , 0< x < 1, 0< y < 1,

0, 其他.

(Ⅰ)求 P {X > 2Y }； (Ⅱ)求 Z = X + Y 的概率密度 fZ (z )．

解. (Ⅰ) P {X > 2Y }=
∫∫

D
(2− x − y )dx dy，其中 D 为 0< x < 1, 0< y < 1中 x > 2y

的那部分区域（下图阴影部分）；

求此二重积分可得

P {X > 2Y }=
∫ 1

0
dx
∫ 1

2 x

0
(2− x − y )dy =

∫ 1
0
(x − 5

8
x 2)dx =

7

24
.

(Ⅱ) FZ (z ) = P {Z ¶ z }= P {X + Y ¶ z }

当 z ¶ 0时，FZ (z ) = 0；当 z > 2时，FZ (z ) = 1；当 0< z ¶ 1时，

FZ (z ) =
∫∫

D1

f (x , y )dx dy =
∫ z

0
dx
∫ z−x

0
(2− x − y )dy =−1

3
z 3+ z 2;

当 1< z ¶ 2时，
FZ (z ) = 1−
∫∫

D2

f (x , y )dx dy
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= 1−
∫ 1

z−1
dx
∫ 1

z−x
(2− x − y )dy =

1

3
z 3−2z 2+4z − 5

3
.

所以 Z = X + Y 的概率密度

fZ (z ) = F ′(z ) =


2z − z 2, 0< z ¶ 1,

z 2−4z +4, 1< z ¶ 2,

0, 其他.

24.（本题满分 11分）
设总体 X 的概率密度为

f (x ;θ ) =


1

2θ
, 0< x <θ ,

1

2(1−θ ) , θ ¶ x < 1,

0, 其他.

其中参数 θ（0<θ < 1）未知，X1, X2, · · ·Xn 是来自总体 X 的简单随机样本，X

是样本均值．
(Ⅰ)求参数 θ 的矩估计量 bθ；
(Ⅱ)判断 4X

2是否为 θ 2的无偏估计量，并说明理由．

解. (Ⅰ)记 E (X ) =µ，则由数学期望的定义，有

µ= E (X ) =
∫ θ

0

x

2θ
dx +
∫ 1
θ

x

2(1−θ ) dx =
1

4
+

1

2
θ .

样本均值 X =
1

n

n∑
i=1

X i，用样本均值估计期望有 E X = X，即有

µ=
1

4
+

1

2
θ ⇒ θ = 2µ− 1

2
.

因此参数 θ 的矩估计量为 bθ = 2X − 1

2
；

(Ⅱ)首先计算
E (X ) =

1

4
+

1

2
θ , E (X 2) =

1

6
(1+θ +2θ 2),

⇒ D (X ) = E (X 2)− (E X )2 =
5

48
− θ

12
+

1

12
θ 2.

于是有
E (4X

2
) = 4E (X

2
) = 4
�
D X + (E X )2
�
= 4
h

1

n
D X + (E X )2
i

=
5+3n

12n
+

3n −1

3n
θ +

3n +1

3n
θ 2 6= θ 2,

因此 4X
2不是为 θ 2的无偏估计量．
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二〇〇八年考研数学试卷一解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 设函数 f (x ) =
∫ x 2

0
ln(2+ t )dt，则 f ′(x )的零点个数 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1． (C) 2． (D) 3．

解. 应选 (B)． f ′(x ) = [ln(2+ x 2)] ·2x，故 x = 0是 f ′(x )的唯一零点．

2. 函数 f (x , y ) = arctan
x

y
在点 (0,1)处的梯度等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) i． (B) −i． (C) j． (D) − j．

解. 应选 (A)．因为 f ′x =
1/y

1+ x 2/y 2
， f ′y =

−x/y 2

1+ x 2/y 2
，所以 f ′x (0,1) = 1， f ′y (0, 1) = 0，从

而 grad f (0, 1) = 1 · i +0 · j = i．

3. 在下列微分方程中，以 y =C1ex +C2 cos2x +C3 sin2x（C1, C2, C3为任意常数）为
通解的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) y ′′′+ y ′′−4y ′−4y = 0． (B) y ′′′+ y ′′+4y ′+4y = 0．
(C) y ′′′− y ′′−4y ′+4y = 0． (D) y ′′′− y ′′+4y ′−4y = 0．

解. 应选 (D)．由通解的表达式可见此微分方程的三个特征根分别为 r = 1, r =±2i，
所以特征方程为 (r −1)(r −2i )(r +2i ) = 0，即 r 3− r 2+4r −4= 0．于是该微分方
程是 y ′′′− y ′′+4y ′−4y = 0．

4. 设函数 f (x )在 (−∞,+∞)内单调有界，{xn}为数列，下列命题正确的是 · ( )

(A)若 {xn}收敛，则 � f (xn )
	收敛． (B)若 {xn}单调，则 � f (xn )

	收敛．
(C)若 � f (xn )
	收敛，则 {xn}收敛． (D)若 � f (xn )

	单调，则 {xn}收敛．
解. 应选 (B)．因为 f (x )在 (−∞,+∞)内单调有界，且 {xn}单调，所以 { f (xn )}单
调且有界，故 { f (xn )}一定存在极限．

5. 设 A为 n 阶非零矩阵，E 为 n 阶单位矩阵，满足 A3 = 0，则 · · · · · · · · · · · · ( )

(A) E −A不可逆，E +A不可逆． (B) E −A不可逆，E +A可逆．
(C) E −A可逆，E +A可逆． (D) E −A可逆，E +A不可逆．

解. 应选 (C)．因为
(E −A)(E +A+A2) = E −A3 = E , (E +A)(E −A+A2) = E +A3 = E .

所以 E −A和 E +A均可逆．
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6. 设 A为 3阶实对称矩阵，如果二次曲面方程 (x , y , z )A

xy
z

 = 1在正交变换下的

标准方程的图形如图，则 A的正特征值个数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1． (C) 2． (D) 3．

解. 应选 (B)．图示的二次曲面为双叶双曲面，其方程为 (x ′)2
a 2
− (y ′)2

b 2
− (z ′)2

c 2
= 1，即二

次型的标准型为 f =
(x ′)2

a 2
− (y ′)2

b 2
− (z ′)2

c 2
．又由于所做的是正交变换，故而标准型

的系数即为 A的特征值．

7. 设随机变量 X , Y 独立同分布，且 X 分布函数为 F (x )，则 Z =max{X , Y }分布
函数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) F 2(x )． (B) F (x )F (y )．
(C) 1− [1− F (x )]2． (D) [1− F (x )]

�
1− F (y )
�．

解. 应选 (A)．这是因为
FZ (z ) = P (Z ¶ z ) = P {max{X , Y }¶ z }= P (X ¶ z )P (Y ¶ z ) = F(z )F(z ) = F 2(z ).

8. 设随机变量 X ∼N (0,1)，Y ∼N (1,4)，且相关系数 ρX Y = 1，则 · · · · · · · · · · ( )

(A) P {Y =−2X −1}= 1． (B) P {Y = 2X −1}= 1．
(C) P {Y =−2X +1}= 1． (D) P {Y = 2X +1}= 1．

解. 应选 (D)．由 ρX Y = 1知，存在 a > 0和 b，使得 P {Y = a X + b }= 1．从而
1= E (Y ) = E (a X + b ) = a E X + b = a ×0+ b = b ,

4=D (Y ) =D (a X + b ) = a 2E X = a 2×1= a 2.

所以 a = 2，b = 1．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 微分方程 x y ′+ y = 0满足条件 y (1) = 1的解是 y = ．
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解. 应填 1

x
．分离变量得 dy

y
=−dx

x
，两端积分得− ln |y |= ln |x |+C1，所以 1

|y | =C |x |，
又 y (1) = 1，所以 y =

1

x
．

10. 曲线 sin(x y )+ ln(y − x ) = x 在点 (0, 1)处的切线方程为 ．

解. 应填 y = x +1．设 F (x , y ) = sin(x y ) + ln(y − x )− x，则

dy

dx
=−F ′x

F ′y
=−

y cos(x y )− 1

y − x
−1

x cos(x y )+
1

y − x

,

将 y (0) = 1代入得 dy

dx

���
x=0
= 1，所以切线方程为 y −1= x −0，即 y = x +1．

11. 已知幂级数
∞∑

n=0

an (x +2)n 在 x = 0处收敛，在 x =−4处发散，则幂级数
∞∑

n=0

an (x −3)n 的收敛域为 ．

解. 应填 (1, 5]．幂级数
∞∑

n=0

an (x + 2)n 的收敛区间以 x = −2为中心，因为该级数在
x = 0处收敛，在 x = −4处发散，所以其收敛半径为 2，收敛域为 (−4, 0]，即
−2 < x + 2 ¶ 2时级数收敛，亦即

∞∑
n=0

an t n 的收敛半径为 2，收敛域为 (−2, 2]．

则
∞∑

n=0

an (x − 3)n 的收敛半径为 2，由 −2 < x − 3 ¶ 2得 1 < x ¶ 5，即幂级数
∞∑

n=0

an (x −3)n 的收敛域为 (1, 5]．

12. 设曲面 Σ是 z =
p

4− x 2− y 2的上侧，则
∫∫

Σ
x y dy dz + x dz dx + x 2 dx dy =

．

解. 应填 4π．加 Σ1 : z = 0(x 2+ y 2 ¶ 4)的下侧，记 Σ与 Σ1所围空间区域为 Ω，则∫∫
Σ

x y dy dz + x dz dx + x 2 dx dy

=
∫∫

Σ+Σ1

x y dy dz + x dz dx + x 2 dx dy −
∫∫

Σ1

x y dy dz + x dz dx + x 2 dx dy

=
∫∫∫

Ω
y dx dy dz −
�
−
∫∫

x 2+y 2¶4
x 2 dx dy

�
= 0+

1

2

∫∫
x 2+y 2¶4

(x 2+ y 2)dx dy

=
1

2

∫ 2π
0

dθ
∫ 2

0
r 3 dr = 4π.

13. 设 A为 2阶矩阵，α1,α2为线性无关的 2维列向量，Aα1 = 0, Aα2 = 2α1+α2，则
A的非零特征值为 ．
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解. 应填 1．由已知条件有

A(α1,α2) = (Aα1, Aα2) = (0,2α1+α2) = (α1,α2)

�
0 2

0 1

�
.

记 P = (α1,α2)，B =

�
0 2

0 1

�
，则 AP = P B．因为 α1,α2线性无关，所以 P 可逆．

从而 B = P −1AP，即 A与 B 相似．由

|λE −B |=
�����λ −2

0 λ−1

�����=λ(λ−1) = 0,

得 λ = 0及 λ = 1为 B 的特征值．又相似矩阵有相同的特征值，故 A的非零特
征值为 1．

14. 设随机变量 X 服从参数为 1的泊松分布，则 P
�

X = E X 2
	
= ．

解. 应填 1

2e
．由D X = E X 2− (E X )2，得 E X 2 =D X +(E X )2，又因为 X 服从参数为

1的泊松分布，所以D X = E X = 1，所以 E X 2 = 1+1= 2，所以
P {X = 2}= 12

2!
e−1 =

1

2e
.

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 9分）
求极限 lim

x→0

[sin x − sin (sin x )]sin x

x 4
．

解. 由泰勒公式有 sin x = x − 1

6
x 3+o (x 3)，从而

sin(sin x ) = sin x − 1

6
sin3 x +o (sin3 x ) = sin x − 1

6
sin3 x +o (x 3),

于是有

lim
x→0

[sin x − sin(sin x )]sin x

x 4
= lim

x→0

sin x − sin(sin x )
x 3

= lim
x→0

1

6
sin3 x +o (x 3)

x 3
=

1

6
.

16.（本题满分 9分）
计算曲线积分

∫
L

sin 2x dx+2
�
x 2−1
�

y dy，其中 L是曲线 y = sin x 上从点 (0,0)

到点 (π, 0)的一段．

解. 取 L1为 x 轴上从点 (π, 0)到点 (0,0)的一段，D 是由 L 与 L1围成的区域，则∫
L

sin2x dx +2(x 2−1)y dy

=
∫

L+L1

sin2x dx +2(x 2−1)y dy −
∫

L1

sin 2x dx +2(x 2−1)y dy
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= −
∫∫

D
4x y dx dy −

∫ 0
π

sin 2x dx =−
∫ π

0
dx
∫ sin x

0
4x y dy −
h

1

2
cos2x
iπ

0

= −
∫ π

0
2x sin2 x dx =−

∫ π
0

x (1− cos 2x )dx

= −
�

x 2

2

�π
0
+
� x

2
sin 2x
�π

0
− 1

2

∫ π
0

sin 2x dx =−π2

2
.

17.（本题满分 11分）
已知曲线 C :

¨
x 2+ y 2−2z 2 = 0

x + y +3z = 5
，求曲线 C 距离 x O y 面最远的点和最近的点．

解. 点 (x , y , z )到 x O y 面的距离为 |z |，故求 C 上距离 x O y 面的最远点和最近点
的坐标，等价于求函数H = z 2在条件 x 2+ y 2−2z 2 = 0与 x + y +3z = 5下的最
大值点和最小值点．令

L (x , y , z ,λ,µ) = z 2+λ(x 2+ y 2−2z 2)+µ(x + y +3z −5),

则有 

L ′x = 2λx +µ= 0,

L ′y = 2λy +µ= 0,

L ′z = 2z −4λz +3µ= 0,

x 2+ y 2−2z 2 = 0,

x + y +3z = 5,

解得


x =−5

y =−5

z = 5

或


x = 1

y = 1

z = 1

．根据几何意义，曲线 C 上存在距离 x O y 面最远的

点和最近的点，故所求点依次为 (−5,−5,5)和 (1,1, 1)．

18.（本题满分 10分）
设 f (x )是连续函数．
(Ⅰ)利用定义证明函数 F (x ) =

∫ x

0
f (t )dt 可导，且 F ′(x ) = f (x )．

(Ⅱ)当 f (x )是以2为周期的周期函数时，证明函数G (x ) = 2
∫ x

0
f (t )dt−x
∫ 2

0
f (t )dt

也是以 2为周期的周期函数．

解. (Ⅰ)对任意的 x，由于 f 是连续函数，所以

lim
Íx→0

F (x +∆x )− F (x )
∆x

= lim
∆x→0

∫ x+∆x

0
f (t )dt −
∫ x

0
f (t )dt

∆x

= lim
∆x→0

∫ x+∆x

x
f (t )dt

∆x
= lim
Íx→0

f (ξ)∆x

∆x
= lim
Íx→0

f (ξ),
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其中 ξ介于 x 与 x +∆x 之间．由于 lim
∆x→0

f (ξ) = f (x )，可知函数 F (x )在 x

处可导，且 F ′(x ) = f (x )．
(Ⅱ)由于 f 是以 2为周期的连续函数，所以对任意的 x，有

G (x +2)−G (x )

= 2
∫ x+2

0
f (t )dt − (x +2)

∫ 2
0

f (t )dt −2
∫ x

0
f (t )dt + x
∫ 2

0
f (t )dt

= 2

�∫ 2
0

f (t )dt +
∫ x+2

2
f (t )dt −
∫ 2

0
f (t )dt −
∫ x

0
f (t )dt

�
= 2
�
−
∫ x

0
f (t )dt +
∫ x

0
f (u +2)du
�
= 2
∫ x

0
[ f (t +2)− f (t )]dt = 0.

即G (x )是以 2为周期的周期函数．

19.（本题满分 11分）
f (x ) = 1−x 2（0¶ x ¶π）展开成（以 2π为周期的）余弦级数，并求级数

∞∑
n=1

(−1)n−1

n 2

的和．

解. 由余弦级数的系数公式，求得
a0 =

2

π

∫ π
0
(1− x 2)dx = 2− 2π2

3
,

an =
2

π

∫ π
0
(1− x 2)cos n x dx = (−1)n+1 4

n 2
(n > 1).

所以

f (x ) =
a0

2
+
∞∑

n=1

an cos n x = 1− π2

3
+4

∞∑
n=1

(−1)n+1

n 2
cos n x (0¶ x ¶π).

令 x = 0，有
f (0) = 1− π2

3
+4

∞∑
n=1

(−1)n+1

n 2
.

又 f (0) = 1，所以
∞∑

n=1

(−1)n+1

n 2
=
π2

12
．

20.（本题满分 10分）
设 α,β 是 3维列向量，矩阵 A =ααT +ββ T，其中 αT 为 α的转置，βT 为 β 的
转置．证明：
(Ⅰ) r (A)¶ 2； (Ⅱ)若 α,β 线性相关，则 r (A)< 2．

解. (Ⅰ)由矩阵的秩的不等式有
r (A) = r (ααT +ββ T )¶ r (ααT )+ r (ββ T )¶ r (α)+ r (β )¶ 2.

(Ⅱ)由于 α,β 线性相关，不妨设 α= kβ．于是
r (A) = r (ααT +ββ T ) = r

�
(1+k 2)ββ T
�
¶ r (β )¶ 1< 2.
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21.（本题满分 12分）
设 n 元线性方程组 Ax = b，其中

A =


2a 1

a 2 2a
...

... ... 1

a 2 2a

 , x =


x1

x2

...

xn

 b =


1

0
...

0

 .
(Ⅰ)求证 |A|= (n +1)a n；
(Ⅱ) a 为何值，方程组有唯一解，求 x1；
(Ⅲ) a 为何值，方程组有无穷多解，并求通解．

解. (Ⅰ)记Dn = |A|，将其按第一列展开得Dn = 2a Dn−1−a 2Dn−2．所以
Dn −a Dn−1 = a Dn−1−a 2Dn−2 = a (Dn−1−a Dn−2)

= a 2(Dn−2−a Dn−3) = · · ·= a n−2(D2−a D1) = a n .

从而
Dn = a n +a Dn−1 = a n +a (a n−1+a Dn−2) = 2a n ++a 2Dn−2

= · · ·= (n −2)a n +a n−2D2 = (n −1)a n +a n−1D1

= (n −1)a n +a n−1 ·2a = (n +1)a n .

(Ⅱ)因为方程组有唯一解，所以 |A| 6= 0，又 |A|= (n+1)a n，故 a 6= 0．由克莱姆法
则，将Dn 的第 1列换成 b，所得行列式按第 1列展开后等于Dn−1 = na n−1，
所以 x1 =

Dn−1

Dn
=

n

(n +1)a
．

(Ⅲ)方程组有无穷多解，由 |A|= 0，有 a = 0，则方程组为

0 1

0 1
... ...

0 1

0





x1

x2

...

xn−1

xn

=


1

0
...

0

0

 .

此时方程组系数矩阵的秩和增广矩阵的秩均为 n −1，所以方程组有无穷多
解，其通解为 (0,1, 0, · · · ,0)T +k (1,0, 0, · · · ,0)T，其中 k 为任意常数．

22.（本题满分 11分）
设随机变量 X 与 Y 相互独立，X 的概率分布为 P {X = i }= 1

3
(i =−1,0, 1)，Y 的

概率密度为 fY (y ) =

¨
1 0¶ y ¶ 1

0 其它 ，记 Z = X + Y．

(Ⅰ)求 P
n

Z ¶ 1

2

���X = 0
o
； (Ⅱ)求 Z 的概率密度．
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解. (Ⅰ)因为 X 与 Y 相互独立，Z = X + Y，所以
P
�

Z ¶ 1

2

���X = 0
�
= P
�

X + Y ¶ 1

2

���X = 0
�
= P
�

Y ¶ 1

2

���X = 0
�

= P
�

Y ¶ 1

2

�
=
∫ 1

2

0
1dy =

1

2
.

(Ⅱ)先求 Z 的分布函数得
FZ (z ) = P {Z ¶ z }= P {X + Y ¶ z }

= P {X + Y ¶ z , X =−1}+P {X + Y ¶ z , X = 0}+P {X + Y ¶ z , X = 1}
= P {Y ¶ z +1, X =−1}+P {Y ¶ z , X = 0}+P {Y ¶ z −1, X = 1}
= P {Y ¶ z +1}P {X =−1}+P {Y ¶ z }P {X = 0}+P {Y ¶ z −1}P {X = 1}
=

1

3
[P {Y ¶ z +1}+P {Y ¶ z }+P {Y ¶ z −1}]

=
1

3
[FY (z +1)+ FY (z ) + FY (z −1)] .

所以 Z 的概率密度为

fZ (z ) =
1

3

�
fY (z +1) + fY (z ) + fY (z −1)

�
=

(
1

3
, −1¶ z < 2,

0, 其它.

23.（本题满分 11分）
设 X1, X2, · · · , Xn 是总体为N (µ,σ2)的简单随机样本．记

X =
1

n

n∑
i=1

X i , S 2 =
1

n −1

n∑
i=1

(X i −X )2, T = X
2− 1

n
S 2.

(Ⅰ)证明 T 是 µ2的无偏估计量； (Ⅱ)当 µ= 0,σ= 1时，求D T．

解. (Ⅰ)因为 X ∼N (µ,σ2)，所以 E X =µ, D X =
σ2

n
，则

E (T ) = E
�

X
2− 1

n
S 2
�
= E X

2− 1

n
E (S 2)

=D X + (E X )2− 1

n
E (S 2) =

1

n
σ2+µ2− 1

n
σ2 =µ2,

所以 T 是 µ2的无偏估计．
(Ⅱ)当 µ= 0,σ= 1时，由于 X 和 S 2独立，则有

D (T ) =D
�

X
2− 1

n
S 2
�
=D X

2
+

1

n 2
D S 2

=
1

n 2
D
�p

n X
�2
+

1

n 2
· 1

(n −1)2
D
�
(n −1)S 2
�

=
1

n 2
·2+ 1

n 2
· 1

(n −1)2
·2(n −1) =

2

n (n −1)
.
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二〇〇九年考研数学试卷一解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 当 x → 0时， f (x ) = x − sin a x 与 g (x ) = x 2 ln(1− b x )是等价无穷小，则 · · ( )

(A) a = 1, b =−1

6
． (B) a = 1, b =

1

6
． (C) a =−1, b =−1

6
．(D) a =−1, b =

1

6
．

解. 应选 (A)．当 x → 0时，我们有
f (x ) = x − sin a x = x −

�
a x − 1

6
(a x )3+o (x 3)
�
= (1−a )x +

a 3

6
x 3+o (x 3),

g (x ) = x 2 ln(1− b x )∼−b x 3.

由 f (x )与 g (x )是 x → 0时的等价无穷小量，可得
1−a = 0,

a 3

6
=−b .

解得 a = 1，b =−1

6
．

2. 如图，正方形 �(x , y )
�� |x |¶ 1, |y |¶ 1
	被其对角线划分为四个区域Dk（k = 1, 2, 3,4），

Ik =
∫∫

Dk

y cos x dx dy，则 max
1¶k¶4
{Ik}= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) I1． (B) I2． (C) I3． (D) I4．

解. 应选 (A)．D2和D4关于 x 轴对称，被积函数是关于 y 的奇函数，所以 I2 = I4 = 0．
又因为被积函数在D1上大于等于零，在D3上小于等于零，所以 I1 > 0，I3 < 0．

3. 设函数 y = f (x )在区间 [−1, 3]上的图形为
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则函数 F (x ) =
∫ x

0
f (t )dt 的图形为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) (B)

(C) (D)

解. 应选 (D)．由 y = f (x )的图形，知 f (x )是只有两个间断点的有界函数，因而
F (x )在 [−1, 3]上连续，故可排除 (B)；又在区间 (−1,0)内，有 F (x ) = x，故可
排除 (A)和 (C)；因此只能选 (D)．

4. 设有两个数列 {an} ,{bn}，若 lim
n→∞an = 0，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)当
∞∑

n=1

bn 收敛时，
∞∑

n=1

an bn 收敛． (B)当
∞∑

n=1

bn 发散时，
∞∑

n=1

an bn 发散．

(C)当
∞∑

n=1

|bn |收敛时，
∞∑

n=1

a 2
n b 2

n 收敛． (D)当
∞∑

n=1

|bn |发散时，
∞∑

n=1

a 2
n b 2

n 发散．

解. 应选 (C)．因为 lim
n→∞an = 0，则 ∃N1，使得 n >N1时，有 |an |< 1；又因为

∞∑
n=1

|bn |
收敛，可得 lim

n→∞ |bn |= 0，则 ∃N2，使得 n >N2时，有 |bn |< 1．从而当 n >N1+N2

时，有 a 2
n b 2

n < |bn |，则由正项级数的比较判别法可知
∞∑

n=1

a 2
n b 2

n 收敛．

5. 设 α1, α2, α3 是 3维向量空间 R 3 的一组基，则由基 α1,
1

2
α2,

1

3
α3 到基 α1 + α2,

α2+α3, α3+α1的过渡矩阵为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)

1 0 1

2 2 0

0 3 3

． (B)

1 2 0

0 2 3

1 0 3

．

(C)


1

2

1

4
−1

6

−1

2

1

4

1

6
1

2
−1

4

1

6

． (D)


1

2
−1

2

1

2
1

4

1

4
−1

4

−1

6

1

6

1

6

．
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解. 应选 (A)．根据过渡矩阵的定义，知过渡矩阵M 满足

(α1+α2,α2+α3,α3+α1) =
�
α1,

1

2
α2,

1

3
α3

�
M =
�
α1,

1

2
α2,

1

3
α3

�1 0 1

2 2 0

0 3 3

 .
6. 设 A,B 均为 2阶矩阵，A∗, B ∗分别为 A,B 的伴随矩阵，若 |A|= 2, |B |= 3，则分块

矩阵
�

O A

B O

�
的伴随矩阵为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)

�
O 3B ∗

2A∗ O

�
． (B)

�
O 2B ∗

3A∗ O

�
． (C)

�
O 3A∗

2B ∗ O

�
． (D)

�
O 2A∗

3B ∗ O

�
．

解. 应选 (B)．分块矩阵
�

O A

B O

�
的行列式�����O A

B O

�����= (−1)2×2|A||B |= 2×3= 6,

即分块矩阵可逆，且有�
O A

B O

�∗
=

�����O A

B O

�����
�

O A

B O

�−1

= 6

�
O B−1

A−1 O

�

= 6

 O
1

|B |B ∗
1

|A|A∗ O

= 6

 O
1

3
B ∗

1

2
A∗ O

= � O 2B ∗

3A∗ O

�
.

7. 设随机变量 X 的分布函数为 F (x ) = 0.3Φ(x )+0.7Φ
�

x −1

2

�
，其中 Φ(x )为标准正态

分布的分布函数，则 E X = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 0.3． (C) 0.7． (D) 1．

解. 应选 (C)．对 F (x )求导可得 X 的概率密度函数
f (x ) = 0.3ϕ(x )+

0.7

2
ϕ
�

x −1

2

�
.

由标准正态分布的概率密度函数ϕ(x )的性质，可得∫ +∞
−∞

ϕ(x )dx = 1,
∫ +∞
−∞

xϕ(x )dx = 0.

从而 X 的数学期望为
E X =
∫ +∞
−∞

x f (x )dx =
∫ +∞
−∞

x
h
0.3ϕ(x )+0.35ϕ

�
x −1

2

�i
dx

= 0.3
∫ +∞
−∞

xϕ(x )dx +0.35
∫ +∞
−∞

xϕ
�

x −1

2

�
dx

= 0.35
∫ +∞
−∞

xϕ
�

x −1

2

�
dx = 0.7
∫ +∞
−∞
(2u +1)ϕ(u )du
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= 0.7
∫ +∞
−∞

ϕ(u )du = 0.7.

8. 设随机变量 X 与 Y 相互独立，且 X 服从标准正态分布N (0, 1),Y 的概率分布为
P {Y = 0} = P {Y = 1} = 1

2
．记 FZ (z )为随机变量 Z = X Y 的分布函数，则函数

FZ (z )的间断点个数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1． (C) 2． (D) 3．

解. 应选 (B)．由于 X , Y 相互独立，所以
FZ (z ) = P {X Y ¶ z }

= P {X Y ¶ z |Y = 0}P {Y = 0}+P {X Y ¶ z |Y = 1}P {Y = 1}
=

1

2
P {X Y ¶ z |Y = 0}+ 1

2
P {X Y ¶ z |Y = 1}

=
1

2
P {0¶ z |Y = 0}+ 1

2
P {X ¶ z |Y = 1}

=
1

2
P {0¶ z }+ 1

2
P {X ¶ z }.

从而当 z < 0时 FZ (z ) =
1

2
Φ(z )，当 z ¾ 0时 FZ (z ) =

1

2
+

1

2
Φ(z )．因此 z = 0为唯一

的间断点．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 设函数 f (u , v )具有二阶连续偏导数，z = f (x , x y )，则 ∂ 2z

∂ x∂ y
= ．

解. 应填 x f ′′12+ f ′2 + x y f ′′22．因为
∂ z

∂ x
= f ′1 + f ′2 · y，所以

∂ 2z

∂ x∂ y
= x f ′′12+ f ′2 + y x · f ′′22 = x f ′′12+ f ′2 + x y f ′′22.

10. 若二阶常系数线性齐次微分方程 y ′′+a y ′+b y = 0的通解为 y = (C1+C2 x )ex，则
非齐次方程 y ′′+a y ′+ b y = x 满足条件 y (0) = 2, y ′(0) = 0的解为 y = ．

解. 应填 x (1−ex )+2．由齐次方程的通解形式可知 λ= 1是特征方程的二重特征根，
于是 a = −2, b = 1．设非齐次微分方程为 y ′′− 2y ′+ y = x 有特解 y ∗ = Ax + B，
代入方程可得 A = 1,B = 2，于是非齐次微分方程的通解为

y = (C1+C2 x )ex + x +2.

把 y (0) = 2, y ′(0) = 0代入通解，得 C1 = 0, C2 =−1．所以所求解为
y =−x ex + x +2= x (1−ex )+2.

11. 已知曲线 L : y = x 2
�
0¶ x ¶

p
2
�，则 ∫

L
x ds = ．
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解. 应填 13

6
．由第一类曲线积分公式可得∫

L
x ds =
∫ p2

0
x
p

1+4x 2 dx =
1

8

∫ p2

0

p
1+4x 2 d
�
1+4x 2
�

=
1

8
· 2

3

�p
(1+4x 2)3
�p2

0
=

13

6
.

12. 设 Ω= ��x , y , z
��� x 2+ y 2+ z 2 ¶ 1

	，则 ∫∫∫
Ω

z 2 dx dy dz = ．

解. 应填 4

15
π．由轮换对称性可知∫∫∫

Ω
z 2 dx dy dz =

∫∫∫
Ω

x 2 dx dy dz =
∫∫∫

Ω
y 2 dx dy dz ,

所以∫∫∫
Ω

z 2 dx dy dz =
1

3

∫∫∫
Ω

�
x 2+ y 2+ z 2
�

dx dy dz

=
1

3

∫ π
0

dφ
∫ 2π

0
dθ
∫ 1

0
r 4 sinφdr =

2π

3

∫ π
0

sinφdφ
∫ 1

0
r 4 dr

=
2π

3
· 1

5
·
∫ π

0
sinφdφ =

4

15
π.

13. 若 3维列向量 α,β 满足 αTβ = 2，其中 αT 为 α的转置，则矩阵 βαT 的非零特
征值为 ．

解. 应填 2．因为 αTβ = 2，所以 βαTβ =β (αTβ ) = 2β；又由于 β 6= 0，所以 βαT 的
非零特征值为 2．

14. 设 X1, X2, · · · , Xm 为来自二项分布总体 B
�
n , p
�的简单随机样本，X 和 S 2 分别

为样本均值和样本方差．若 X +kS 2为 np 2的无偏估计量，则 k = ．

解. 应填 −1．由于 X +kS 2为 np 2的无偏估计量，所以
np 2 = E (X +kS 2) = E (X ) + E (kS 2) = np +k np (1−p ),

解得 k =−1．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 9分）
求二元函数 f (x , y ) = x 2

�
2+ y 2
�
+ y ln y 的极值．

解. 求两个偏导数并令它们等于零，得到(
f ′x (x , y ) = 2x (2+ y 2) = 0,

f ′y (x , y ) = 2x 2 y + ln y +1= 0.
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由此解得唯一驻点
�

0,
1

e

�
．由于

A = f ′′x x

�
0,

1

e

�
= 2
�

2+
1

e2

�
, B = f ′′x y

�
0,

1

e

�
= 0, C = f ′′y y

�
0,

1

e

�
= e,

所以 B 2 − AC = −2e
�

2+
1

e2

�
< 0，且 A > 0．从而

�
0,

1

e

�
是 f (x , y )的极小值点，

极小值为 f
�

0,
1

e

�
=−1

e
．

16.（本题满分 9分）
设 an 为曲线 y = x n 与 y = x n+1（n = 1,2, · · ·）所围成区域的面积，记 S1 =

∞∑
n=1

an，

S2 =
∞∑

n=1

a2n−1，求 S1与 S2的值．

解. 曲线 y = x n 与 y = x n+1的交点为 (0, 0)和 (1, 1)，所围区域的面积

an =
∫ 1

0

�
x n − x n+1
�

dx =
h

1

n +1
x n+1− 1

n +2
x n+2
i1

0
=

1

n +1
− 1

n +2
.

由此可得
S1 =

∞∑
n=1

an =
∞∑

n=1

�
1

n +1
− 1

n +2

�
=

1

2
,

S2 =
∞∑

n=1

a2n−1 =
∞∑

n=1

�
1

2n
− 1

2n +1

�
=
∞∑

n=2

(−1)n
1

n
.

考查幂级数
∞∑

n=1

(−1)n

n
x n，知其收敛域为 (−1, 1]，和函数为 − ln(1+ x )．因为

S (x ) =
∞∑

n=2

(−1)n

n
x n = x − ln(1+ x ),

令 x = 1，得
S2 =

∞∑
n=1

a2n−1 = S (1) = 1− ln 2.

17.（本题满分 11分）
椭球面 S1是椭圆 x 2

4
+

y 2

3
= 1绕 x 轴旋转而成，圆锥面 S2是由过点 (4, 0)且与椭

圆 x 2

4
+

y 2

3
= 1相切的直线绕 x 轴旋转而成．

(Ⅰ)求 S1及 S2的方程； (Ⅱ)求 S1与 S2之间的立体体积．

解. (Ⅰ)椭球面S1的方程为 x 2

4
+

y 2+ z 2

3
= 1．设切点为 (x0, y0)，则 x 2

4
+

y 2

3
= 1在 (x0, y0)

处的切线方程为 x0 x

4
+

y0 y

3
= 1．将 x = 4, y = 0代入切线方程得 x0 = 1，从而

y0 =±3

2
．所以切线方程为 x

4
± y

2
= 1，从而圆锥面S2的方程为

� x
4
−1
�2
=

y 2+ z 2

4
，

即 (x −4)2−4y 2−4z 2 = 0．
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(Ⅱ) S1与 S2之间的体积等于一个底面半径为 3

2
、高为 3的锥体体积 9

4
π与部分椭

球体体积V 之差，其中V =
3π

4

∫ 2
1
(4−x 2)dx =

5

4
π．故所求体积为 9

4
π− 5

4
π=π．

18.（本题满分 11分）
(Ⅰ)证明拉格朗日中值定理：若函数 f (x )在 [a , b ]上连续，在 (a , b )可导，则存
在 ξ ∈ (a , b )，使得 f (b )− f (a ) = f ′ (ξ) (b −a )．

(Ⅱ)证明：若函数 f (x )在 x = 0处连续，在 (0,δ) (δ > 0)内可导，且 lim
x→0+

f ′(x ) = A，
则 f ′+(0)存在，且 f ′+(0) = A．

解. (Ⅰ)取 F (x ) = f (x )− f (b )− f (a )
b −a

(x −a )，由题意知 F (x )在 [a , b ]上连续，在 (a , b )

内可导，且
F (a ) = f (a )− f (b )− f (a )

b −a
(a −a ) = f (a ),

F (b ) = f (b )− f (b )− f (a )
b −a

(b −a ) = f (a ).

根据罗尔定理，存在 ξ ∈ (a , b )，使得
F ′(ξ) = f ′(ξ)− f (b )− f (a )

b −a
= 0

即 f (b )− f (a ) = f ′(ξ)(b −a )．
(Ⅱ)对于任意的 t ∈ (0,δ)，函数 f (x )在 [0, t ]上连续，在 (0, t )内可导，由右导数
定义及拉格朗日中值定理

f ′+(0) = lim
t→0+

f (t )− f (0)
t −0

= lim
t→0+

f ′(ξ)t
t
= lim

t→0+
f ′(ξ),

其中ξ ∈ (0, t )．由于 lim
t→0+

f ′(t ) = A，且当 t → 0+时，ξ→ 0+，所以 lim
t→0+

f ′(ξ) = A，
故 f ′+(0)存在，且 f ′+(0) = A．

19.（本题满分 10分）
计算曲面积分 I =

�
Σ

x dy dz + y dz dx + z dx dy�
x 2+ y 2+ z 2
� 3

2

，其中Σ是曲面 2x 2+2y 2+ z 2 = 4

的外侧．

解. 取 Σ1 : x 2+ y 2+ z 2 = 1的外侧，Ω为 Σ与 Σ1之间的部分．
I =
�
Σ

x dy dz + y dz dx + z dx dy�
x 2+ y 2+ z 2
� 3

2

=
�
Σ−Σ1

x dy dz + y dz dx + z dx dy�
x 2+ y 2+ z 2
� 3

2

+
�
Σ1

x dy dz + y dz dx + z dx dy�
x 2+ y 2+ z 2
� 3

2

.

根据高斯公式�
Σ−Σ1

x dy dz + y dz dx + z dx dy�
x 2+ y 2+ z 2
� 3

2

=
∫∫∫

Ω
0dx dy dz = 0,
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�
Σ1

x dy dz + y dz dx + z dx dy�
x 2+ y 2+ z 2
� 3

2

=
�
Σ1

x dy dz + y dz dx + z dx dy

=
∫∫∫

x 2+y 2+z 2¶1
3dx dy dz = 4π.

所以 I = 4π．

20.（本题满分 11分）

设 A =

 1 −1 −1

−1 1 1

0 −4 −2

,ξ1 =

−1

1

−2

．
(Ⅰ)求满足 Aξ2 = ξ1, A2ξ3 = ξ1的所有向量 ξ2,ξ3；
(Ⅱ)对 (I)中的任意向量 ξ2,ξ3，证明 ξ1,ξ2,ξ3线性无关．

解. (Ⅰ)对矩阵 (A ... ξ1)施以初等行变换

(A
... ξ1) =


1 −1 −1

... −1

−1 1 1
... 1

0 −4 −2
... −2

→


1 0 −1

2

... −1

2

0 1
1

2

...
1

2

0 0 0
... 0

 ,

可求得 ξ2 =
�
−1

2
+

k

2
,

1

2
− k

2
, k
�T
，其中 k 为任意常数．又 A2 =

 2 2 0

−2 −2 0

4 4 0

，
对矩阵 (A2 ... ξ1)施以初等行变换

(A2 ... ξ1) =


2 2 0

... −1

−2 −2 0
... 1

4 4 0
... −2

→


1 1 0
... −1

2

0 0 0
... 0

0 0 0
... 0

 ,
可求得 ξ3 =
�
−1

2
−a , a , b
�T
，其中 a , b 为任意常数．

(Ⅱ)由 (I)知

|ξ1,ξ2,ξ3|=

���������
−1 −1

2
+

k

2
−1

2
−a

1
1

2
− k

2
a

−2 k b

���������=−
1

2
6= 0,

所以 ξ1,ξ2,ξ3线性无关．

21.（本题满分 11分）
设二次型 f (x1, x2, x3) = a x 2

1 +a x 2
2 + (a −1)x 2

3 +2x1 x3−2x2 x3．
(Ⅰ)求二次型 f 的矩阵的所有特征值；
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(Ⅱ)若二次型 f 的规范形为 y 2
1 + y 2

2，求 a 的值．

解. (Ⅰ)二次型 f 的矩阵 A =

a 0 1

0 a −1

1 −1 a −1

，由于

|λE −A|=
�������
λ−a 0 −1

0 λ−a 1

−1 1 λ−a +1

�������= (λ−a )(λ− (a +1))(λ− (a −2)),

所以 A的特征值为 λ1 = a ,λ2 = a +1,λ3 = a −2．
(Ⅱ)由于 f 的规范形为 y 2

1 + y 2
2，所以 A的特征值有 2个为正数，1个为零．又

a −2< a < a +1，所以 a = 2．

22.（本题满分 11分）
袋中有 1个红球，2个黑球与 3个白球．现有放回地从袋中取两次，每次取一
个球，以 X , Y , Z 分别表示两次取球所取得的红球、黑球与白球的个数．
(Ⅰ)求 P {X = 1|Z = 0}； (Ⅱ)求二维随机变量 (X , Y )的概率分布．

解. (Ⅰ) P {X = 1|Z = 0}= P {X = 1, Z = 0}
P {Z = 0} =

C 1
2

1

6
· 1

3�
1

2

�2 = 4

9
．

(Ⅱ)由题意知 X 与 Y 的所有可能取值均为 0,1,2．
P {X = 0, Y = 0}= C 1

3 ·C 1
3

C 1
6 ·C 1

6

=
1

4
, P {X = 0, Y = 1}= C 1

2 ·C 1
2 ·C 1

3

C 1
6 ·C 1

6

=
1

3
,

P {X = 0, Y = 2}= C 1
2 ·C 1

2

C 1
6 ·C 1

6

=
1

9
,

P {X = 1, Y = 0}= C 1
2 ·C 1

3

C 1
6 ·C 1

6

=
1

6
, P {X = 1, Y = 1}= C 1

2 ·C 1
2

C 1
6 ·C 1

6

=
1

9
,

P {X = 1, Y = 2}= 0,

P {X = 2, Y = 0}= 1

C 1
6 ·C 1

6

=
1

36
, P {X = 2, Y = 1}= 0,

P {X = 2, Y = 2}= 0.

故 (X , Y )的概率分布为
X

Y
0 1 2

0 1/4 1/3 1/9

1 1/6 1/9 0

2 1/36 0 0

．

23.（本题满分 11分）
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设总体 X 的概率密度为 f (x ) =

¨
λ2 x e−λx , x > 0,

0, 其他,
其中参数λ（λ> 0）未知，X1,

X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的简单随机样本．
(Ⅰ)求参数 λ的矩估计量； (Ⅱ)求参数 λ的最大似然估计量．

解. (Ⅰ)总体 X 的数学期望为

E X =
∫ +∞
−∞

x f (x )dx =
∫ +∞

0
λ2 x 2e−λx dx =

2

λ
.

令 X = E X，即 X =
2

λ
，得 λ的矩估计量为 bλ1 =

2

X
．

(Ⅱ)设 x1, x2, · · · , xn (xi > 0, i = 1,2, · · · , n )为样本观测值，则似然函数为

L (x1, x2, · · · , xn ;λ) =λ2n ·e−λ
n∑

i=1
xi

n∏
i=1

xi ,

ln L = 2n lnλ−λ
n∑

i=1

xi +
n∑

i=1

ln xi .

由 dln L

dλ
=

2n

λ
−

n∑
i=1

xi = 0，得 λ的最大似然估计量为 bλ2 =
2

X
．
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二〇一〇年考研数学试卷一解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 极限 lim
x→∞

�
x 2

(x −a )(x + b )

�x
= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 1． (B) e． (C) ea−b． (D) eb−a．

解. 应选 (C)．由等价无穷小量代换可得
lim

x→∞

�
x 2

(x −a ) (x + b )

�x
= exp
�

lim
x→∞ x · ln x 2

(x −a ) (x + b )

�
= exp
�

lim
x→∞ x ln
�
1+

x 2− (x −a )(x + b )
(x −a )(x + b )

��
= exp
�

lim
x→∞ x

x 2− (x −a )(x + b )
(x −a )(x + b )

�
= exp
�

lim
x→∞

(a − b )x 2+a b x

(x −a )(x + b )

�
= ea−b .

2. 设函数 z = z (x , y )由方程 F
� y

x
,

z

x

�
= 0确定，其中 F 为可微函数，且 F ′2 6= 0，则

x
∂ z

∂ x
+ y

∂ z

∂ y
= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) x． (B) z． (C) −x． (D) −z．

解. 应选 (B)．因为
F ′x =− y

x 2
F ′1 − z

x 2
F ′2 , F ′y =

1

x
F ′1 , F ′z =

1

x
F ′2 ,

所以
∂ z

∂ x
=−F ′x

F ′z
=

y F ′1 + z F ′2
x F ′2

,
∂ z

∂ y
=−F ′y

F ′z
=−F ′1

F ′2
⇒ x

∂ z

∂ x
+ y

∂ z

∂ y
= z .

3. 设m , n 是正整数，则反常积分
∫ 1

0

m
Æ

ln2(1− x )
npx

dx 的收敛性 · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)仅与m 的取值有关． (B)仅与 n 的取值有关．
(C)与m , n 取值都有关． (D)与m , n 取值都无关．

解. 应选 (D)．因为 x = 0与 x = 1都是瑕点，所以应分成两部分：

I =
∫ 1

0

m
Æ

ln2(1− x )
npx

dx =
∫ 1

2

0

m
Æ

ln2(1− x )
npx

dx +
∫ 1

1
2

m
Æ

ln2(1− x )
npx

dx = I1+ I2.

当 x → 0+时，
m
Æ

ln2(1− x )
npx

∼ 1

x
1
n − 2

m

，而且 1

n
− 2

m
< 1，由比较判别法知 I1收敛．

又因为 lim
x→1−
p

1− x
m
Æ

ln2(1− x )
npx

= 0，而且
∫ 1

1
2

1p
1− x

dx 收敛，由比较判别法知 I2

收敛．综上所述，不管m , n 取何值，I 都是收敛的．
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4. lim
n→∞

n∑
i=1

n∑
j=1

n

(n + i )
�
n 2+ j 2
� = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∫ 1

0
dx
∫ x

0

1

(1+ x )
�
1+ y 2
� dy． (B)

∫ 1
0

dx
∫ x

0

1

(1+ x )
�
1+ y
� dy．

(C)
∫ 1

0
dx
∫ 1

0

1

(1+ x )
�
1+ y
� dy． (D)

∫ 1
0

dx
∫ 1

0

1

(1+ x )
�
1+ y 2
� dy．

解. 应选 (D)．由定积分的定义及二重积分与二次积分的关系可得
n∑

i=1

n∑
j=1

n

(n + i )
�
n 2+ j 2
� = n∑

i=1

1

n + i

n∑
j=1

n

n 2+ j 2
= lim

n→∞
1

n

n∑
i=1

1

1+
i

n

· lim
n→∞

1

n

n∑
j=1

1

1+
�

j

n

�2
=
∫ 1

0

1

1+ x
dx ·
∫ 1

0

1

1+ y 2
dy =
∫ 1

0
dx
∫ 1

0

1

(1+ x )
�
1+ y 2
� dy .

5. 设 A为m ×n矩阵，B 为 n ×m矩阵，E 为m阶单位矩阵，若 AB = E，则( )

(A)秩 r (A) =m，秩 r (B ) =m． (B)秩 r (A) =m，秩 r (B ) = n．
(C)秩 r (A) = n，秩 r (B ) =m． (D)秩 r (A) = n，秩 r (B ) = n．

解. 应选 (A)．由于 AB = E，故 r (AB ) = r (E ) =m．故有
r (A)¾ r (AB ) =m , r (B )¾ r (AB ) =m .

由于 A 为m ×n 矩阵，B 为 n ×m 矩阵，故 r (A) ¶m，r (B ) ¶m．从而可得
r (A) =m，r (B ) =m．

6. 设 A为 4阶实对称矩阵，且 A2+A =O，若 A的秩为 3，则 A相似于 · · · · · ( )

(A)


1

1

1

0

． (B)


1

1

−1

0

．

(C)


1

−1

−1

0

． (D)


−1

−1

−1

0

．

解. 应选 (D)．设 λ为 A的特征值，由于 A2+A =O，所以 λ2+λ= 0，即 A的特征
值只能为 −1或 0．又 r (A) = 3，因此选 (D)．

7. 设随机变量 X 的分布函数 F (x ) =


0, x < 0
1

2
, 0¶ x < 1

1−e−x , x ¾ 1

，则 P {X = 1}= · · · · ( )

(A) 0． (B)
1

2
． (C)

1

2
−e−1． (D) 1−e−1．
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解. 应选 (C)．这是因为
P {X = 1}= P {X ¶ 1}−P {X < 1}= F (1)− F

�
1−
�
= 1−e−1− 1

2
=

1

2
−e−1.

8. 设 f1(x )为标准正态分布的概率密度，f2(x )为 [−1, 3]上均匀分布的概率密度，若

f (x ) =

¨
a f1(x ), x ¶ 0

b f2(x ), x > 0
(a > 0, b > 0)为概率密度，则 a , b 应满足 · · · · · · · · · · ( )

(A) 2a +3b = 4． (B) 3a +2b = 4． (C) a + b = 1． (D) a + b = 2．

解. 应选 (A)．由概率密度的性质，可得
1=
∫ +∞
−∞

f (x )dx =
∫ 0
−∞

a f1(x )dx +
∫ +∞

0
b f2(x )dx

=
a

2

∫ +∞
−∞

f1(x )dx + b
∫ 3

0

1

4
dx =

a

2
+

3

4
b .

整理得 2a +3b = 4．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 设


x = e−t ,

y =
∫ t

0
ln
�
1+u 2
�

du ,
求 d2 y

dx 2

���
t=0
= ．

解. 应填 0．由参数方程的导数公式可得
dy

dx
=

ln
�
1+ t 2
�

−e−t
=− ln
�
1+ t 2
�

et ,

d2 y

dx 2
=

d
�− ln
�
1+ t 2
�

et
�

dt
· dt

dx
=
h
− 2t

1+ t 2
·et − ln
�
1+ t 2
�

et
i
· �−et
�

.

所以 d2 y

dx 2

���
t=0
= 0．

10.
∫ π2

0

p
x cos
p

x dx = ．

解. 应填 −4π．令px = t，并利用分部积分法，可得∫ π2

0

p
x cos
p

x dx =
∫ π

0
t cos t ·2t dt =

∫ π
0

2t 2 cos t dt = 2
∫ π

0
t 2 d(sin t )

= 2
��

t 2 sin t
�π

0
−
∫ π

0
2t sin t dt
�
= 4
∫ π

0
t d(cos t )

= 4
�
[t cos t ]π0 −
∫ π

0
cos t dt
�
= 4πcosπ−4 [sin t ]π0 =−4π.

11. 已知曲线 L的方程为 y = 1−|x |（x ∈ [−1,1]），起点是 (−1, 0)，终点是 (1, 0)，则
曲线积分
∫

L
x y dx + x 2 dy = ．
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解. 应填 0．记 L1 : y = 1+ x，起点为 (−1,0)，终点为 (0, 1)；L2 : y = 1− x，起点是
(0,1)，终点是 (1, 0)．则有

I =
∫

L
x y dx + x 2 dy =

∫
L1

x y dx + x 2 dy +
∫

L2

x y dx + x 2 dy

=
∫ 0
−1

x (1+ x )dx + x 2 dx +
∫ 1

0
x (1− x )dx + x 2(−dx )

=
∫ 0
−1

�
2x 2+ x
�

dx +
∫ 1

0

�
x −2x 2
�

dx =
�

2x 3

3
+

x 2

2

�0
−1
+
�

x 2

2
− 2x 3

3

�1
0

=−
�
−2

3
+

1

2

�
+
�

1

2
− 2

3

�
= 0.

12. 设 Ω= ��x , y , z
� ��x 2+ y 2 ¶ z ¶ 1

	，则 Ω的形心的竖坐标 z = ．

解. 应填 2

3
．用柱面坐标来计算：

z =

∫∫∫
Ω

z dx dy dz∫∫∫
Ω

dx dy dz
=

∫ 2π
0

dθ
∫ 1

0
r dr
∫ 1

r 2
z dz∫ 2π

0
dθ
∫ 1

0
r dr
∫ 1

r 2
dz
=

2π
∫ 1

0
r

�
1

2
− r 4

2

�
dr

2π
∫ 1

0
(1− r 2) r dr

=

1

6
1

4

=
2

3
.

13. 设 α1 = (1, 2,−1, 0)T , α2 = (1, 1, 0, 2)T , α3 = (2,1, 1, a )T，若由 α1,α2,α3生成的向量
空间的维数是 2，则 a = ．

解. 应填 a = 6．由 α1,α2,α3 生成的向量空间维数为 2，故有 r (α1,α2,α3) = 2．对
(α1,α2,α3)作初等行变换得

(α1,α2,α3) =


1 1 2

2 1 1

−1 0 1

0 2 a

→


1 1 2

0 −1 −3

0 1 3

0 2 a

→


1 1 2

0 1 3

0 0 a −6

0 0 0

 .
所以 a = 6．

14. 设随机变量 X 的概率分布为 P {X = k}= C

k !
, k = 0,1, 2, · · ·，则 E

�
X 2
�
= ．

解. 应填 2．由离散型随机变量的性质得
1=

∞∑
k=0

P {X = k}=
∞∑

k=0

C

k !
=C e ⇒ C = e−1.

故 X 服从参数为 1的泊松分布，则 E (X ) = 1, D (X ) = 1．由方差的计算公式有
E
�
X 2
�
=D (X )+ [E (X )]2 = 1+12 = 2.

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
求微分方程 y ′′−3y ′+2y = 2x ex 的通解．
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解. 因为对应齐次方程的特征方程有特征根 λ1 = 1,λ2 = 2，所以对应齐次方程的通
解为 Y =C1ex +C2e2x．设原方程的一个特解为 y ∗ = x (a x +b )ex，代入原方程，
解得 a =−1, b =−2，故特解为 y ∗ = x (−x −2)ex．从而原方程的通解为

y = Y + y ∗ =C1ex +C2e2x − x (x +2)ex .

16.（本题满分 10分）
求函数 f (x ) =

∫ x 2

1

�
x 2− t
�

e−t 2
dt 的单调区间与极值．

解. 对函数作变形．并求导得
f (x ) =
∫ x 2

1
(x 2− t )e−t 2

dt = x 2
∫ x 2

1
e−t 2

dt −
∫ x 2

1
t e−t 2

dt ,

f ′(x ) = 2x
∫ x 2

1
e−t 2

dt +2x 3e−x 4 −2x 3e−x 4
= 2x
∫ x 2

1
e−t 2

dt .

令 f ′(x ) = 0，则 x = 0, x =±1．再求二阶导数得

f ′′(x ) = 2
∫ x 2

1
e−t 2

dt +4x 2e−x 4
.

因为 f ′′(0) = 2
∫ 0

1
e−t 2

dt < 0，所以

f (0) =
∫ 0

1
(0− t )e−t 2

dt =
h
−1

2
e−t 2
i1

0
=

1

2
(1−e−1)

是极大值．而 f ′′(±1) = 4e−1 > 0，所以 f (±1) = 0为极小值．又因为当 x <−1和
0¶ x < 1时 f ′(x ) < 0，当 −1¶ x < 0和 x ¾ 1时 f ′(x ) > 0，所以 f (x )的单调递
减区间为 (−∞,−1)∪ (0, 1)， f (x )的单调递增区间为 (−1,0)∪ (1,+∞)．

17.（本题满分 10分）
(Ⅰ)比较
∫ 1

0
| ln t |[ln(1+ t )]n dt 与

∫ 1
0

t n | ln t |dt（n = 1, 2, · · ·）的大小，说明理由；
(Ⅱ)记 un =
∫ 1

0
| ln t |[ln(1+ t )]n dt（n = 1,2, · · ·），求极限 lim

n→∞un．

解. (Ⅰ)当 0< x < 1时 0< ln(1+ x )< x，所以 | ln t |[ln(1+ t )]n < | ln t |t n，从而∫ 1
0
| ln t |[ln(1+ t )]n dt <

∫ 1
0
| ln t |t n dt (n = 1, 2, · · · ) .

(Ⅱ)由分部积分法可得∫ 1
0
| ln t |t n dt =−

∫ 1
0

ln t · t n dt =− 1

n +1

∫ 1
0

ln t d
�
t n+1
�
=

1

(n +1)2
.

故由 0< un <

∫ 1
0
| ln t |t n dt =

1

(n +1)2
及根据夹逼准则得 lim

n→∞un = 0．

18.（本题满分 10分）
求幂级数

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n −1
x 2n 的收敛域及和函数．

第 234页 共 316页



解. 设 un (x ) =
(−1)n−1

2n −1
x 2n，令

lim
n→∞
���un+1(x )

un (x )

���= lim
n→∞
��� (2n −1)x 2

2n +1

���= x 2 < 1,

得幂级数的收敛区间为 (−1, 1)．当 x = ±1时，由莱布尼兹判别法知级数收敛，
故幂级数的收敛域为 [−1,1]．设

S (x ) =
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n −1
· x 2n−1, x ∈ [−1, 1].

则有
S ′(x ) =

∞∑
n=1

(−1)n−1 · x 2n−2 =
∞∑

n=1

�−x 2
�n−1
=

1

1+ x 2
x ∈ (−1, 1) .

从而有
S (x ) = S (0)+

∫ x

0

1

1+ x 2
dx = arctan x , x ∈ (−1,1) .

由和函数的连续性知 S (x )在收敛域 [−1, 1]上是连续的，所以
∞∑

n=1

(−1)n−1

2n −1
x 2n = x S (x ) = x ·arctan x , x ∈ [−1, 1].

19.（本题满分 10分）
设 P 为椭球面 S : x 2 + y 2 + z 2 − y z = 1上的动点，若 S 在点 P 处的切平面与
x O y 面垂直，求点 P 的轨迹 C，并计算曲面积分 I =

∫∫
Σ

�
x +
p

3
� |y −2z |p

4+ y 2+ z 2−4y z
dS，

其中 Σ是椭球面 S 位于曲线 C 上方的部分．

解. (Ⅰ)令 F
�
x , y , z
�
= x 2+ y 2+ z 2− y z −1，故动点 P

�
x , y , z
�的切平面的法向量为�

2x , 2y − z ,2z − y
�．由切平面垂直 x O y，得所求曲线 C 的方程为¨

x 2+ y 2+ z 2− y z = 1,

2z − y = 0.

(Ⅱ)由曲线 C 的方程可得它在 x O y 平面上的投影区域为
D :
n
(x , y )|x 2+

3

4
y 2 ¶ 1
o

.

由 x 2+ y 2+ z 2− y z = 1可求得

dS =

√√
1+
�
∂ z

∂ x

�2
+
�
∂ z

∂ y

�2
dx dy =
p

4+ y 2+ z 2−4y z

|y −2z | dx dy .

故所求的积分为
I =
∫∫

Σ

�
x +
p

3
� |y −2z |p

4+ y 2+ z 2−4y z
dS =
∫∫

D

�
x +
p

3
�

dx dy

=
∫∫

D
x dx dy +
∫∫

D

p
3dx dy = 0+

∫∫
D

p
3 dx dy =

p
3π ·1 · 2p

3
= 2π.

20.（本题满分 11分）
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设 A =

λ 1 1

0 λ−1 0

1 1 λ

, b =

a1
1

，已知线性方程组 Ax = b 存在两个不同的解．

(Ⅰ)求 λ, a； (Ⅱ)求方程组 Ax = b 的通解．

解. (Ⅰ)已知 Ax = b 有两个不同的解，故 r (A) = r (A, b )< 3，因此 |A|= 0，即

|A|=
�������
λ 1 1

0 λ−1 0

1 1 λ

�������= (λ−1)2(λ+1) = 0.

解得 λ= 1或 λ=−1．当 λ= 1时，r (A) = 1 6= r (A, b ) = 2，此时 Ax = b 无解．
因此 λ=−1．对 (A, b )作初等行变换得

(A, b ) =

−1 1 1 a

0 −2 0 1

1 1 −1 1

→


1 0 −1
3

2

0 1 0 −1

2

0 0 0 a −2

 .
由 r (A) = r (A, b )，可得 a =−2．

(Ⅱ)已知 a =−2，对增广矩阵作初等行变换得

(A, b ) =

−1 1 1 −2

0 −2 0 1

1 1 −1 1

→


1 0 −1
3

2

0 1 0 −1

2

0 0 0 0

 .
因此 Ax = b 的通解为 x = k (1,0, 1)T +

�
3

2
,−1

2
, 0
�T
，其中 k 为任意常数．

21.（本题满分 11分）
已知二次型 f (x1, x2, x3) = x T Ax 在正交变换 x =Q y 下的标准形为 y 2

1 + y 2
2，且

Q 的第 3列为
�p

2

2
, 0,
p

2

2

�T
．

(Ⅰ)求矩阵 A； (Ⅱ)证明 A+E 为正定矩阵，其中 E 为 3阶单位矩阵．

解. (Ⅰ)由于二次型在正交变换 x =Q y 下的标准形为 y 2
1 + y 2

2，所以 A的特征值为
λ1 = λ2 = 1,λ3 = 0．由于Q 的第 3列为 α3 =

�p
2

2
,0,
p

2

2

�T
，所以它就是 A对

应于 λ3 = 0的特征向量．由于 A是实对称矩阵，所以对应于不同特征值的
特征向量相互正交．设属于 λ1 = λ2 = 1的特征向量为 α = (x1, x2, x3)

T，则
αTα3 = 0，即 x1+x3 = 0．求得该方程组的单位化的基础解系为 α1 = (0,1, 0)T，
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α2 =
1p
2
(−1, 0, 1)T．取

Q = (α1,α2,α3) =


0 − 1p

2

p
2

2

1 0 0

0
1p
2

p
2

2

 ,
则有

Q T AQ =Λ=

1 1

0

 , Q−1 =Q T ⇒ A =QΛQ T =


1

2
0 −1

2

0 1 0

−1

2
0

1

2

 .
(Ⅱ) A+E 也是实对称矩阵，A的特征值为 1, 1, 0，所以 A+E 的特征值为 2, 2, 1．
由于 A+E 的特征值全大于零，故 A+E 是正定矩阵．

22.（本题满分 11分）
设二维随机变量 (X , Y )的概率密度为

f (x , y ) = Ae−2x 2+2x y−y 2
, −∞< x <+∞,−∞< y <+∞.

求常数 A及条件概率密度 fY |X (y |x )．
解. X 的边缘概率密度为

fX (x ) =
∫ +∞
−∞

f
�
x , y
�

dy = A
∫ +∞
−∞

e−2x 2+2x y−y 2
dy

= Ae−x 2
∫ +∞
−∞

e−(y−x )2 dy = A
p
πe−x 2

, −∞< x <+∞.

根据概率密度性质有
1=
∫ +∞
−∞

fX (x )dx = A
p
π

∫ +∞
−∞

e−x 2
dx = Aπ ⇒ A =π−1.

故 fX (x ) =
1p
π

e−x 2
,−∞< x <+∞．当 −∞< x <+∞时，有条件概率密度

fY |X
�
y |x �= f
�
x , y
�

fX (x )
=

1p
π

e−x 2+2x y−y 2
=

1p
π

e−(x−y )2 , −∞< y <+∞.

23.（本题满分 11分）
设总体 X 的概率分布为

X 1 2 3

P 1−θ θ −θ 2 θ 2

其中参数 θ ∈ (0,1)未知，以Ni 表示来自总体 X 的简单随机样本（样本容量为
n）中等于 i 的个数（i = 1, 2, 3）．试求常数 a1, a2, a3，使 T =

3∑
i=1

ai Ni 为 θ 的无

偏估计量，并求 T 的方差．
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解. 由题设有N1 ∼ B (n , 1−θ )，N2 ∼ B
�
n ,θ −θ 2
�，N3 ∼ B
�
n ,θ 2
�．故有

E (T ) = E

�
3∑

i=1

ai Ni

�
= a1E (N1) +a2E (N2)+a3E (N3)

= a1n (1−θ )+a2n
�
θ −θ 2
�
+a3nθ 2 = na1+n (a2−a1)θ +n (a3−a2)θ

2.

因为 T 是 θ 的无偏估计量，所以 E (T ) = θ，由此解得 a1 = 0, a2 =
1

n
, a3 =

1

n
．所

以统计量
T = 0 ·N1+

1

n
·N2+

1

n
·N3 =

1

n
(N2+N3) =

1

n
(n −N1) .

因为N1 ∼ B (n ,1−θ )，所以
D (T ) =D
h

1

n
(n −N1)
i
=

1

n 2
D (N1) =

1

n
θ (1−θ ) .
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二〇一一年考研数学试卷一解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 曲线 y = (x −1)(x −2)2(x −3)3(x −4)4的拐点是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) (1,0)． (B) (2, 0)． (C) (3, 0)． (D) (4, 0)．

解. 应选 (C)．令 g (x ) = (x −1)(x −2)2(x −4)4，则 y = (x −3)3g (x )，且有
y ′(3) = y ′′(3) = 0, y ′′′(3) = 6g (3) 6= 0.

因此 (3,0)是曲线的拐点．

2. 设数列 {an} 单调减少， lim
n→∞an = 0，Sn =

n∑
k=1

ak (n = 1,2, · · · ) 无界，则幂级数
∞∑

n=1

an (x −1)n 的收敛域为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) (−1, 1]． (B) [−1, 1)． (C) [0,2)． (D) (0, 2]．

解. 应选 (C)．由题设知 an ¾ 0．当 x = 2时，由 Sn 无界知
∞∑

n=1

an 发散，故幂级数在

x = 2处发散．当 x = 0时，由莱布尼茨判别法知交错级数
∞∑

n=1

(−1)n an 收敛，故
幂级数在 x = 0处收敛．

3. 设函数 f (x )具有二阶连续导数，且 f (x )> 0， f ′(0) = 0，则函数 z = f (x ) ln f (y )

在点 (0,0)处取得极小值的一个充分条件是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f (0)> 1， f ′′(0)> 0． (B) f (0)> 1， f ′′(0)< 0．
(C) f (0)< 1， f ′′(0)> 0． (D) f (0)< 1， f ′′(0)< 0．

解. 应选 (A)．首先求偏导数得
z ′x = f ′(x ) · ln f (y ), z ′y = f (x ) · f ′(y )

f (y )
.

因此 (0,0)是函数的驻点．再求二阶偏导数得
A = z ′′x x = f ′′(x ) · ln f (y ),

B = z ′′x y = f ′(x ) · f ′(y )
f (y )

,

C = z ′′y y = f (x ) · f ′′(y ) f (y )− [ f ′(y )]2
f 2(y )

.

当 f (0)> 1且 f ′′(0)> 0时，在 (0, 0)点有
A = f ′′(0) · ln f (0)> 0, ∆= AC −B 2 = [ f ′′(0)]2 · ln f (0)> 0,

故函数在点 (0,0)处取得极小值．
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4. 设 I =
∫ π

4

0
ln sin x dx，J =

∫ π
4

0
lncot x dx，K =

∫ π
4

0
ln cos x dx，则 I , J , K 的大小

关系是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) I < J < K． (B) I < K < J． (C) J < I < K． (D) K < J < I．

解. 应选 (B)．因为 0 < x <
π

4
时，0 < sin x < cos x < 1 < cot x，又因为 ln x 单调递

增，所以 ln sin x < ln cos x < ln cot x．从而由定积分的保号性可得 I < K < J．

5. 设 A为 3阶矩阵，将 A的第 2列加到第 1列得矩阵 B，再交换 B 的第 2行与第

3行得单位矩阵，记 P1 =

1 0 0

1 1 0

0 0 1

，P2 =

1 0 0

0 0 1

0 1 0

，则 A = · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) P1P2． (B) P −1
1 P2． (C) P2P1． (D) P2P −1

1 ．

解. 应选 (D)．由初等变换与初等矩阵的关系得

A

1 0 0

1 1 0

0 0 1

= AP1 = B ,

1 0 0

0 0 1

0 1 0

B = P2B = E .

因此 P2AP1 = E，从而 A = P −1
2 P −1

1 = P2P −1
1 ．

6. 设 A = (α1,α2,α3,α4)是 4阶矩阵，A∗为 A的伴随矩阵，若 (1,0, 1, 0)T 是方程组
Ax = 0的一个基础解系，则 A∗x = 0的基础解系可为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) α1,α3． (B) α1,α2． (C) α1,α2,α3． (D) α2,α3,α4．

解. 应选 (D)．由于 (1,0, 1, 0)T 是方程组Ax = 0的一个基础解系，所以A(1, 0, 1, 0)T = 0，
且 r (A) = 4 − 1 = 3，即 α1 + α3 = 0，且 |A| = 0．由此可得 A∗A = |A|E = O，
即 A∗(α1,α2,α3,α4) = O，这说明 α1,α2,α3,α4 是 A∗x = 0的解．由于 r (A) = 3，
α1 +α3 = 0，所以 α2,α3,α4 线性无关．又由于 r (A) = 3，所以 r (A∗) = 1，因此
A∗x = 0的基础解系中含有 4− 1 = 3个线性无关的解向量．而 α2,α3,α4线性无
关，且为 A∗x = 0的解，所以 α2,α3,α4可作为 A∗x = 0的基础解系．

7. 设 F1(x )，F2(x )为两个分布函数，其相应的概率密度 f1(x )，f2(x )是连续函数，则
必为概率密度的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f1(x ) f2(x )． (B) 2 f2(x )F1(x )．
(C) f1(x )F2(x )． (D) f1(x )F2(x )+ f2(x )F1(x )．

解. 应选 (D)．因为∫ +∞
−∞
�

f1(x )F2(x )+ f2(x )F1
(x )
�

dx =
�
F1(x )F2

(x )
�+∞
−∞ = 1,

所以 f1F2(x ) + f2F1(x )为概率密度．
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8. 设随机变量 X 与 Y 相互独立，且 E (X )与 E (Y )存在，记U =max{X , Y }，V =

min{X , Y }，则 E (U V ) = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) E (U ) ·E (V )． (B) E (X ) ·E (Y )． (C) E (U ) ·E (Y )． (D) E (X ) ·E (V )．
解. 应选 (B)．因为U V = X Y，且 X 与 Y 相互独立，所以

E (U V ) = E (X Y ) = E (X )E (Y ).

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 曲线 y =
∫ x

0
tan t dt（0¶ x ¶ π

4
）的弧长 s = ．

解. 应填 ln
�
1+
p

2
�．由弧长公式得

s =
∫ π

4

0

r
1+
�
y ′
�2

dx =
∫ π

4

0
sec x dx = [ln |sec x + tan x |]

π
4

0 = ln(1+
p

2).

10. 微分方程 y ′+ y = e−x cos x 满足条件 y (0) = 0的解为 y = ．

解. 应填 y = e−x sin x．由通解公式得

y = e−
∫

dx
�∫

e−x cos x ·e
∫

dx dx +C
�
= e−x
�∫

cos x dx +C
�
= e−x (sin x +C ).

由初始条件 y (0) = 0得 C=0．所以 y = e−x sin x．

11. 设函数 F (x , y ) =
∫ x y

0

sin t

1+ t 2
dt，则 ∂ 2F

∂ x 2

���x=0
y=2

= ．

解. 应填 4．依次求导得
∂ F

∂ x
=

sin x y

1+ (x y )2
· y ,

∂ 2F

∂ x 2
= y · y cos x y − sin x y ·2x y 2

[1+ (x y )2]2
.

故有 ∂ 2F

∂ x 2

���
(0,2)
= 4．

12. 设 L 是柱面方程 x 2+ y 2 = 1与平面 z = x + y 的交线，从 z 轴正向往 z 轴负向
看去为逆时针方向，则曲线积分

∮
L

x z dx + x dy +
y 2

2
dz = ．

解. 应填 π．设 Σ : x + y − z = 0, x 2+ y 2 ¶ 1，取上侧，则由斯托克斯公式得∮
L

x z dx + x dy +
y 2

2
dz =
∫∫

Σ
y dy dz + x dz dx +dx dy .

由转换投影法得∫∫
Σ

y dy dz + x dz dx +dx dy =
∫∫

x 2+y 2¶1
[y · (−1)+ x (−1)+1]dx dy

=
∫∫

x 2+y 2¶1
(−x − y +1)dx dy =

∫∫
x 2+y 2¶1

dx dy =π.
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13. 若二次曲面的方程为 x 2+3y 2+ z 2+2a x y +2x z +2y z = 4，经过正交变换化为
y 2

1 +4z 2
1 = 4，则 a = ．

解. 应填 a = 1．依题意，二次型 f = x 2+3y 2+z 2+2a x y +2x z +2y z 经过正交变换

后化为 f = y 2
1 + 4z 2

1，所以二次型对应的矩阵 A =

1 a 1

a 3 1

1 1 1

的特征值为 0, 1, 4．

故由 |A|=
3∏

i=1

λi = 0，解得 a = 1．

14. 设二维随机变量 (X , Y )服从正态分布N
�
µ,µ;σ2,σ2;0
�，则 E
�
X Y 2
�
= ．

解. 应填 µ �µ2+σ2
�．因为 ρx y = 0，所以随机变量 X , Y 独立，从而有

E
�
X Y 2
�
= E (X )E
�
Y 2
�
= E (X )
�
D (Y )+ E 2(Y )
�
=µ
�
µ2+σ2
�

.

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）

求极限 lim
x→0

�
ln(1+ x )

x

� 1
ex−1．

解. 由等价无穷小量代换和泰勒公式可得

lim
x→0

�
ln(1+ x )

x

� 1
ex−1
= exp
�

lim
x→0

�
ln(1+ x )

x
−1
�

1

ex −1

�
= exp
�

lim
x→0

ln(1+ x )− x

x 2

�
= exp

lim
x→0

x − 1

2
x 2+o (x 2)− x

x 2

= exp

lim
x→0

−1

2
x 2+o (x 2)

x 2

= e−
1
2 .

16.（本题满分 9分）
设函数 z = f (x y , y g (x ))，其中函数 f 具有二阶连续偏导数，函数 g (x )可导且
在 x = 1处取得极值 g (1) = 1，求 ∂ 2z

∂ x∂ y

���
x=1
y=1

．

解. 令 u = x y , v = y g (x )，则由复合函数的求导法则有
∂ z

∂ x
= f ′1 (u , v ) · y + f ′2 (u , v ) · y g ′(x ),

∂ 2z

∂ x∂ y
= f ′1 (u , v )+ y
�

f ′′11(u , v )x + f ′′12(u , v )g (x )
�

+ g ′(x ) · f ′2 (u , v )+ y g ′(x )
�

f ′′12(u , v ) · x + f ′′22(u , v )g (x )
�

因为 g (x )在 x = 1可导且有极值 g (1) = 1，所以 g ′(1) = 0，从而
∂ 2z

∂ x∂ y

���
x=1
y=1

= f ′1 (1,1)+ f ′′11(1,1)+ f ′′12(1, 1).
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17.（本题满分 10分）
求方程 k arctan x − x = 0不同实根的个数，其中 k 为参数．

解. 令 f (x ) = k arctan x − x，则有
f (0) = 0, f ′(x ) = k −1− x 2

1+ x 2
.

当 k − 1 ¶ 0即 k ¶ 1时， f ′(x ) < 0（x 6= 0），时， f (x )在 (−∞,+∞)单调减少，
方程 f (x ) = 0只有一个实根 x = 0．当 k − 1 > 0即 k > 1时，在 (0,

p
k −1)内

f ′(x )> 0，f (x )单调增加；在 (pk −1,+∞)内 f ′(x )< 0，f (x )单调减少．所以
f (
p

k −1)是 f (x )在 [0,+∞)内的最大值，从而 f (
p

k −1)> f (0) = 0．又因为
lim

x→+∞ f (x ) = lim
x→+∞ x
h

k x

arctan x
−1
i
=−∞,

所以由零值定理知，在 (pk −1,+∞)内方程 f (x ) = 0有一个实根 x0．由于 f (x )

是奇函数，所以当 k > 1时方程有三个根 −x0, 0, x0．

18.（本题满分 10分）
(Ⅰ)证明：对任意的正整数 n，都有 1

n +1
< ln
�

1+
1

n

�
<

1

n
成立．

(Ⅱ)设 an = 1+
1

2
+ · · ·+ 1

n
− ln n（n = 1,2, · · ·），证明数列 {an}收敛．

解. (Ⅰ)对 ln(x )在区间 [n , n +1]上应用拉格朗日中值定理，可得
ln
�

1+
1

n

�
= ln(n +1)− ln n =

1

ξ
, ξ ∈ (n , n +1).

当 ξ ∈ [n , n +1]时， 1

n +1
<

1

ξ
<

1

n
，所以 1

n +1
< ln
�

1+
1

n

�
<

1

n
．

(Ⅱ)对于数列 {an}，首先有
an+1−an =

1

n +1
+ ln
� n

n +1

�
=

1

n +1
− ln
�

1+
1

n

�
< 0,

即数列 {an}单调递减；其次有
an =

n∑
k=1

1

k
− ln n >

n∑
k=1

ln
�

1+
1

k

�
− ln n

= ln
�

2

1
· 3

2
· 4

3
· · · n +1

n

�
− ln n = ln (n +1)− ln n > 0,

即数列 {an}有下界．故由单调有界准则可知数列 {an}收敛．
19.（本题满分 11分）
已知函数 f (x , y )具有二阶连续偏导数，且

f (1, y ) = 0, f (x ,1) = 0,
∫∫

D
f (x , y )dx dy = a ,

其中D =
�
(x , y )
��0¶ x ¶ 1,0¶ y ¶ 1

	，计算二重积分 I =
∫∫

D
x y f ′′x y (x , y )dx dy．
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解. 因为 f (x ,1) = 0，所以 f ′x (x , 1) = 0．从而有
I =
∫ 1

0
x dx
∫ 1

0
y f ′′x y (x , y )dy =

∫ 1
0

x dx
∫ 1

0
y d( f ′x (x , y ))

=
∫ 1

0
x dx

��
y f ′x (x , y )
�y=1

y=0
−
∫ 1

0
f ′x (x , y )dy

�
=−
∫ 1

0
x dx
∫ 1

0
f ′x (x , y )dy

=−
∫ 1

0
dy
∫ 1

0
x f ′x (x , y )dx =−

∫ 1
0

dy

��
x f (x , y )
�x=1

x=0
−
∫ 1

0
f (x , y )dx

�
=−
∫ 1

0
dy

�
−
∫ 1

0
f (x , y )dx

�
=
∫∫

D
f (x , y )dx dy = a .

20.（本题满分 11分）
设向量组 α1 = (1,0, 1)T , α2 = (0,1, 1)T , α3 = (1, 3, 5)T 不能由向量组 β1 = (1, 1, 1)T ,

β2 = (1,2, 3)T , β3 = (3, 4, a )T 线性表示．
(Ⅰ)求 a 的值； (Ⅱ)将 β1,β2,β3用 α1,α2,α3线性表示．

解. (Ⅰ)由于 |α1,α2,α3| 6= 0，r (α1,α2,α3) = 3．由 α1,α2,α3不能由 β1,β2,β3线性表示，
可得 r (β1,β2,β3)< r (β1,β2,β3,α1,α2,α3) = 3，从而 |β1,β2,β3|= 0，解得 a = 5．

(Ⅱ)对 (α1,α2,α3,β1,β2,β3)作初等行变换得

(α1,α2,α3,β1,β2,β3) =

1 0 1 1 1 3

0 1 3 1 2 4

1 1 5 1 3 5

→
1 0 0 2 1 5

0 1 0 4 2 10

0 0 1 −1 0 −2

 .
故 β1 = 2α1+4α2−α3，β2 =α1+2α2，β3 = 5α1+10α2−2α3．

21.（本题满分 11分）

A为三阶实对称矩阵，A的秩 r (A) = 2，且 A

 1 1

0 0

−1 1

=
−1 1

0 0

1 1

．
(Ⅰ)求 A的特征值与特征向量； (Ⅱ)求矩阵 A．

解. (Ⅰ)设 α1 = (1, 0,−1)T ,α2 = (1,0, 1)T，则有
A (α1,α2) = (−α1,α2) ⇒ Aα1 =−α1, Aα2 =α2.

故A有特征值λ1 =−1,λ2 = 1，对应的特征向量分别为k1α1 (k1 6= 0)，k2α2 (k2 6= 0)．
由于 r (A) = 2，故 |A|= 0，所以 λ3 = 0．由于 A是实对称矩阵，故不同特征
值对应的特征向量相互正交，设 λ3 = 0对应的特征向量为 α3 = (x1, x2, x3)

T，
则有 ¨

αT
1 α3 = 0,

αT
2 α3 = 0,

⇒
¨

x1− x3 = 0,

x1+ x3 = 0.

解此方程组，得 α3 = (0, 1, 0)T，故 λ3 = 0对应的特征向量为 k3α3 (k3 6= 0)．
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(Ⅱ)令 P = (α1,α2,α3)，Λ=

−1

1

0

，则 A = P −1ΛP，从而

A = PΛP −1 =

 1 1 0

0 0 1

−1 1 0


−1

1

0

 · 12
1 0 −1

1 0 1

0 2 0

=
0 0 1

0 0 0

1 0 0

 .
22.（本题满分 11分）
设随机变量 X 与 Y 的概率分布分别为

X 0 1

P
1

3

2

3

Y −1 0 1

P
1

3

1

3

1

3

且 P
�

X 2 = Y 2
	
= 1．

(Ⅰ)求二维随机变量 (X , Y )的概率分布；
(Ⅱ)求 Z = X Y 的概率分布；
(Ⅲ)求 X 与 Y 的相关系数 ρX Y．

解. (Ⅰ)因为 P
�

X 2 = Y 2
	
= 1，所以 P
�

X 2 6= Y 2
	
= 0．即

P {X = 0, Y =−1}= P {X = 0, Y = 1}= P {X = 1, Y = 0}= 0.

由此求得 (X , Y )的概率分布为

X

Y −1 0 1

0 0
1

3
0

1
1

3
0

1

3

(Ⅱ) Z = X Y 的所有可能取值为−1,0, 1．由 (X , Y )的概率分布可得 Z = X Y 的概
率分布为

Z −1 0 1

P
1

3

1

3

1

3

(Ⅲ)因为 E (X Y ) = E (Z ) = 0，E (Y ) = 0．所以
Cov(X Y ) = E (X Y )−E (X ) ·E (Y ) = 0,

从而 X 与 Y 的相关系数 ρX Y = 0．

23.（本题满分 11分）
设 X1, X2, · · · , Xn 为来自正态总体 N (µ0,σ2) 的简单随机样本，其中 µ0 已知，
σ2 > 0未知．X 和 S 2分别表示样本均值和样本方差．
(Ⅰ)求参数σ2的最大似然估计量 σ̂2； (Ⅱ)计算 E (σ̂2)和D (σ̂2)．

第 245页 共 316页



解. (Ⅰ)设设 x1, x2, · · · , xn 为样本观测值，则似然函数

L (σ2) =
n∏

i=1

f (xi ;σ2) =
n∏

i=1

1p
2πσ

e−
(xi−µ0)2

2σ2 = (2πσ2)−
n
2 e
− 1

2σ2

n∑
i=1
(xi−µ0)2

.

取对数得
ln L (σ2) =−n

2
ln(2πσ2)−

n∑
i=1

(xi −µ0)2

2σ2
.

求导并令导数为零得
d ln L (σ2)

d(σ2)
=− n

2σ2
+

n∑
i=1

(xi −µ0)2

2(σ2)2
= 0.

解得σ2 =
1

n

n∑
i=1

(xi −µ0)2．故σ2的最大似然估计量为 σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

(X i −µ0)2．

(Ⅱ)令 Yi = X i −µ0 ∼N (0,σ2)，则 σ̂2 =
1

n

n∑
i=1

Y 2
i ．从而

E (σ̂2) = E

�
1

n

n∑
i=1

Y 2
i

�
= E (Y 2

i ) =D (Yi )+ [E (Yi )]
2 =σ2,

D (σ̂2) =D

�
1

n

n∑
i=1

Y 2
i

�
=

1

n 2
D (Y 2

1 + Y 2
2 + · · ·+ Y 2

n ) =
1

n
D (Y 2

i )

=
1

n

�
E (Y 4

i )− [E (Y 2
i )]

2
	
=

1

n
(3σ4−σ4) =

2σ4

n
.
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二〇一二年考研数学试卷一解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 曲线 y =
x 2+ x

x 2−1
渐近线的条数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1． (C) 2． (D) 3．

解. 应选 (C)．lim
x→1

x 2+ x

x 2−1
=∞，所以 x = 1为垂直渐近线；lim

x→∞
x 2+ x

x 2−1
= 1，所以 y = 1

为水平渐近线；没有斜渐近线．总共有两条渐近线．

2. 设函数 f (x ) = (ex −1)(e2x −2) · · · (en x −n )，其中 n 为正整数，则 f ′(0) = · · · ( )

(A) (−1)n−1(n −1)!． (B) (−1)n (n −1)!． (C) (−1)n−1n !． (D) (−1)n n !．

解. 应选 (A)．可用导数的定义来计算或者用导数公式来计算．比如
f ′(x ) = ex (e2x −2) · · · (en x −n )+ (ex −1)(2e2x −2) · · · (en x −n )

+ · · ·+ (ex −1)(e2x −2) · · · (nen x −n ),

所以 f ′(0) =(−1)n−1(n −1)!．

3. 如果 f (x , y )在 (0, 0)处连续，那么下列命题正确的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)若极限 lim
x→0
y→0

f (x , y )
|x |+ |y | 存在，则 f (x , y )在 (0,0)处可微．

(B)若极限 lim
x→0
y→0

f (x , y )
x 2+ y 2

存在，则 f (x , y )在 (0, 0)处可微．

(C)若 f (x , y )在 (0, 0)处可微，则极限 lim
x→0
y→0

f (x , y )
|x |+ |y | 存在．

(D)若 f (x , y )在 (0,0)处可微，则极限 lim
x→0
y→0

f (x , y )
x 2+ y 2

存在．

解. 应选 (B)．由于 f (x , y )在 (0, 0)处连续，且 lim
x→0
y→0

f (x , y )
x 2+ y 2

存在，故

f (0,0) = lim
x→0
y→0

f (x , y ) = 0.

这样就有
lim
∆x→0
∆y→0

f (∆x ,∆y )− f (0,0)p
∆x 2+∆y 2

= lim
x→0
y→0

f (x , y )
x 2+ y 2

= 0,

也即
f (∆x ,∆y )− f (0, 0) = 0∆x +0∆y +o

�p
∆x 2+∆y 2
�

.

由可微的定义可知 f (x , y )在 (0, 0)处可微．

4. 设 Ik =
∫ kπ

0
ex 2

sin x dx（k = 1, 2, 3），则有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) I1 < I2 < I3． (B) I3 < I2 < I1． (C) I2 < I3 < I1． (D) I2 < I1 < I3．
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解. 应选 (D)．令
S1 =
∫ π

0
ex 2

sin x dx =
∫ π

0
et 2

sin t dt ,

S2 =−
∫ 2π
π

ex 2
sin x dx =
∫ π

0
e(t+π)

2
sin t dt ,

S3 =
∫ 3π

2π
ex 2

sin x dx =
∫ π

0
e(t+2π)2 sin t dt .

则有 S3 > S2 > S1 > 0，而且 I1 = S1，I2 = S1−S2，I3 = S1−S2+S3．从而 I2 < I1 < I3．

5. 设 α1 =

 00
c1

 ,α2 =

 01
c2

 ,α3 =

 1−1

c3

 ,α4 =

−1

1

c4

其中 c1, c2, c3, c4为任意常数，则

下列向量组线性相关的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) α1,α2,α3． (B) α1,α2,α4． (C) α1,α3,α4． (D) α2,α3,α4．

解. 应选 (C)．由 |(α1,α3,α4)|=
�������

0 1 −1

0 −1 1

c1 c3 c4

�������= c1

����� 1 −1

−1 1

�����= 0，知 α1,α3,α4线性相关．

6. 设 A 为 3阶矩阵，P 为 3阶可逆矩阵，且 P −1AP =

1 1

2

，P = (α1,α2,α3)，

Q = (α1+α2,α2,α3)则Q−1AQ = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)

1 2

1

． (B)

1 1

2

． (C)

2 1

2

． (D)

2 2

1

．

解. 应选 (B)．Q = P

1 0 0

1 1 0

0 0 1

，则Q−1 =

 1 0 0

−1 1 0

0 0 1

P −1，故

Q−1AQ =

 1 0 0

−1 1 0

0 0 1

P −1AP

1 0 0

1 1 0

0 0 1



=

 1 0 0

−1 1 0

0 0 1


1 1

2


1 0 0

1 1 0

0 0 1

=
1 1

2


7. 设随机变量 x 与 y 相互独立，且分别服从参数为 1与参数为 4的指数分布，则

P {x < y }= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
1

5
． (B)

1

3
． (C)

2

3
． (D)

4

5
．
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解. 应选 (A)．(X , Y )的联合概率密度为 f (x , y ) = 4

¨
e−x−4y , x > 0, y > 0

0, 其它 ，则有

P {x < y }= 4
∫ +∞

0

∫ +∞
x

e−x−4y dx dy =
1

5
.

8. 将长度为 1m 的木棒随机地截成两段，则两段长度的相关系数为 · · · · · · · · ( )

(A) 1． (B)
1

2
． (C) −1

2
． (D) −1．

解. 应选 (D)．设两段长度分别为 X 和 Y，则有 Y =−X +1，故两者是线性关系，且
是负相关，所以相关系数为 −1．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 若函数 f (x )满足方程 f ′′(x ) + f ′(x )− 2 f (x ) = 0及 f ′(x ) + f (x ) = 2ex，则 f (x ) =

．

解. 应填 ex．解微分方程 f ′′(x )+ f ′(x )−2 f (x ) = 0，得到通解为 f (x ) =C1ex +C2e−2x．
再由 f ′(x )+ f (x ) = 2ex 得 2C1ex −C2e−2x = 2ex，可知C1 = 1, C2 = 0．故 f (x ) = ex．

10.
∫ 2

0
x
p

2x − x 2 dx = ．

解. 应填 π

2
．令 t = x −1得∫ 2

0
x
p

2x − x 2 dx =
∫ 1
−1
(t +1)

p
1− t 2 dt =
∫ 1
−1

p
1− t 2 dt =

π

2
.

11. grad
�

x y +
z

y

����
(2,1,1)

= ．

解. 应填 (1,1, 1)．grad
�

x y +
z

y

����
(2,1,1)

=
�

y , x − z

y 2
,

1

y

����
(2,1,1)

= (1, 1, 1)．

12. 设 Σ= ��x , y , z
� ��x + y + z = 1, x ¾ 0, y ¾ 0, z ¾ 0

	，则 ∫∫
Σ

y 2 dS = ．

解. 应填
p

3

12
．由曲面积分的计算公式，D =

�
(x , y )|x ¾ 0, y ¾ 0, x + y ¶ 1

	，且∫∫
Σ

y 2 dS =
∫∫

D
y 2
p

1+ (−1)2+ (−1)2 dx dy =
p

3
∫∫

D
y 2 dx dy

=
p

3
∫ 1

0
dy
∫ 1−y

0
y 2 dx =

p
3
∫ 1

0
y 2(1− y )dy =

p
3

12
.

13. 设 α为 3维单位列向量，E 为 3阶单位矩阵，则矩阵 E −ααT 的秩为 ．
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解. 应填 2．矩阵 ααT 的特征值为 0, 0, 1，故 E −ααT 的特征值为 1, 1, 0．又由于
E −ααT 为实对称矩阵，可相似对角化，故它的秩等于非零特征值的个数，即
r
�
E −ααT
�
= 2．

14. 设 A, B , C 是随机事件，A与 C 互不相容，P (AB ) =
1

2
, P (C ) =

1

3
，则 P (AB |C ) =

．

解. 应填 3

4
．由于 A 与 C 互不相容，即 AC = ;，P (AC ) = 0；又 AB C ⊂ AC，得

P (AB C ) = 0．从而

P
�
AB |C �= P (AB C )

P (C )
=

P (AB )−P (AB C )
1−P (C )

=

1

2
−0

1− 1

3

=
3

4
.

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
证明：x ln

1+ x

1− x
+ cos x ¾ 1+

x 2

2
（−1< x < 1）．

解. 令 f (x ) = x ln
1+ x

1− x
+ cos x −1− x 2

2
，可得

f ′(x ) = ln
1+ x

1− x
+ x

1+ x

1− x
· 2

(1− x )2
− sin x − x

= ln
1+ x

1− x
+

2x

1− x 2
− sin x − x = ln

1+ x

1− x
+

1+ x 2

1− x 2
· x − sin x .

当 0< x < 1时，有 ln
1+ x

1− x
> 0，1+ x 2

1− x 2
> 1，所以 1+ x 2

1− x 2
· x −sin x > 0，故 f ′(x )> 0，

则有 f (x )> f (0) = 0．又因为 f (x )是偶函数，所以当−1< x < 0时，也有 f (x )> 0．
总之，当 −1< x < 1时，有 x ln

1+ x

1− x
+ cos x ¾ 1+

x 2

2
．

16.（本题满分 10分）
求 f
�
x , y
�
= x e−

x 2+y 2

2 的极值．

解. 先求函数的驻点：

f ′x
�
x , y
�
= (1− x 2)e−

x 2+y 2

2 = 0, f ′y
�
x , y
�
=−x y e−

x 2+y 2

2 = 0.

解得函数的驻点为 (1,0)和 (−1, 0)．又
f ′′x x

�
x , y
�
= x (x 2−3)e−

x 2+y 2

2 ,

f ′′x y

�
x , y
�
= y (x 2−1)e−

x 2+y 2

2 ,

f ′′y y

�
x , y
�
= x (y 2−1)e−

x 2+y 2

2 .
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在驻点 (1, 0)处，B 2−AC =−2e−1 < 0, A =−2e−
1
2 < 0，故 f
�
x , y
�在点 (1,0)处取

得极大值 f (1,0) = e−
1
2．

在驻点 (−1,0)处，B 2−AC =−2e−1 < 0, A = 2e−
1
2 > 0，故 f
�
x , y
�在点 (−1, 0)处

取得极小值 f (−1,0) =−e−
1
2．

17.（本题满分 10分）
求幂级数

∞∑
n=0

4n 2+4n +3

2n +1
x 2n 的收敛域及和函数．

解. 因为 ρ = lim
n→∞
���an+1

an

���= 1，所以收敛半径 R = 1．又 x =±1时级数
∞∑

n=0

4n 2+4n +3

2n +1

发散，所以收敛域为 (−1, 1)．

S (x ) =
∞∑

n=0

4n 2+4n +3

2n +1
x 2n =

∞∑
n=0

(2n +1)x 2n +
∞∑

n=0

2

2n +1
x 2n .

分别求这两个幂级数得
∞∑

n=0

(2n +1)x 2n =
∞∑

n=0

�
x 2n+1
�′
=

�∞∑
n=0

x 2n+1

�′
=
� x

1− x 2

�′
=

1+ x 2

(1− x 2)2
,

∞∑
n=0

2

2n +1
x 2n =

2

x

∞∑
n=0

∫ x

0
t 2n dt =

2

x

∫ x

0

∞∑
n=0

t 2n dt =
2

x

∫ x

0

1

1− t 2
dt =

1

x
ln
�

1+ x

1− x

�
,

其中后一个等式当 0< |x |< 1时成立，所以

S (x ) =


1+ x 2

(1− x 2)2
+

1

x
ln
�

1+ x

1− x

�
, 0< |x |< 1;

3, x = 0.

18.（本题满分 10分）
已知曲线 L :

¨
x = f (t )
y = cos t

(0 ¶ t <
π

2
)，其中函数 f (t )具有连续导数，且 f (0) = 0，

f (t )> 0
�
0< t <

π

2

�
．若曲线 L 的切线与 x 轴的交点到切点的距离恒为 1，求函

数 f (t )的表达式，并求以曲线 L 及 x 轴与 y 轴为边界的区域的面积．

解. (Ⅰ)曲线 L 在任一处 (x , y )的切线斜率为 dy

dx
=
−sin t

f ′(t ) ，过该点 (x , y )处的切线为

Y − cos t =
−sin t

f ′(t )
�
X − f (t )
�

.

令 Y = 0得 X = f ′(t )cos t + f (t )．由于曲线 L 与 x 轴和 y 轴的交点到切点
的距离恒为 1．故有�

f ′(t )cot t + f (t )− f (t )
�2
+ cos2 t = 1.

又因为 f ′(t )> 0（0< t <
π

2
）．所以

f ′(t ) = sin t

cot t
=

1

cos t
− cos t .
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两边同时取不定积分得
f (t ) = ln (sec t + tan t )− sin t +C .

又由于 f (0) = 0，所以 C = 0．故函数 f (t ) = ln (sec t + tan t )− sin t．
(Ⅱ)此曲线 L 及 x 轴和 y 轴所围成的区域的面积为：

S =
∫ π

2

0
cos t · f ′(t )dt =

∫ π
2

0
sin2 t dt =

π

4
.

19.（本题满分 10分）
已知 L 是第一象限中从点 (0, 0)沿圆周 x 2+ y 2 = 2x 到点 (2, 0)，再沿圆周
x 2+ y 2 = 4到点 (0,2)的曲线段，计算曲线积分

I =
∫

L
3x 2 y dx +
�
x 3+ x −2y
�

dy

解. 设 C1为圆 x 2+ y 2 = 2x , C2为圆 x 2+ y 2 = 4，补上直线 L1为 x = 0（y 从 2到 0），
用格林公式得：
原式=
∫

L+L1

3x 2 y dx + (x 3+ x −2y )dy −
∫

L1

3x 2 y dx + (x 3+ x −2y )dy

=
∫∫

D
(3x 2+1−3x 2)dx dy −

∫ 0
2
−2y dy =

1

4
SC2
− 1

2
SC1
+4=

π

2
−4.

20.（本题满分 11分）

设 A =


1 a 0 0

0 1 a 0

0 0 1 a

a 0 0 1

，b =


1

−1

0

0

．
(Ⅰ)计算行列式 |A|．
(Ⅱ)当实数 a 为何值时，方程组 Ax = b 有无穷多解，并求其通解．

解. (Ⅰ)将行列式按第一列展开，得到

|A|=

����������
1 a 0 0

0 1 a 0

0 0 1 a

a 0 0 1

����������
= 1×
�������
1 a 0

0 1 a

0 0 1

�������+a × (−1)4+1

�������
a 0 0

1 a 0

0 1 a

�������= 1−a 4.

(Ⅱ)对增广矩阵做初等行变换，得到
1 a 0 0 1

0 1 a 0 −1

0 0 1 a 0

a 0 0 1 0

→


1 a 0 0 1

0 1 a 0 −1

0 0 1 a 0

0 −a 2 0 1 −a


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→


1 a 0 0 1

0 1 a 0 −1

0 0 1 a 0

0 0 a 3 1 −a −a 2

→


1 a 0 0 1

0 1 a 0 −1

0 0 1 a 0

0 0 0 1−a 4 −a −a 2


若原线性方程组有无穷多解，则有 1−a 4 = 0及 −a −a 2 = 0，即 a =−1．此
时，原线性方程组增广矩阵为

1 −1 0 0 1

0 1 −1 0 −1

0 0 1 −1 0

0 0 0 0 0

→


1 0 0 −1 0

0 1 0 −1 −1

0 0 1 −1 0

0 0 0 0 0


可知导线性方程组的通解为 x = k (1, 1, 1, 1)T + (0,−1,0, 0)．

21.（本题满分 11分）

设 A =


1 0 1

0 1 1

−1 0 a

0 a −1

，二次型 f (x1, x2, x3) = x T AT Ax 的秩为 2．

(Ⅰ)求实数 a 的值； (Ⅱ)求正交变换 x =Q y 将二次型 f 化为标准型．

解. (Ⅰ)由 r (AT A) = r (A) = 2，以及

A =


1 0 1

0 1 1

−1 0 a

0 a −1

→


1 0 1

0 1 1

0 0 a +1

0 0 0


求得 a =−1．

(Ⅱ)矩阵 B = AT A =

2 0 2

0 2 2

2 2 4

，所以

|λE −B |=
�������
λ−2 0 −2

0 λ−2 −2

−2 −2 λ−4

�������=λ (λ−2) (λ−6) = 0.

解得 B 矩阵的特征值为：λ1 = 0，λ2 = 2，λ3 = 6．分别求得对应的特征向量

η1 =

 11
−1

 , η2 =

 1−1

0

 , η3 =

11
2


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将 η1,η2,η3单位化可得：

α1 =
1p
3

 11
−1

 , α2 =
1p
2

 1−1

0

 , α3 =
1p
6

11
2


令Q = (α1,α2,α3)，则 x =Q y 就是所求的正交变换．

22.（本题满分 11分）
设二维离散型随机变量 (X , Y )的概率分布为

X

Y
0 1 2

0 1/4 0 1/4

1 0 1/3 0

2 1/12 0 1/12

(Ⅰ)求 P (X = 2Y )； (Ⅱ)求 Cov (X − Y , Y )．

解. (Ⅰ) P (X = 2Y ) = P (X = 0, Y = 0) +P (X = 2, Y = 1) =
1

4
+0=

1

4
．

(Ⅱ)由 (X , Y )的概率分布知 X，Y，X Y 的概率分布分别为
X 0 1 2

P 1/2 1/3 1/6

Y 0 1 2

P 1/3 1/3 1/3

X Y 0 1 4

P 7/12 1/3 1/12

计算得 E X =
2

3
, E Y = 1, E Y 2 =

5

3
, E X Y =

2

3
，所以

Cov (X , Y ) = E X Y −E X E Y = 0, DY = E Y 2− (E Y )2 =
5

3
−1=

2

3
,

⇒ Cov (X − Y , Y ) =Cov (X , Y )−DY =−2

3
.

23.（本题满分 11分）
设随机变量 X 与 Y 相互独立且分别服从正态分布 N

�
µ,σ2
�与 N
�
µ, 2σ2
�，其

中σ是未知参数且σ> 0，设 Z = X − Y ,

(Ⅰ)求 Z 的概率密度 f
�
z ,σ2
�；

(Ⅱ)设 Z1, Z2, · · ·Zn为来自总体 Z 的简单随机样本，求σ2的最大似然估计量 σ̂2；
(Ⅲ)证明 σ̂2为σ2的无偏估计量．

解. (Ⅰ) X ∼N (µ,σ2),Y ∼N (µ, 2σ2)，且 X 与 Y 相互独立，故 Z = X −Y ∼N (0,3σ2)，
所以 Z 的概率密度为

f (z ,σ2) =
1p

6πσ
e−

z 2

6σ2 , (−∞< z <+∞)
(Ⅱ)写出似然函数并求导，得到

L (σ2) =
n∏

i=1

f (zi ,σ2) =
1

(6π)
n
2 (σ2)

n
2

e
− 1

6σ2

n∑
i=1

z 2
i = (6π)−

n
2
�
σ2
�−n

2 e
− 1

6σ2

n∑
i=1

z 2
i
,
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⇒ ln L (σ2) =−n

2
ln (6π)− n

2
ln
�
σ2
�− 1

6σ2

n∑
i=1

z 2
i .

对σ2求导并令导数为零得
d ln L (σ2)

dσ2
=− n

2σ2
+

1

6 (σ2)2

n∑
i=1

z 2
i = 0.

解得最大似然估计值为 σ̂2 =
1

3n

n∑
i=1

z 2
i，最大似然估计量为 σ̂2 =

1

3n

n∑
i=1

Z 2
i ．

(Ⅲ)计算 σ̂2的数学期望，得到

E
�
σ̂2
�
= E

�
1

3n

n∑
i=1

Z 2
i

�
=

1

3n

n∑
i=1

E Z 2
i =

1

3n

n∑
i=1

�
(E Zi )

2+D Zi

�
=

1

3n

n∑
i=1

3σ2 =σ2.

故 σ̂2为σ2的无偏估计量．
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二〇一三年考研数学试卷一解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 已知极限 lim
x→0

x −arctan x

x k
= c，其中 c , k 为常数，且 c 6= 0，则 · · · · · · · · · · · · ( )

(A) k = 2, c =−1

2
． (B) k = 2, c =

1

2
． (C) k = 3, c =−1

3
． (D) k = 3, c =

1

3
．

解. 应选 (D)．由麦克劳林公式可得

lim
x→0

x −arctan x

x k
= lim

x→0

x −
�

x − 1

3
x 3+o (x 3)
�

x k
= lim

x→0

1

3
x 3

x k
= c .

所以 k = 3, c =
1

3
．

2. 曲面 x 2+ cos(x y ) + y z + x = 0在点 (0, 1,−1)处的切平面方程为 · · · · · · · · · · ( )

(A) x − y + z =−2．(B) x + y + z = 2． (C) x −2y +z =−3．(D) x − y − z = 0．

解. 应选 (A)．设 F (x , y , z ) = x 2+ cos(x y ) + y z + x，则
F ′x (0, 1,−1) = 1, F ′y (0, 1,−1) =−1, F ′z (0,1,−1) = 1.

所以曲面在点 (0,1,−1)处的切平面方程为
(x −0)− (y −1) + (z +1) = 0 ⇒ x − y + z =−2.

3. 设 f (x ) =
���x − 1

2

���，bn = 2
∫ 1

0
f (x )sin nπx dx（n = 1,2, · · ·），令S (x ) =

∞∑
n=1

bn sin nπx，

则 S
�
−9

4

�
= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
3

4
． (B)

1

4
． (C) −1

4
． (D) −3

4
．

解. 应选 (C)．依题意，傅里叶级数的和函数S (x )是周期为 2的奇函数，且当 0< x < 1

时有 S (x ) = f (x )．因此
S
�
−9

4

�
= S
�
−9

4
+2
�
= S
�
−1

4

�
=−S
�

1

4

�
=− f
�

1

4

�
=−1

4
.

4. 设 L1 : x 2 + y 2 = 1，L2 : x 2 + y 2 = 2，L3 : x 2 + 2y 2 = 2，L4 : 2x 2 + y 2 = 2为四
条逆时针的平面曲线，记 Ii =

∮
L i

�
y +

y 3

6

�
dx +
�

2x − x 3

3

�
dy（i = 1, 2, 3, 4），则

max{I1, I2, I3, I4}= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) I1． (B) I2． (C) I3． (D) I4．

解. 应选 (D)．令Di 是 L i 围成的区域（i = 1,2, 3, 4），则由格林公式有

Ii =
∮

L i

�
y +

y 3

6

�
dx +
�

2x − x 3

3

�
dy =
∫∫

Di

�
1− x 2− y 2

2

�
dx dy .
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利用二重积分的几何意义，比较积分区域以及函数的正负：在区域 D4内函数
取正值，则由D4 ⊃D1得 I4 > I1．在区域D4之外函数取负值，因此 I4 > I2，I4 > I3．
综上所述，max{I1, I2, I3, I4}= I4．

5. 设矩阵 A, B , C 均为 n 阶矩阵，若 AB =C，且 C 可逆，则 · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)矩阵 C 的行向量组与矩阵 A的行向量组等价．
(B)矩阵 C 的列向量组与矩阵 A的列向量组等价．
(C)矩阵 C 的行向量组与矩阵 B 的行向量组等价．
(D)矩阵 C 的行向量组与矩阵 B 的列向量组等价．

解. 应选 (B)．由 AB =C 可知，C 的列向量组可由 A的列向量组线性表示，又由 B

可逆，可得 A = C B−1，从而 A的列向量组也可由 C 的列向量组线性表示．故
C 的行向量组与矩阵 A的行向量组等价．

6. 矩阵

1 a 1

a b a

1 a 1

与
2 0 0

0 b 0

0 0 0

相似的充分必要条件为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a = 0, b = 2． (B) a = 0, b 为任意常数．
(C) a = 2, b = 0． (D) a = 2, b 为任意常数．

解. 应选 (B)．将题目中的两个矩阵分别记为 A和 B．由于 A为实对称矩阵，可以
相似对角化，从而 A与 B 相似的充分必要条件为 A的特征值为 2, b ,0．又

|λE −A|=
�������
λ−1 −a −1

−a λ− b −a

−1 −a λ−1

�������=λ[(λ− b )(λ−2)−2a 2],

从而 a = 0, b 为任意常数．

7. 设 X1, X2, X3是随机变量，且 X1 ∼N (0,1)，X2 ∼N (0, 22)，X3 ∼N (5,32)，
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pj = P {−2¶ X j ¶ 2}（ j = 1,2, 3），则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) p1 > p2 > p3． (B) p2 > p1 > p3． (C) p3 > p1 > p2． (D) p1 > p3 > p2．

解. 应选 (A)．设U ∼N (0,1)，则由题设可得
p1 = P {−2¶ X1 ¶ 2}= P {−2¶U ¶ 2} ,
p2 = P {−2¶ X2 ¶ 2}= P {−1¶U ¶ 1} ,
p2 = P {−2¶ X3 ¶ 2}= P

n
−7

3
¶U ¶−1
o

.

根据标准正态分布的密度函数的图形，比较面积可得 p1 > p2 > p3．

8. 设随机变量 X ∼ t (n )，Y ∼ F (1, n )，给定α（0<α< 0.5），常数 c 满足P {X > c }=α，
则 P {Y > c 2}= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) α． (B) 1−α． (C) 2α． (D) 1−2α．

解. 应选 (C)．由 X ∼ t (n )得 X 2 ∼ F (1, n )，故有
P
�

Y > c 2
	
= P
�

X 2 > c 2
	
= P {X <−c }+P {X > c }= 2α.

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 设函数 f (x )由方程 y − x = ex (1−y )确定，则 lim
n→∞n
�

f
�

1

n

�
−1
�
= ．

解. 应填 1．方程两边取对数得 ln(y − x ) = x (1− y )．两边同时对 x 求导得
1

y − x

�
y ′−1
�
= (1− y )− x y ′.

当 x = 0时 y = 1，代入上式得 f ′(0) = 1．从而
lim

n→∞n
�

f
�

1

n

�
−1
�
= lim

x→0

f (x )−1

x
= f ′(0) = 1.

10. 已知 y1 = e3x − x e2x，y2 = ex − x e2x，y3 =−x e2x 是某二阶常系数非齐次线性微
分方程的 3个解，该方程的通解为 y = ．

解. 应填C1e3x +C2ex −x e2x．由线性微分方程解的性质知 y1− y2 = e3x −ex 对应的齐
次线性微分方程的解，从而对应的齐次线性微分方程的通解为 Y =C1e3x+C2ex，
因此该方程的通解为 y =C1e3x +C2ex − x e2x．

11. 设
¨

x = sin t

y = t sin t + cos t
（t 为参数），则 d2 y

dx 2

���
t=
π
4

= ．

解. 应填p2．由参数方程的导数公式得
dy

dt
= t cos t ,

dx

dt
= cos t ⇒ dy

dx
=

t cos t

cos t
= t ,

d2 y

dx 2
=

d

dt

�
dy

dx

�
dt

dx
=

1

cos t
⇒ d2 y

dx 2

��
t=
π
4
=
p

2.
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12.
∫ +∞

1

ln x

(1+ x )2
dx = ．

解. 应填 ln2．由分部积分法可得∫ +∞
1

ln x

(1+ x )2
dx =−
∫ +∞

1
ln x d
�

1

1+ x

�
=−
h

ln x

1+ x

i+∞
1
+
∫ +∞

1

1

x (1+ x )
dx

= 0+
∫ +∞

1

�
1

x
− 1

1+ x

�
dx =
�
ln

x

1+ x

�+∞
1
= ln2.

13. 设 A = (ai j )是三阶非零矩阵，|A|为 A的行列式，Ai j 为 ai j 的代数余子式，若
ai j +Ai j = 0（i , j = 1,2, 3），则 |A|= ．

解. 应填 −1．由 ai j +Ai j = 0（i , j = 1, 2, 3）可得 AT =−A∗．取行列式可得
|A|= |AT |= | −A∗|=−|A|2.

从而 |A|= 0或 |A|=−1．因为 A非零，不妨设 a11 6= 0，则有
|A|= a11A11+a12A12+a13A13 =−a 2

11−a 2
12−a 2

13 < 0.

因此只能有 |A|=−1．

14. 设随机变量 Y 服从参数为 1的指数分布，a 为常数且大于零，
则 P {Y ¶ a +1|Y > a } ．

解. 应填 1−e−1．由指数分布的无记忆性得
P {Y ¶ a +1|Y > a }= 1−P {Y > a +1|Y > a }

= 1−P {Y > 1}= 1−
∫ +∞

1
e−y dy = 1−e−1.

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
计算
∫ 1

0

f (x )p
x

dx，其中 f (x ) =
∫ x

1

ln(t +1)
t

dt．

解. 因为 f (x ) =
∫ x

1

ln(t +1)
t

dt，所以 f ′(x ) = ln(x +1)
x
， f (1) = 0．从而有

I =
∫ 1

0

f (x )p
x

dx = 2
∫ 1

0
f (x )d
�p

x
�
= 2
�

f (x )
p

x
�1

0
−2
∫ 1

0

p
x d
�
f (x )
�

=−2
∫ 1

0

ln(x +1)p
x

dx =−4
∫ 1

0
ln(x +1)d
�p

x
�
=−4
�p

x ln(x +1)
�1

0
+4
∫ 1

0

p
x

x +1
dx

=−4ln 2+4
∫ 1

0

p
t

t +1
dt =−4 ln 2+4

∫ 1
0

u

u 2+1
·2u du

=−4ln 2+8
∫ 1

0

�
1− 1

u 2+1

�
du =−4ln 2+8 [u −arctan u ]10 =−4 ln 2+8−2π.
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16.（本题满分 10分）
设数列 {an}满足条件：a0 = 3，a1 = 1，an−2−n (n −1)an = 0（n ¾ 2）．S (x )是
幂级数

∞∑
n=0

an x n 的和函数．
(Ⅰ)证明：S ′′(x )−S (x ) = 0； (Ⅱ)求 S (x )的表达式．

解. (Ⅰ)由题设可得 a2n =
3

(2n )!
，a2n+1 =

1

(2n +1)!
．所以

lim
n→∞

a2n+1

a2n
= 0, lim

n→∞
a2n

a2n−1
= 0. ⇒ lim

n→∞
an+1

an
= 0.

于是幂级数的收敛半径为 +∞，收敛域为 (−∞,+∞)．设 S (x ) =
∞∑

n=0

an x n，
则由 an−2−n (n −1)an = 0可得

S ′′(x ) =
∞∑

n=2

an n (n −1)x n−2 =
∞∑

n=2

an−2 x n−2 =
∞∑

n=0

an x n = S (x ),

即 S ′′(x )−S (x ) = 0．
(Ⅱ)方程 S ′′(x )−S (x ) = 0的特征方程为 λ2 − 1 = 0．解得 λ1 = −1,λ1 = 1，所以

S (x ) =C1e−x +C2ex，又由 S (0) = a0 = 3，S ′(0) = a1 = 1，解得 C1 = 1，C2 = 2，
所以 S (x ) = e−x +2ex．

17.（本题满分 10分）
求函数 f (x , y ) =

�
y +

x 3

3

�
ex+y 的极值．

解. 先求 f (x , y )的驻点：由
f ′x = x 2ex+y +
�

y +
x 3

3

�
ex+y =
�

x 2+ y +
x 3

3

�
ex+y = 0,

f ′y = ex+y +
�

y +
x 3

3

�
ex+y =
�

1+ y +
x 3

3

�
ex+y = 0,

解得驻点为
�

1,−4

3

�
和
�
−1,−2

3

�
．再求二阶偏导数得

A = f ′′x x =
�

x 3

3
+2x 2+2x + y
�

ex+y ,

B = f ′′x y =
�

x 3

3
+ x 2+ y +1
�

ex+y ,

C = f ′′y y =
�

x 3

3
+ y +2
�

ex+y .

对于
�

1,−4

3

�
点，因为∆= AC −B 2 > 0，A > 0．所以它为极小值点，极小值为

−e−
1
3．对于
�
−1,−2

3

�
点，因为∆= AC −B 2 < 0，所以它不为极值点．

18.（本题满分 10分）
设奇函数 f (x )在 [−1,1]上具有 2阶导数，且 f (1) = 1．证明：
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(Ⅰ)存在 ξ ∈ (0, 1)，使得 f ′(ξ) = 1；
(Ⅱ)存在 η ∈ (−1, 1)，使得 f ′′(η)+ f ′(η) = 1．

解. (Ⅰ)因为 f (x )为奇函数，所以 f (0) = 0．令 F (x ) = f (x )− x，则有
F (0) = f (0) = 0, F (1) = f (1)−1= 0.

则由罗尔中值定理，∃ξ ∈ (0, 1)，使得 F ′(ξ) = 0，即 f ′(ξ) = 1．
(Ⅱ)令G (x ) = ex ( f ′(x )−1)，则G (ξ) = 0．又由于 f (x )为奇函数，故 f ′(x )为偶函
数，可知G (−ξ) = 0．则由罗尔中值定理．∃η ∈ (−ξ,ξ)⊂ (−1, 1)，使得G ′(ξ) = 0，
即有

e η[ f ′(η)−1] + eη f ′′(η) = 0 ⇒ f ′′(η)+ f ′(η) = 1.

19.（本题满分 10分）
设直线 L 过 A(1, 0, 0), B (0,1, 1)两点，将 L 绕 z 轴旋转一周得到曲面 Σ，Σ与平
面 z = 0, z = 2所围成的立体为 Ω．
(Ⅰ)求曲面 Σ的方程； (Ⅱ)求 Ω的形心坐标．

解. (Ⅰ)直线 L 过 A, B 两点，所以其方程为
x −1

−1
=

y −0

1
=

z −0

1
⇒
¨

x = 1− z ,

y = z .

所以其绕着 z 轴旋转一周的曲面方程为
x 2+ y 2 = (1− z )2+ z 2 ⇒ x 2+ y 2 = 2z 2−2z +1.

(Ⅱ)设形心坐标为 (x , y , z )，则由对称性可得 x = y = 0．由形心坐标公式有

z =

∫∫∫
Ω

z dx dy dz∫∫∫
Ω

dx dy dz
=
π
∫ 2

0
z
�
2z 2−2z +1
�

dz

π
∫ 2

0
[2z 2−2z +1]dz

=
7

5
.

所以形心坐标为
�

0, 0,
7

5

�
．

20.（本题满分 11分）

设 A =

�
1 a

1 0

�
, B =

�
0 1

1 b

�
，当 a , b 为何值时，存在矩阵 C 使得 AC −C A = B，

并求所有矩阵 C．

解. 设 C =

�
x1 x2

x3 x4

�
，则由 AC −C A = B 可得线性方程组

−x2+a x3 = 0,

−a x1+ x2+a x4 = 1,

x1− x3− x4 = 1,

x2−a x3 = b .
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对增广矩阵作初等行变换得
0 −1 a 0 0

−a 1 0 a 1

1 0 −1 −1 1

0 1 −a 0 b

→


1 0 −1 −1 1

0 1 −a 0 0

0 0 0 0 a +1

0 0 0 0 b

 .
因此当 a =−1且 b = 0时方程组有解，通解为

x1 = k1+k2+1,

x2 =−k1,

x3 = k1,

x4 = k2,

其中 k1, k2为任意常数，从而有 C =

�
k1+k2+1 −k1

k1 k2

�
，k1, k2为任意常数．

21.（本题满分 11分）
设二次型 f (x1, x2, x3) = 2(a1 x1+a2 x2+a3 x3)2+ (b1 x1+ b2 x2+ b3 x3)2，记

α=

a1

a2

a3

 , β =

b1

b2

b3

 .
(Ⅰ)证明二次型 f 对应的矩阵为 2αTα+βTβ；
(Ⅱ)若 α,β 正交且均为单位向量，证明二次型 f 在正交变换下的标准形为二次
型 2y 2

1 + y 2
2．

解. (Ⅰ)记 x = (x1, x2, x3)T，则有
f = 2(x Tα)2+ (x Tβ )2 = 2(x Tα)(a T x ) + (x Tβ )(βT x ) = x T (2αa T +ββ T )x .

因此 f 对应的矩阵为 2αTα+βTβ．
(Ⅱ)令 A = 2ααT +ββ T，则有

Aα= 2ααTα+ββ Tα= 2α, Aβ = 2ααTβ +ββ Tβ =β .

所以 1和 2均为 A的特征值，又因为
r (A) = r (2ααT +ββ T )¶ r (ααT )+ r (ββ T ) = 2,

所以 0为 A的特征值．故 f 在正交变换下的标准形为 2y 2
1 + y 2

2．

22.（本题满分 11分）

设随机变量 X 的概率密度为 f (x ) =

(
1

9
x 2, 0< x < 3,

0, 其他.
，令随机变量

Y =


2, X ¶ 1;

X , 1< X < 2;

1, X ¾ 2.
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(Ⅰ)求 Y 的分布函数； (Ⅱ)求概率 P {X ¶ Y }．
解. (Ⅰ)当 y < 1时，FY (y ) = 0；当 y > 2时，FY (y ) = 1；当 1¶ y ¶ 2时，

FY (y ) = P
�

Y ¶ y
	
= P {Y = 1}+P {1< Y ¶ y }= P {Y = 1}+P {1< X ¶ y }

= P {X ¾ 2}+P {1< X ¶ y }=
∫ 3

2

1

9
x 2 dx +
∫ y

1

1

9
x 2 dx =

1

27
(y 3+18).

(Ⅱ) P {X ¶ Y }= P {X ¶ 2}=
∫ 2

0

1

9
x 2 dx =

8

27
．

23.（本题满分 11分）

设总体 X 的概率密度为 f (x ) =

θ
2

x 3
e−
θ
x , x > 0,

0, 其它,
其中 θ 为未知参数且大于零，

X1, X2, · · ·Xn 为来自总体 X 的简单随机样本．
(Ⅰ)求 θ 的矩估计量； (Ⅱ)求 θ 的最大似然估计量．

解. (Ⅰ) X 的数学期望为

E X =
∫ +∞
−∞

x f (x )dx =
∫ +∞

0
x
θ 2

x 3
e−
θ
x dx = θ
∫ +∞

0
e−
θ
x d
�
−θ

x

�
= θ .

令 E X = X，得 θ 矩估计量为 θ̂ = X．
(Ⅱ)设 x1, x2, · · · xn 为样本观测值，则似然函数为

L (θ ) =
n∏

i=1

f (xi ;θ ) =


n∏

i=1

θ 2

x 3
i

e
− θxi , xi > 0,

0, 其他,

=

θ 2n
n∏

i=1

1

x 3
i

e
− θxi , xi > 0,

0, 其他.

当 xi > 0（i = 1,2, · · · , n）时，

ln L (θ ) = 2n lnθ −3
n∑

i=1

ln xi −θ
n∑

i=1

1

xi
.

求导并令导数等于零，得到
d ln L (θ )

dθ
=

2n

θ
−

n∑
i=1

1

xi
= 0.

解得 θ = 2n
n∑

i=1

1

xi

，所以得 θ 极大似然估计量 θ̂ = 2n
n∑

i=1

1

X i

．
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二〇一四年考研数学试卷一解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 下列曲线有渐近线的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) y = x + sin x． (B) y = x 2+ sin x．
(C) y = x + sin

1

x
． (D) y = x 2+ sin

1

x
．

解. 应选 (C)．对于 y = x + sin
1

x
，可知

lim
x→∞

y

x
= 1, lim

x→∞(y − x ) = lim
x→∞sin

1

x
= 0.

所以有斜渐近线 y = x．
2. 设函数 f (x )具有二阶导数，g (x ) = f (0)(1− x )+ f (1)x，则在区间 [0,1]上 · ( )

(A)当 f ′(x )¾ 0时， f (x )¾ g (x )． (B)当 f ′(x )¾ 0时， f (x )¶ g (x )．
(C)当 f ′′(x )¾ 0时， f (x )¾ g (x )． (D)当 f ′′(x )¾ 0时， f (x )¶ g (x )．

解. 应选 (D)．方法 1：显然 g (x ) = f (0)(1− x ) + f (1)x 就是连接 (0, f (0)), (1, f (1))两
点的直线方程．故当 f ′′(x )¾ 0时，曲线是凹的，也就是 f (x )¶ g (x )．
方法 2：令 h (x ) = f (x )−g (x ) = f (x )− f (0)(1− x )− f (1)x，则 h (0) = h (1) = 0，且
h ′′(x ) = f ′′(x )，故当 f ′′(x )¾ 0时，曲线是凹的，从而 h (x )¶ h (0) = h (1) = 0，即
h (x ) = f (x )− g (x )¶ 0，也就是 f (x )¶ g (x )．

3. 设 f (x )是连续函数，则
∫ 1

0
dy
∫ 1−y

−p1−y 2

f (x , y )dx = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∫ 1

0
dx
∫ x−1

0
f (x , y )dy +

∫ 0
−1

dx
∫ p1−x 2

0
f (x , y )dy．

(B)
∫ 1

0
dx
∫ 1−x

0
f (x , y )dy +

∫ 0
−1

dx
∫ 0
−p1−x 2

f (x , y )dy．

(C)
∫ π

2

0
dθ
∫ 1

cosθ+sinθ

0
f (r cosθ , r sinθ )dr +

∫ π
π
2

dθ
∫ 1

0
f (r cosθ , r sinθ )dr．

(D)
∫ π

2

0
dθ
∫ 1

cosθ+sinθ

0
f (r cosθ , r sinθ )r dr +

∫ π
π
2

dθ
∫ 1

0
f (r cosθ , r sinθ )r dr．

解. 应选 (D)．在直角坐标中交换积分次序，得到

I =
∫ 0
−1

dx
∫ p1−x 2

0
f (x , y )dy +

∫ 1
0

dx
∫ 1−x

0
f (x , y )dy .

而化为极坐标后得到

I =
∫ π

2

0
dθ
∫ 1

cosθ+sinθ

0
f (r cosθ , r sinθ )r dr +

∫ π
π
2

dθ
∫ 1

0
f (r cosθ , r sinθ )r dr.

4. 若
∫ π
−π
(x −a1 cos x − b1 sin x )2 dx = min

a ,b∈R

§∫ π
−π
(x −a cos x − b sin x )2 dx

ª
，
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则 a1 cos x + b1 sin x = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 2 sin x． (B) 2 cos x． (C) 2πsin x． (D) 2πcos x．

解. 应选 (A)．令 f (a , b ) =
∫ π
−π
(x −a cos x − b sin x )2 dx，则有

f ′a (a , b ) = 2a
∫ π
−π

cos2 x dx ,

f ′b (a , b ) = 2b
∫ π
−π

sin2 x dx −2
∫ π
−π

x sin x dx = 2bπ−4π.

由 f ′a (a , b ) = f ′b (a , b ) = 0，解得 a = 0，b = 2．

5. 行列式

����������
0 a b 0

a 0 0 b

0 c d 0

c 0 0 d

����������
= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) (a d − b c )2． (B) −(a d − b c )2． (C) a 2d 2− b 2c 2． (D) b 2c 2−a 2d 2．

解. 应选 (B)．行列式依次展开，可得����������
0 a b 0

a 0 0 b

0 c d 0

c 0 0 d

����������
=−a

�������
a 0 b

0 d 0

c 0 d

�������+b

�������
a 0 b

0 c 0

c 0 d

�������=−a d

�����a b

c d

�����+b c

�����a b

c d

�����=−(a d−b c )2.

6. 设 a1, a2, a3均为 3维向量，则对任意常数 k , l，向量组 a1+k a3,a2+ l a3线性无
关是向量组 B = (α1,α2,α3)线性无关的 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)必要非充分条件． (B)充分非必要条件．
(C)充分必要条件． (D)既非充分也非必要条件．

解. 应选 (A)．若向量 α1,α2,α3线性无关，则

(α1+kα3,α2+ lα3) = (α1,α2,α3)

1 0

0 1

k l

= (α1,α2,α3)M .

对任意的常数 k , l，矩阵 M 的秩都等于 2，所以向量 a1 + k a3,a2 + l a3 一定

线性无关．而当 α1 =

10
0

 ,α2 =

01
0

 ,α3 =

00
0

时，对任意的常数 k , l，向量

a1+k a3,a2+ l a3线性无关，但 α1,α2,α3线性相关．故选择 (A)．

7. 设随机事件 A与 B 相互独立，且 P (B ) = 0.5，P (A−B ) = 0.3，则 P (B −A) =( )

(A) 0.1． (B) 0.2． (C) 0.3． (D) 0.4．

第 265页 共 316页



解. 应选 (B)．因为 A与 B 相互独立，所以
0.3= P (A−B ) = P (A)−P (AB ) = P (A)−P (A)P (B ) = 0.5P (A).

于是 P (A) = 0.6，从而
P (B −A) = P (B )−P (AB ) = P (B )−P (A)P (B ) = 0.2.

8. 设连续性随机变量 X1与 X2相互独立，且方差均存在，X1与 X2的概率密度分
别为 f1(x )与 f2(x )，随机变量 Y1的概率密度为 fY1

(y ) =
1

2
[ f1(y ) + f2(y )]，随机变

量 Y2 =
1

2
(X1+X2)，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) E Y1 > E Y2，DY1 >DY2． (B) E Y1 = E Y2，DY1 =DY2．
(C) E Y1 = E Y2，DY1 <DY2． (D) E Y1 = E Y2，DY1 >DY2．

解. 应选 (D)．依题意可得
E Y1 =

1

2

∫ +∞
−∞

y [ f1(y )+ f2(y )]dy =
1

2
(E X1+E X2) = E Y2,

E Y 2
1 =

1

2

∫ +∞
−∞

y 2[ f1(y )+ f2(y )]dy =
1

2
(E X 2

1 +E X 2
2 ).

从而得到
DY1 = E Y 2

1 − (E Y1)
2 =

1

4
D X1+

1

4
D X2+

1

4
E (X1−X2)

2 >
1

4
D X1+

1

4
D X2 =DY2.

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 曲面 z = x 2(1− sin y )+ y 2(1− sin x )在点 (1,0, 1)处的切平面方程为 ．

解. 应填 2x − y − z −1= 0．因为
z ′x = 2x (1− sin y )− y 2 cos x , z ′y =−x 2 cos y +2y (1− sin x ).

所以在点 (1,0, 1)有法向量 (2,−1,−1)，从而切平面为 2x − y − z −1= 0．

10. 设 f (x ) 是周期为 4 的可导奇函数，且 f ′(x ) = 2(x − 1), x ∈ [0,2]，则 f (7) =

．

解. 应填 1．当 x ∈ [0, 2]时，
f (x ) =
∫

2(x −1)dx = x 2−2x +C .

由 f (0) = 0可知 C = 0，即 f (x ) = x 2−2x； f (x )为周期为 4的奇函数，故
f (7) = f (−1) = f (1) = 1.

11. 微分方程 x y ′+ y (ln x − ln y ) = 0满足条件 y (1) = e3的解为 y = ．
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解. 应填 x e2x+1．令 u =
y

x
，则原方程化为

du

u (ln u −1)
=

dx

x
.

解得 y = x eC x+1．代入初始条件得 C = 2．所以特解为 y = x e2x+1．

12. 设 L 是柱面 x 2+ y 2 = 1与平面 y + z = 0的交线，从 z 轴正向往 z 轴负向看去
为逆时针方向，则曲线积分

∮
L

z dx + y dz = ．

解. 应填 π．L 的参数方程为 x = cos t , y = sin t , z =−sin t，t 从 0到 2π．从而∮
L

z dx + y dz =
∫ 2π

0

�
sin2 t − sin t cos t

�
dt =π.

13. 设二次型 f (x1, x2, x3) = x 2
1 − x 2

2 + 2a x1 x3 + 4x2 x3的负惯性指数是 1，则 a 的取
值范围 ．

解. 应填 [−2,2]．由配方法可知
f (x1, x2, x3) = x 2

1 − x 2
2 +2a x1 x3+4x2 x3

= (x1+a x3)
2− (x2−2x3)

2+(4−a 2)x 2
3 .

由于负惯性指数为 1，故必须要求 4−a 2 ¾ 0，所以 a 的取值范围是 [−2,2]．

14. 设总体 X 的概率密度为 f (x ;θ ) =

(
2x

3θ 2
, θ < x < 2θ ,

0, 其他,
其中 θ 是未知参数，X1,

X2, · · · , Xn 为来自总体 X 的简单样本，若 c
n∑

i=1

X 2
i 是 θ 2 的无偏估计，则 c =

．

解. 应填 2

5n
．因为

θ 2 = E

�
c

n∑
i=1

X 2
i

�
= c n E (X 2) = c n

∫ 2θ
θ

x 2 2x

3θ 2
dθ =

5c n

2
θ 2,

所以 c =
2

5n
．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）

求极限 lim
x→+∞

∫ x

1

�
t 2

�
e

1
t −1
�
− t
�

dt

x 2 ln
�

1+
1

x

� ．
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解. 由洛必达法则和等价无穷小量代换可得

原式= lim
x→+∞

�
e

1
x −1
�∫ x

1
t 2 dt −
∫ x

1
t dt

x

= lim
x→+∞

�
x 2(e

1
x −1)− x
�
= lim

u→0+

eu −1−u

u 2
= lim

u→0+

eu −1

2u
=

1

2
.

16.（本题满分 10分）
设函数 y = f (x )由方程 y 3+ x y 2+ x 2 y +6= 0确定，求 f (x )的极值．

解. 方程两边对 x 求导可得
3y 2 y ′+ y 2+ x ·2y y ′+2x y + x 2 y ′ = 0.

令 y ′ = 0，得 y = 0（舍去）或 y =−2x．当 y =−2x 时，解得 x = 1, y =−2．上
式两边再对 x 求导可得

(x 2+2x y +3y 2)y ′′+ (2x +6y )(y ′)2+ (4x +4y )y ′+2y = 0.

由此得 y ′′(1) = 9

4
> 0，所以 y (1) =−2为极小值．

17.（本题满分 10分）
设函数 f (u )具有二阶连续导数，z = f

�
ex cos y
�满足

∂ 2z

∂ x 2
+
∂ 2z

∂ y 2
=
�
4z +ex cos y
�

e2x .

若 f (0) = 0, f ′(0) = 0，求 f (u )的表达式．

解. 设 u = ex cos y，则 z = f (u ) = f (ex cos y )，且有
∂ z

∂ x
= f ′(u )ex cos y ,

∂ 2z

∂ x 2
= f ′′(u )e2x cos2 y + f ′(u )ex cos y ;

∂ z

∂ y
=− f ′(u )ex sin y ,

∂ 2z

∂ y 2
= f ′′(u )e2x sin2 y − f ′(u )ex cos y .

因此由题设条件可得
(4 f (u )+u )e2x =

∂ 2z

∂ x 2
+
∂ 2z

∂ y 2
= f ′′(u )e2x ⇒ f ′′(u ) = 4 f (u )+u .

解得 f (u ) = C1e2u +C2e−2u − u

4
（C1, C2 为任意常数）．由 f (0) = 0, f ′(0) = 0得

C1 =
1

16
, C2 =− 1

16
．所以 f (u ) =

1

16
e2u − 1

16
e−2u − 1

4
u．

18.（本题满分 10分）
设 Σ为曲面 z = x 2+ y 2(z ¶ 1)的上侧，计算曲面积分

I =
∫∫

Σ
(x −1)3 dy dz + (y −1)3 dz dx + (z −1)dx dy .

解. 补上 Σ1 :
�
(x , y , z )
��z = 1
	的下侧，使之与 Σ围成闭合区域 Ω．则有

I =
∫∫

Σ+Σ1

(x −1)3 dy dz + (y −1)3 dz dx + (z −1)dx dy
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−
∫∫

Σ1

(x −1)3 dy dz + (y −1)3 dz dx + (z −1)dx dy

=−
∫∫∫

Ω
[3(x −1)2+3(y −1)2+1]dx dy dz −0

=−
∫ 2π

0
dθ
∫ 1

0
dρ
∫ 1
ρ2

[3(ρ cosθ −1)2+3(ρ sinθ −1)2+1]ρdz

=−
∫ 2π

0
dθ
∫ 1

0
dρ
∫ 1
ρ2

[3ρ2−6ρ2 cosθ −6ρ2 sinθ +7ρ]dz

=−2π
∫ 1

0
(3ρ3+7ρ)(1−ρ2)dρ =−4π.

19.（本题满分 10分）
设数列 {an} ,{bn}满足 0 < an <

π

2
，0 < bn <

π

2
，cos an − an = cos bn，且级数

∞∑
n=1

bn 收敛．(Ⅰ)证明： lim
n→∞an = 0． (Ⅱ)证明：级数

∞∑
n=1

an

bn
收敛．

解. (Ⅰ)由条件得 cos an−cos bn = an > 0，故 0< an < bn．由
∞∑

n=1

bn收敛得 lim
n→∞bn = 0，

从而 lim
n→∞an = 0．

(Ⅱ)由等价无穷小量代换 1− cos x ∼ 1

2
x 2（x → 0）可得

lim
n→∞

an

b 2
n

= lim
n→∞

an

2(1− cos bn )
= lim

n→∞
an

2(1− cos an +an )

= lim
n→∞

1

2(1− cos an )/an +2
=

1

0+2
=

1

2
.

所以由
∞∑

n=1

bn 收敛得
∞∑

n=1

an

bn
收敛．

20.（本题满分 11分）

设矩阵 A =

1 −2 3 −4

0 1 −1 1

1 2 0 3

，E 为 3阶单位矩阵．

(Ⅰ)求方程组 Ax = 0的一个基础解系； (Ⅱ)求满足 AB = E 的所有矩阵 B．

解. (Ⅰ)对系数矩阵 A进行初等行变换得

A =

1 −2 3 −4

0 1 −1 1

1 2 0 3

→
1 −2 3 −4

0 1 −1 1

0 4 −3 1



→
1 −2 3 −4

0 1 −1 1

0 0 1 −3

→
1 0 0 1

0 1 0 −2

0 0 1 −3

 .
从而得到 Ax = 0的一个基础解系为 α= (−1,2, 3, 1)T．
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(Ⅱ)对矩阵 (A, E )作初等行变换得

(A, E ) =

1 −2 3 −4 1 0 0

0 1 −1 1 0 1 0

1 2 0 3 0 0 1

→
1 −2 3 −4 1 0 0

0 1 −1 1 0 1 0

0 4 −3 1 −1 0 1



→
1 −2 3 −4 1 0 0

0 1 −1 1 0 1 0

0 0 1 −3 −1 −4 1

→
1 0 0 1 2 6 −1

0 1 0 −2 −1 −3 1

0 0 1 −3 −1 −4 1


记 E = (e1, e2, e3)，则 Ax = e1的通解为 x = (2,−1,−1, 0)T +k1α，k1为任意常
数；Ax = e2的通解为 x = (6,−3,−4,0)T +k2α，k2为任意常数；Ax = e3的通
解为 x = (−1,1, 1, 0)T +k3α，k3为任意常数．于是所求矩阵为

B =


2 6 −1

−1 −3 1

−1 −4 1

0 0 0

+ (k1α, k2α, k3α) =


−k1+2 −k2+6 −k3−1

2k1−1 2k2−3 2k3+1

3k1−1 3k2−4 3k3+1

k1 k2 k3

 ,
其中 k1, k2, k3为任意常数．

21.（本题满分 11分）

证明 n 阶矩阵


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
...

...

1 1 · · · 1

与


0 · · · 0 1

0 · · · 0 2
...

...
...

...

0 · · · 0 n

相似．

解. 记 A =


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
...

...

1 1 · · · 1

，B =


0 · · · 0 1

0 · · · 0 2
...

...
...

...

0 · · · 0 n

．则 |λE − A| = |λE −B | = (λ−n )λn−1，

即 A和 B 有相同的特征值 λ1 = 1，λ2 = 0（n −1重）．因为 A为实对称阵，所以

A相似于 Λ=


n

0
...

0

．因为 r (λ2E −B ) = r (B ) = 1，所以 B 对应于特征值

λ2 = 0有 n −1个线性无关的特征向量，于是 B 也相似于 Λ．故 A与 B 相似．

22.（本题满分 11分）
设随机变量 X 的概率分布为 P {X = 1}= P {X = 2}= 1

2
，在给定 X = i 的条件下，

随机变量 Y 服从均匀分布U (0, i )（i = 1,2）．
(Ⅰ)求 Y 的分布函数 FY (y )； (Ⅱ)求 E Y．
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解. (Ⅰ)由分布函数的定义得
FY (y ) = P {Y ¶ y }= P {X = 1}P {Y ¶ y |X = 1}+P {X = 2}P {Y ¶ y |X = 2}

=
1

2
P {Y ¶ y |X = 1}+ 1

2
P {Y ¶ y |X = 2}

=



0, y < 0,
3

4
y , 0¶ y < 1,

1

2
+

1

4
y , 1¶ y < 2,

1, y ¾ 2.

(Ⅱ)随机变量 Y 的概率密度为

fY (y ) =


3

4
, 0¶ y < 1,

1

4
, 1¶ y < 2,

0, 其他.

因此 E Y =
3

4
．

23.（本题满分 11分）

设总体 X 的分布函数为 F (x ;θ ) =

(
1−e−

x 2

θ , x ¾ 0,

0, x < 0,
其中 θ 是未知参数且大于

零．X1, X2, · · · , Xn 为来自总体 X 的简单随机样本．
(Ⅰ)求 E (X )与 E (X 2)；
(Ⅱ)求 θ 的最大似然估计量 θ̂n；
(Ⅲ)是否存在实数 a，使得对任何 ε> 0，都有 lim

n→∞P
���θ̂n −a
��¾ ε	= 0？

解. (Ⅰ)总体 X 的概率密度为 f (x ;θ ) =

2x

θ
e−

x 2

θ , x ¾ 0,

0, x < 0.
所以

E X =
∫ +∞

0
x

2x

θ
e−

x 2

θ dx =−
∫ +∞

0
x d
�

e−
x 2

θ

�
=

1

2

p
πθ ,

E X 2 =
∫ +∞

0
x 2 2x

θ
e−

x 2

θ dx =−
∫ +∞

0
x 2 d
�

e−
x 2

θ

�
= θ .

(Ⅱ)设 x1, x2, · · · , xn 为样本观测值，则似然函数

L (θ ) =
n∏

i=1

f (xi ) =

2n x1 x2 · · · xn

θ n
e
− 1
θ

n∑
i=1

x 2
i
, x1, x2, · · · , xn > 0;

0, 其他.

当 x1, x2, · · · , xn > 0时，

ln L (θ ) = n ln 2+
n∑

i=1

ln xi −n lnθ − 1

θ

n∑
i=1

x 2
i .

令 d ln L (θ )
dθ

= 0，解得 θ = 1

n

n∑
i=1

x 2
i，所以 θ 的最大似然估计为 θ̂n =

1

n

n∑
i=1

X 2
i ．
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(Ⅲ)存在 a = θ．因为 {X 2
n}是独立同分布的随机变量序列，且 E (X 2

n ) = θ <+∞，
所以根据辛钦大数定律，当n→∞时，̂θn =

1

n

n∑
i=1

X 2
i 依概率收敛于 E X 2 = θ．

因此对任何 ε> 0，都有 lim
n→∞P
���θ̂n −θ
��¾ ε	= 0．
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二〇一五年考研数学试卷一解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 设函数 f (x )在 (−∞,+∞)内连续，其中二阶导数 f ′′(x )的图形如图所示，则曲
线 y = f (x )的拐点的个数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1． (C) 2． (D) 3．

解. 应选 (C)．拐点出现在二阶导数等于零或不存在的点处，且在该点左右两侧二
阶导函数异号．由 f ′′(x )的图形可得，曲线 y = f (x )存在两个拐点．

2. 设 y =
1

2
e2x +
�

x − 1

3

�
ex 是二阶常系数非齐次线性微分方程 y ′′+a y ′+ b y = c ex

的一个特解，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a =−3, b = 2, c =−1． (B) a = 3, b = 2, c =−1．
(C) a =−3, b = 2, c = 1． (D) a = 3, b = 2, c = 1．

解. 应选 (A)．由题意可知，e2x 和 ex 为二阶常系数齐次微分方程 y ′′+a y ′+b y = 0

的解，所以 2和 1为特征方程 r 2+a r + b = 0的根，从而 a =−3，b = 2．于是
原方程变为 y ′′−3y ′+2y = c ex，再将特解 y = x ex 代入得 c =−1．

3. 若级数
∞∑

n=1

an 条件收敛，则 x =
p

3与 x = 3依次为幂级数
∞∑

n=1

nan (x −1)n 的( )

(A)收敛点，收敛点． (B)收敛点，发散点．
(C)发散点，收敛点． (D)发散点，发散点．

解. 应选 (B)．因
∞∑

n=1

an 条件收敛，即 x = 2为幂级数
∞∑

n=1

an (x − 1)n 的条件收敛点，

故
∞∑

n=1

an (x −1)n 的收敛半径为 1，收敛区间为 (0,2)．而幂级数逐项求导不改变

收敛区间，故
∞∑

n=1

nan (x −1)n 的收敛区间还是 (0, 2)．因此 x =
p

3与 x = 3依次

为幂级数
∞∑

n=1

nan (x −1)n 的收敛点，发散点．
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4. 设D 是第一象限由曲线 2x y = 1，4x y = 1，与直线 y = x，y =
p

3x 围成的平面
区域，函数 f (x , y )在D 上连续，则

∫∫
D

f (x , y )dx dy = · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∫ π

3

π
4

dθ
∫ 1

sin 2θ

1
2sin 2θ

f (r cosθ , r sinθ )r dr．

(B)
∫ π

3

π
4

dθ
∫ 1p

sin 2θ

1p
2 sin 2θ

f (r cosθ , r sinθ )r dr．

(C)
∫ π

3

π
4

dθ
∫ 1

sin2θ

1
2sin 2θ

f (r cosθ , r sinθ )dr．

(D)
∫ π

3

π
4

dθ
∫ 1p

sin2θ

1p
2 sin 2θ

f (r cosθ , r sinθ )dr．

解. 应选 (B)．由D 的图形可得∫∫
D

f (x , y )dx dy =
∫ π

3

π
4

dθ
∫ 1p

sin2θ

1p
2sin 2θ

f (r cosθ , r sinθ )r dr.

5. 设矩阵 A =

1 1 1

1 2 a

1 4 a 2

，b =

 1d
d 2

．若集合 Ω= {1, 2}，则线性方程组 Ax = b 有

无穷多解的充分必要条件为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a /∈Ω, d /∈Ω． (B) a /∈Ω, d ∈Ω． (C) a ∈Ω, d /∈Ω． (D) a ∈Ω, d ∈Ω．
解. 应选 (D)．作初等行变换得

(A, b ) =

1 1 1 1

1 2 a d

1 4 a 2 d 2

→
1 1 1 1

0 1 a −1 d −1

0 0 (a −1)(a −2) (d −1)(d −2)

 .
由 r (A) = r (A, b )< 3，故 a = 1或 a = 2，而且 d = 1或 d = 2．

6. 设二次型 f (x1, x2, x3)在正交变换为 x = P y 下的标准形为 2y 2
1 + y 2

2 − y 2
3，其中

P = (e1, e2, e3)，若Q = (e1,−e3, e2)，则 f (x1, x2, x3)在正交变换 x =Q y 下的标准
形为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 2y 2
1 − y 2

2 + y 2
3． (B) 2y 2

1 + y 2
2 − y 2

3． (C) 2y 2
1 − y 2

2 − y 2
3． (D) 2y 2

1 + y 2
2 + y 2

3．

解. 应选 (A)．依题意，有 f = x T Ax = y T (P T AP )y = 2y 2
1 + y 2

2 − y 2
3，且

P T AP =

2 0 0

0 1 0

0 0 −1

 , Q = P

1 0 0

0 0 1

0 −1 0

= P C .
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由此可得

Q T AQ =C T (P T AP )C =

2 0 0

0 −1 0

0 0 1

 .
所以 f = x T Ax = y T (Q T AQ )y = 2y 2

1 − y 2
2 + y 2

3．

7. 若 A, B 为任意两个随机事件，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) P (AB )¶ P (A)P (B )． (B) P (AB )¾ P (A)P (B )．
(C) P (AB )¶ P (A)+P (B )

2
． (D) P (AB )¾ P (A)+P (B )

2
．

解. 应选 (C)．因为 AB ⊂ A且 AB ⊂ B，所以 P (AB ) ¶ P (A)且 P (AB ) ¶ P (B )．从而
P (AB )¶ P (A)+P (B )

2
．

8. 设随机变量 X , Y 不相关，且 E X = 2，E Y = 1，D X = 3，则 E [X (X + Y −2)] =( )

(A) −3． (B) 3． (C) −5． (D) 5．

解. 应选 (D)．直接计算可得
E [X (X + Y −2)] = E (X 2+X Y −2X ) = E (X 2)+ E (X Y )−2E (X )

=D (X )+ E 2(X ) + E (X )E (Y )−2E (X )

= 3+22+2×1−2×2= 5.

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. lim
x→0

lncos x

x 2
= ．

解. 应填 −1

2
．由等价无穷小量替换可得

lim
x→0

ln(cos x )
x 2

= lim
x→0

ln(1+ cos x −1)
x 2

= lim
x→0

cos x −1

x 2
= lim

x→0

−1

2
x 2

x 2
=−1

2
.

10.
∫ π

2

−π2

�
sin x

1+ cos x
+ |x |
�

dx = ．

解. 应填 π2

4
．由定积分的奇偶对称性可得

∫ π
2

−π2

�
sin x

1+ cos x
+ |x |
�

dx = 2
∫ π

2

0
x dx =

π2

4
.

11. 若函数 z = z (x , y )由方程 e x + x y z + x + cos x = 2确定，则 dz
��
(0,1)
= ．
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解. 应填 −dx．令 F (x , y , z ) = ez + x y z + x + cos x −2，则
F ′x (x , y , z ) = y z +1− sin x , F ′y = x z , F ′z (x , y , z ) = ez + x y .

当 x = 0, y = 1时，z = 0．所以
∂ z

∂ x

��
(0,1)
=−F ′x (0, 1, 0)

F ′z (0, 1, 0)
=−1,

∂ z

∂ y

��
(0,1)
=−F ′y (0,1, 0)

F ′z (0,1, 0)
= 0.

因此 dz
��
(0,1)
=−dx．

12. 设 Ω是由平面 x + y + z = 1与三个坐标平面平面所围成的空间区域，
则
∫∫∫

Ω
(x +2y +3z )dx dy dz = ．

解. 应填 1

4
．由轮换对称性，并由平行 x O y 面的截面为直角三角形，可得∫∫∫
Ω
(x +2y +3z )dx dy dz = 6

∫∫∫
Ω

z dx dy dz = 6
∫ 1

0
z dz
∫∫

Dz

dx dy

= 6
∫ 1

0
z · 1

2
(1− z )2 dz = 3

∫ 1
0
(z 3−2z 2+ z )dz =

1

4
.

13. n 阶行列式

�������������

2 0 · · · 0 2

−1 2 · · · 0 2
...

...
...

...
...

0 0 · · · 2 2

0 0 · · · −1 2

�������������
= ．

解. 应填 2n+1−2．将行列式按第一行展开得

Dn =

������������

2 0 · · · 0 2

−1 2 · · · 0 2

· · ·
0 0 · · · 2 2

0 0 · · · −1 2

������������
= 2Dn−1+ (−1)n+12(−1)n−1 = 2Dn−1+2

= 2(2Dn−2+2)+2= 22Dn−2+22+2= 2n +2n−1+ · · ·+2= 2n+1−2.

14. 设二维随机变量 (X , Y )服从正态分布N (1,0; 1, 1, 0)，则P {X Y −Y < 0}= ．

解. 应填 1

2
．由题设知 X ∼N (1, 1)，Y ∼N (0,1)；且由相关系数为 0知 X 和 Y 相互

独立，从而
P {X Y − Y < 0}= P {(X −1)Y < 0}= P {X −1> 0, Y < 0}+P {X −1< 0, Y > 0}

= P {X > 1}P {Y < 0}+P {X < 1}P {Y > 0}= 1

2
× 1

2
+

1

2
× 1

2
=

1

2
.
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三、解答题（15～23题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
设函数 f (x ) = x +a ln(1+ x ) + b x sin x，g (x ) = k x 3，若 f (x )与 g (x )在 x → 0

是等价无穷小，求 a , b , k 的值．

解. 由常用函数的泰勒公式得
1= lim

x→0

x +a ln (1+ x ) + b x sin x

k x 3

= lim
x→0

x +a

�
x − x 2

2
+

x 3

3
+o
�
x 3
��
+ b x

�
x − x 3

6
+o
�
x 3
��

k x 3

= lim
x→0

(1+a ) x +
�

b − a

2

�
x 2+

a

3
x 3+o
�
x 3
�

k x 3

所以有 1+a = 0, b − a

2
= 0,

a

3k
= 1．解得 a =−1, b =−1

2
, k =−1

3
．

16.（本题满分 10分）
设函数 f (x )在定义域 I 上的导数大于零，若对任意的 x0 ∈ I，由线 y = f (x )在点�
x0, f (x0)
�处的切线与直线 x = x0及 x 轴所围成区域的面积恒为 4，且 f (0) = 2，

求 f (x )的表达式．

解. 由线 y = f (x )在点 �x0, f (x0)
�处的切线方程为

y − f (x0) = f ′ (x0) (x − x0) .

该切线与 x 轴交点为 x1 =− f (x0)
f ′ (x0)

+ x0．依题意有
1

2
| f (x0) | · |x0− x1|= 4 ⇒ f ′(x0) =

1

8

�
f (x0)
�2

.

即 f (x )满足一阶微分方程 y ′ = y 2

8
．分离变量后可得通解 1

y
= −1

8
x +C．再由

y (0) = 2可得 C =
1

2
，因此 1

y
=−1

8
x +

1

2
，即 f (x ) =

8

4− x
．

17.（本题满分 10分）
已知函数 f (x , y ) = x + y + x y，曲线 C : x 2+ y 2+ x y = 3，求 f (x , y )在曲线 C

上的最大方向导数．

解. 函数 f (x , y )沿梯度方向的方向导数最大，且最大值为梯度的模．因为 f ′x (x , y ) =

1+ y， f ′y (x , y ) = 1+ x，所以
|grad f (x , y )|=Æ(1+ y )2+ (1+ x )2.

问题转化为求 g (x , y ) =
p
(1+ y )2+ (1+ x )2 在约束条件 C : x 2 + y 2 + x y = 3下

的最大值．构造函数
F (x , y ,λ) = (1+ y )2+ (1+ x )2+λ

�
x 2+ y 2+ x y −3

�
,

第 277页 共 316页



解方程组 
F ′x = 2(1+ x ) +λ(2x + y ) = 0,

F ′y = 2(1+ y )+λ(2y + x ) = 0,

F ′λ = x 2+ y 2+ x y −3= 0,

得到四个可能的极值点 (1,1), (−1,−1), (2,−1), (−1,2)．因为
|grad f (1, 1)|= 2

p
2, |grad f (−1,−1)|= 0,

|grad f (2,−1)|= 3, |grad f (−1, 2)|= 3,

所以最大方向导数为 3．

18.（本题满分 10分）
(Ⅰ)设函数u (x ), v (x )可导，利用导数定义证明 [u (x )v (x )]′ = u ′(x )v (x )+u (x )v ′(x )．
(Ⅱ)设函数 u1(x ), u2(x ), · · · , un (x )可导，f (x ) = u1(x )u2(x ) · · ·un (x )，写出 f (x )的
求导公式．

解. (Ⅰ)因为 u (x ), v (x )可导，所以
[u (x )v (x )]′ = lim

h→0

u (x +h )v (x +h )−u (x )v (x )
h

= lim
h→0

u (x +h )[v (x +h )− v (x )] + [u (x +h )−u (x )]v (x )
h

= lim
h→0

u (x +h )
v (x +h )− v (x )

h
+ lim

h→0

u (x +h )−u (x )
h

v (x )

= u (x )v ′(x ) +u ′(x )v (x ).

(Ⅱ)由题意得
f ′(x ) = [u1(x )u2(x ) · · ·un (x )]

′

= u ′1(x )u2(x ) · · ·un (x ) +u1(x )u
′
2(x ) · · ·un (x )+ · · ·+u1(x )u2(x ) · · ·u ′n (x ).

19.（本题满分 10分）
已知曲线 L的方程为

¨
z =
p

2− x 2− y 2,

z = x ,
起点为A
�
0,
p

2, 0
�，终点为B
�
0,−p2,0
�，

计算曲线积分 I =
∫

L
(y + z )dx +
�
z 2− x 2+ y
�

dy + (x 2+ y 2)dz．

解. 曲线的参数方程为


x = cosθ ,

y =
p

2sinθ ,

z = cosθ ,

（θ 从 π

2
到 −π

2
）．所以

I =
∫ −π2
π
2

�−(p2sinθ + cosθ )sinθ +2sinθ cosθ + (1+ sin2θ )sinθ
�

dθ

=
∫ −π2
π
2

�−p2sin2θ + sinθ cosθ + (1+ sin2θ )sinθ
�

dθ
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= 2
p

2
∫ π

2

0
sin2θ dθ =

p
2

2
π.

20.（本题满 11分）设向量组 α1,α2,α3为 R 3的一个基，
β1 = 2α1+2kα3, β2 = 2α2, β3 =α1+ (k +1)α3.

(Ⅰ)证明向量组 β1,β2,β3为 R 3的一个基；
(Ⅱ)当 k 为何值时，存在非零向量 ξ在基 α1,α2,α3与基 β1,β2,β3下的坐标相同，
并求所有的 ξ．

解. (Ⅰ)依题意有�
β1,β2,β3

�
= (2α1+2kα3, 2α2,α1+ (k +1)α3) = (α1,α2,α3)P,

其中 P =

 2 0 1

0 2 0

2k 0 k +1

．因为 |P |= 4 6= 0，所以 β1,β2,β3为 R 3的一个基．

(Ⅱ)设 ξ在基 α1,α2,α3与基 β1,β2,β3下的坐标向量为 x，则有
ξ= (α1,α2,α3)x = (β1,β2,β3)x = (α1,α2,α3)P x .

所以 (P −E )x = 0．对 P −E 作初等行变换得

P −E =

 1 0 1

0 1 0

2k 0 k

→
1 0 1

0 1 0

0 0 −k

 .
所以当 k = 0时 (P − E )x = 0有非零解 x = c (1, 0,−1)T，c 为任意非零常数．
此时 ξ= c (α1−α3)，c 6= 0．

21.（本题满分 11分）

设矩阵 A =

 0 2 −3

−1 3 −3

1 −2 a

相似于矩阵 B =

1 −2 0

0 b 0

0 3 1

．
(Ⅰ)求 a , b 的值； (Ⅱ)求可逆矩阵 P，使 P −1AP 为对角矩阵．

解. (Ⅰ)由 A ∼ B 可得̈
tr(A) = tr(B ),
|A|= |B |. ⇒

¨
3+a = 2+ b ,

2a − b = 3.
⇒
¨

a = 4,

b = 5.

(Ⅱ)由 |λE − A| = 0可得 A 的特征值 λ1 = λ2 = 1，λ3 = 5．当 λ = 0时，求得
基础解系为 ξ1 = (2, 1, 0)T，ξ2 = (−3,0, 1)T；当 λ = 5时，求得基础解系为
ξ3 = (−1,−1,1)T．因此令

P = (ξ1,ξ2,ξ3) =

2 −3 −1

1 0 −1

0 1 1

 ⇒ P −1AP =

1 1

5

 .
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22.（本题满分 11分）
设随机变量 X 的概率密度为 f (x ) =

¨
2−x ln 2, x > 0,

0, x ¶ 0.
对 X 进行独立重复的观

测，直到第 2个大于 3的观测值出现时停止．记 Y 为观测次数．
(Ⅰ)求 Y 的概率分布； (Ⅱ)求 E Y．

解. (Ⅰ)记 p 为观测值大于 3的概率，则

p = P (X > 3) =
∫ +∞

3
2−x ln2 dx =

1

8
,

从而 Y 的概率分布为
P {Y = n}=C 1

n−1p (1−p )n−2p = (n −1)
�

1

8

�2 �7
8

�n−2

, n = 2, 3, · · ·
(Ⅱ)由离散型数学期望的公式得

E (Y ) =
∞∑

n=2

n ·P {Y = n}=
∞∑

n=2

n · (n −1)
�

1

8

�2 �7
8

�n−2

=
�

1

8

�2 �∞∑
n=2

x n

�′′�����
x=

7
8

=
�

1

8

�2 � x 2

1− x

�′′����
x=

7
8

=
�

1

8

�2 2

(1− x )3

���
x=

7
8

= 16.

23.（本题满分 11分）
设总体 X的概率密度为

f (x ,θ ) =

(
1

1−θ , θ ¶ x ¶ 1,

0, 其他.

其中 θ 为未知参数，x1, x2, · · · , xn 为来自该总体的简单随机样本．
(Ⅰ)求 θ 的矩估计量； (Ⅱ)求 θ 的最大似然估计量．

解. (Ⅰ)总体的数学期望

E (X ) =
∫ +∞
−∞

x f (x ;θ )dx =
∫ 1
θ

x · 1

1−θ dx =
1+θ

2
.

令 E (X ) = X，即 1+θ
2
= X，解得 bθ = 2X −1为 θ 的矩估计量．

(Ⅱ)似然函数

L (θ ) =
n∏

i=1

f (xi ;θ ) =


�

1

1−θ
�n

, θ ¶ xi ¶ 1 (i = 1, 2, · · · , n );

0, 其他.

当 θ ¶ xi ¶ 1（i = 1,2, · · · , n）时，ln L (θ ) =−n ln(1−θ )．从而
d ln L (θ )

dθ
=

n

1−θ > 0,

即 ln L (θ )关于 θ 单调增加．所以当 θ =min{x1, x2, · · · , xn}时 L (θ )达到最大
值，故 θ 的最大似然估计量为 bθ =min{X1, X2, · · · , Xn}．
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二〇一六年考研数学试卷一解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 若反常积分
∫ +∞

0

1

x a (1+ x )b
dx 收敛，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a < 1且 b > 1． (B) a > 1且 b > 1．
(C) a < 1且 a + b > 1． (D) a > 1且 a + b > 1．

解. 应选 (C)．由积分的区间可加性有∫ +∞
0

1

x a (1+ x )b
dx =
∫ 1

0

1

x a (1+ x )b
dx +
∫ +∞

1

1

x a (1+ x )b
dx .

由积分
∫ 1

0

1

x p dx 仅在 p < 1时收敛，可知 a < 1，此时 (1+ x )b 不影响敛散性．
同理，因为 ∫ +∞

1

1

x a (1+ x )b
dx =
∫ +∞

1

1

x a+b

�
1+

1

x

�b dx ,

所以由
∫ +∞

1

1

x p dx 仅在 p > 1时收敛，可知 a + b > 1，此时
�

1+
1

x

�b
不影响敛

散性．

2. 已知函数 f (x ) =

¨
2(x −1), x < 1,

ln x , x ¾ 1,
，则 f (x )的一个原函数是 · · · · · · · · · · · · ( )

(A) F (x ) =

¨
(x −1)2, x < 1

x (ln x −1) , x ¾ 1
． (B) F (x ) =

¨
(x −1)2, x < 1

x (ln x +1)−1, x ¾ 1
．

(C) F (x ) =

¨
(x −1)2, x < 1

x (ln x +1) +1, x ¾ 1
． (D) F (x ) =

¨
(x −1)2, x < 1

x (ln x −1) +1, x ¾ 1
．

解. 应选 (D)．由题设，分段积分可得

F (x ) =

¨
(x −1)2+C1, x < 1;

x (ln x −1)+C2, x ¾ 1.

由原函数的连续性有 C2 =C1+1．取 C1 = 0，即得选项 (D)．

3. 若 y1 =
�
1+ x 2
�2−p1+ x 2，y2 =

�
1+ x 2
�2
+
p

1+ x 2是微分方程 y ′+p (x )y = q (x )

的两个解，则 q (x ) = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 3x
�
1+ x 2
�． (B) −3x

�
1+ x 2
�． (C)

x

1+ x 2
． (D) − x

1+ x 2
．

解. 应选 (A)．由解的结构性质，y2− y1 = 2
p

1+ x 2是 y ′+p (x )y = 0的解，代入方
程解得 p (x ) =− x

1+ x 2
．又 y1+ y2

2
= 2
�
1+ x 2
�2是 y ′+p (x )y = q (x )的解，代入方

程解得 q (x ) = 3x
�
1+ x 2
�．
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4. 已知函数 f (x ) =

(
x , x ¶ 0,
1

n
,

1

n +1
< x ¶ 1

n
, n = 1,2, · · · , 则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) x = 0是 f (x )的第一类间断点． (B) x = 0是 f (x )的第二类间断点．
(C) f (x )在 x = 0处连续但不可导． (D) f (x )在 x = 0处可导．

解. 应选 (D)．首先求左导数：
f ′−(0) = lim

x→0−
f (x )−0

x −0
= lim

x→0−
x −0

x −0
= 1.

其次求右导数：当 1

n +1
< x ¶ 1

n
时有 f (x ) =

1

n
，故 1 <

f (x )
x
<

n +1

n
．当 x → 0+

时 n→∞，从而令 x → 0+即得 f ′+(0) = 1．因此 f (x )在 x = 0处可导．

5. 设 A，B 是可逆矩阵，且 A与 B 相似，则下列结论错误的是 · · · · · · · · · · · · ( )

(A) AT 与 B T 相似． (B) A−1与 B−1相似．
(C) A+AT 与 B +B T 相似． (D) A+A−1与 B +B−1相似．

解. 应选 (C)．由 A与 B 相似可知，存在可逆矩阵 P，使得 B = P −1AP．则有
B T = (P −1AP )T = P T AT (P T )−1 ⇒ AT ∼ B T ,

B−1 = (P −1AP )−1 = P −1A−1P ⇒ A−1 ∼ B−1,

B +B−1 = P −1AP +P −1A−1P = P −1(A+A−1)P ⇒ A+A−1 ∼ B +B−1,

因此 (A)，(B)，(D)选项的结论都是正确的．

6. 设二次型 f (x1, x2, x3) = x 2
1 + x 2

2 + x 2
3 +4x1 x2+4x1 x3+4x2 x3，则 f (x1, x2, x3) = 2在

空间直角坐标下表示的二次曲面为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)单叶双曲面． (B)双叶双曲面． (C)椭球面． (D)柱面．

解. 应选 (B)．二次型对应的矩阵为 A =

1 2 2

2 1 2

2 2 1

．由 |λE −A|= 0，可得其特征值

为 λ1 = 5,λ2 =λ3 =−1，因此二次型的规范形为 f = z 2
1 − z 2

2 − z 2
3，即曲面可表示

为 z 2
1 − z 2

2 − z 2
3 = 2，即 z 2

1

(
p

2)2
− z 2

2

(
p

2)2
− z 2

3

(
p

2)2
= 1，它是双叶双曲面．

7. 设随机变量 X ∼N
�
µ,σ2
�（σ> 0），记 p = P

�
X ¶µ+σ2
	，则 · · · · · · · · · · · ( )

(A) p 随着 µ的增加而增加． (B) p 随着σ的增加而增加．
(C) p 随着 µ的增加而减少． (D) p 随着σ的增加而减少．

解. 应选 (B)．因为 P {X ¶µ+σ2}= P
n

X −µ
σ
¶σ
o
=Φ(σ)，所以概率 p 随着σ的增

加而增加．
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8. 随机试验 E 有三种两两不相容的结果 A1, A2, A3，且三种结果发生的概率均为 1

3
，

将试验 E 独立重复做 2次，X 表示 2次试验中结果 A1发生的次数，Y 表示 2次
试验中结果 A2发生的次数，则 X 与 Y 的相关系数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) −1

2
． (B) −1

3
． (C)

1

3
． (D)

1

2
．

解. 应选 (A)．由题设 X ∼ B
�

2,
1

3

�
，Y ∼ B
�

2,
1

3

�
，从而

E X = E Y =
2

3
, D X =DY =

4

9
.

由因为 X Y 仅当 X = 1且 Y = 1时非零，所以
E (X Y ) = 1 ·1 ·P {X = 1, Y = 1}= 2

9
.

所以 X 与 Y 的相关系数为
ρX Y =

E (X Y )−E X ·E Yp
D X
p

DY
=−1

2
.

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. lim
x→0

∫ x

0
t ln (1+ t sin t )dt

1− cos x 2
= ．

解. 应填 1

2
．由等价无穷小与洛必达法则得

lim
x→0

∫ x

0
t ln (1+ t sin t )dt

1− cos x 2
= lim

x→0

∫ x

0
t ln (1+ t sin t )dt

1

2
x 4

= lim
x→0

x ln (1+ x sin x )
2x 3

= lim
x→0

x sin x

2x 2
=

1

2
.

10. 向量场 A
�
x , y , z
�
=
�
x + y + z
�

i + x y j + z k 的旋度 rot A = ．

解. 应填 �0,1, y −1
�．由旋度公式得

rot A =
�
∂ R

∂ y
− ∂Q

∂ z
,
∂ P

∂ z
− ∂ R

∂ x
,
∂Q

∂ x
− ∂ P

∂ y

�
=
�
0,1, y −1
�

.

11. 设函数 f (u , v )可微，z = z (x , y )由方程 (x + 1)z − y 2 = x 2 f (x − z , y )确定，则
dz
��
(0,1)
= ．

解. 应填 −dx +2 dy．在方程两边分别关于 x , y 求导得
z + (x +1)z ′x = 2x f (x − z , y )+ x 2 f ′1 (x − z , y )(1− z ′x ),

(x +1)z ′y −2y = x 2[ f ′1 (x − z , y )(−z ′y )+ f ′2 (x − z , y )].

将 x = 0, y = 1, z = 1代入得 dz
��
(0,1)
=−dx +2 dy．
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12. 设函数 f (x ) = arctan x − x

1+a x 2
，且 f ′′′(0) = 1，则 a = ．

解. 应填 1

2
．由麦克劳林公式可得

f (x ) = x − 1

3
x 3+o (x 3)− x
�
1−a x 2+o (x 2)

�
=
�

a − 1

3

�
x 3+o (x 3),

所以 a − 1

3
=

f ′′′(0)
3!
=

1

6
，解得 a =

1

2
．

13. 行列式

����������
λ −1 0 0

0 λ −1 0

0 0 λ −1

4 3 2 λ+1

����������
= ．

解. 应填 λ4+λ3+2λ2+3λ+4．将行列式按第一列展开计算：����������
λ −1 0 0

0 λ −1 0

0 0 λ −1

4 3 2 λ+1

����������
=λ

�������
λ −1 0

0 λ −1

3 2 λ+1

�������+4× (−1)4+1

�������
−1 0 0

λ −1 0

0 λ −1

�������
=λ4+λ3+2λ2+3λ+4.

14. 设 x1, x2, · · · , xn 为来自总体N
�
µ,σ2
�的简单随机样本，样本均值 x = 9.5，参数

µ的置信度为 0.95的双侧置信区间的置信上限为 10.8，则 µ的置信度为 0.95

的双侧置信区间为 ．

解. 应填 (8.2,10.8)．因为 µ的双侧置信区间关于样本均值对称，所以置信下限为
9.5×2−10.8= 8.2，从而置信区间为 (8.2, 10.8)．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
已知平面区域D =

¦
(r,θ )
���2¶ r ¶ 2(1+ cosθ ),−π

2
¶ θ ¶ π

2

©
，

计算二重积分
∫∫

D
x dx dy．

解. 化为极坐标来计算：∫∫
D

x dx dy =
∫ π

2

−π2
dθ
∫ 2(1+cosθ )

2
r 2 cosθ dr =

∫ π
2

−π2
cosθ
�

r 3

3

�2(1+cosθ )

2
dθ

=
8

3

∫ π
2

−π2

�
3cos2θ +3 cos3θ + cos4θ

�
dθ

=
16

3

∫ π
2

0

�
3cos2θ +3cos3θ + cos4θ

�
dθ
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=
16

3

�
3 · 1

2
· π

2
+3 · 2

3
+

3

4
· 1

2
· π

2

�
= 5π+

32

3
.

16.（本题满分 10分）
设函数 y (x )满足方程 y ′′+2y ′+k y = 0，其中 0< k < 1．
(Ⅰ)证明：反常积分

∫ +∞
0

y (x )dx 收敛；

(Ⅱ)若 y (0) = 1，y ′(0) = 1，求
∫ +∞

0
y (x )dx 的值．

解. (Ⅰ)特征方程为 r 2+2r +k = 0，由 0< k < 1可知，特征方程有两个不相同的特
征根 r1,2 =−1±p1−k 且 r1,2 < 0．故通解为 y (x ) =C1er1 x +C2er2 x，进而∫ +∞

0
y (x )dx =
∫ +∞

0
[C1er1 x +C2er2 x ]dx =

∫ +∞
0

C1er1 x dx +
∫ +∞

0
C2er2 x dx

=
C1

r1

h
lim

x→+∞er1 x −1
i
+

C2

r2

h
lim

x→+∞er2 x −1
i
=−C1

r1
− C2

r2
.

故反常积分收敛．
(Ⅱ)由 y (x ) =C1er1 x +C2er2 x，y (0) = 1，y ′(0) = 1，可得

C1+C2 = 1,

C1r1+C2r2 = 1,

r1,2 =−1±p1−k .

解得 C1 =
1

2
+

1p
1−k
，C2 =

1

2
− 1p

1−k
．代入可得∫ +∞

0
y (x )dx =−C1

r1
− C2

r2
=

3

k
.

17.（本题满分 10分）
设函数 f (x , y )满足 ∂ f (x , y )

∂ x
= (2x +1)e2x−y，且 f (0, y ) = y +1．L t 是从点 (0,0)

到点 (1, t )的光滑曲线，计算曲线积分 I (t ) =
∫

L t

∂ f (x , y )
∂ x

dx +
∂ f (x , y )
∂ y

dy，并求
I (t )的最小值．

解. 由 ∂ f (x , y )
∂ x

= (2x +1)e2x−y 可知
f (x , y ) = e−y
�∫

2x e2x dx +
∫

e2x dx
�
+φ(y )

= e−y
�∫

2x e2x dx +
∫

e2x dx
�
+φ(y )

= e−y
�

x e2x −
∫

e2x dx +
∫

e2x dx
�
+φ(y ) = x e2x−y +φ(y ).

又 f (0, y ) = y +1，可知 φ(y ) = y +1，因此 f (x , y ) = x e2x−y + y +1．从而
I (t ) =
∫

L t

∂ f (x , y )
∂ x

dx +
∂ f (x , y )
∂ y

dy =
∫

L t

d
�
f (x , y )
�

= f (1, t )− f (0, 0) = e2−t + t .
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令 I ′(t ) = −e2−t+ 1 = 1得 t = 2．又 I ′′(t ) = e2−t，故 I ′′(2) = 1> 0．因此 t = 2时
I (t )有最小值 I (2) = 3．

18.（本题满分 10分）
设有界区域 Ω由平面 2x + y +2z = 2与三个坐标平面围成，Σ为 Ω整个表面的
外侧，计算曲面积分 I =

∫∫
Σ

�
x 2+1
�

dy dz −2y dz dx +3z dx dy．

解. 由高斯公式可知
I =
∫∫

Σ
(x 2+1)dy dz −2y dz dx +3z dx dy =

∫∫∫
Ω
(2x +1)dx dy dz

=
∫∫

Dx y

dx dy
∫ 1−x− y

2

0
(2x +1)dz =

∫∫
Dx y

�
2x 2+ x − x y − y

2

�
dx dy

=
∫ 1

0
dx
∫ 1−2x

0

�
2x 2+ x − x y − y

2

�
dy =

1

2
.

19.（本题满分 10分）
已知函数 f (x )可导，且 f (0) = 1，0< f ′(x )< 1

2
，设数列 {xn}满足 xn+1 = f (xn )

（n = 1,2, · · ·），证明：
(Ⅰ)级数

∞∑
n=1

(xn+1− xn )绝对收敛； (Ⅱ) lim
n→∞ xn 存在，且 0< lim

n→∞ xn < 2．

解. (Ⅰ)因为 xn+1 = f (xn )．所以由拉格朗日中值定理得
|xn+1− xn |=
�� f (xn )− f (xn−1)

��= �� f ′(ξ)(xn − xn−1)
��

<
1

2
|xn − xn−1|< 1

22
|xn−1− xn−2|< · · ·< 1

2n−1
|x2− x1| .

故由
∞∑

n=1

1

2n−1
|x2− x1|收敛可知

∞∑
n=1

(xn+1− xn )绝对收敛．

(Ⅱ)记
∞∑

n=1

(xn+1− xn )的前 n项和为 Sn，则 Sn = xn+1−x1，由 (I)可知 lim
n→∞Sn 存在，

则 lim
n→∞ xn 存在．设 lim

n→∞ xn = A．对 xn+1 = f (xn )两边取极限，可得 A = f (A)．
由拉格朗日中值定理可得

f (A)− f (0) = f ′(ξ)(A−0) ⇒ A−1= f ′(ξ)A ⇒ f ′(ξ) = A−1

A
.

由已知 0< f ′(ξ)< 1

2
，故 0<

A−1

A
<

1

2
，解得 1< A < 2，即 1< lim

n→∞ xn < 2．

20.（本题满分 11分）

设矩阵 A =

 1 −1 −1

2 a 1

−1 1 a

，B =

 2 2

1 a

−a −1 −2

．当 a 为何值时，方程 AX = B

无解、有唯一解、有无穷多解？在有解时，求解此方程．
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解. 对 AX = B 的增广矩阵作初等变换

(A, B )→
1 −1 −1 2 2

0 a +2 3 −3 a −4

0 0 a −1 1−a 0

 .
(Ⅰ)当 |A|= (a +2)(a −1) 6= 0，即 a 6=−2且 a 6= 1时，方程有唯一解．此时

(A, B )→


1 0 0 1

3a

a +2

0 1 0 0
a −4

a +2

0 0 1 −1 0

 ⇒ X =


1

3a

a +2

0
a −4

a +2

−1 0

 .
(Ⅱ)当 a =−2时，代入并继续作初等变换得

(A, B )→
1 −1 −1 2 2

0 0 3 −3 −6

0 0 −3 3 0

→
1 −1 −1 2 2

0 0 3 −3 −6

0 0 0 0 −6

 .
此时 r (A) = 2< r (A, B ) = 3，方程无解．

(Ⅲ)当 a = 1时，代入并继续作初等变换得

(A, B )→
1 −1 −1 2 2

0 3 3 −3 −3

0 0 0 0 0

→
1 0 0 1 1

0 1 1 −1 −1

0 0 0 0 0

 .

此时方程有无穷多解，且 X =

 1 1

−k1−1 −k2−1

k1 k2

，k1, k2为任意常数．

21.（本题满分 11分）

已知矩阵 A =

0 −1 1

2 −3 0

0 0 0

．
(Ⅰ)求 A99；
(Ⅱ)设 3阶矩阵 B = (α,α2,α3)满足 B 2 = B A，记 B 100 = (β1,β2,β3)，将 β1,β2,β3

分别表示为 α1,α2,α3的线性组合．

解. (Ⅰ)由 |λE −A|= 0，可得 A的特征值为 λ1 = 0,λ2 = −1,λ3 = −2．对这三个特征
值，分别求得它们各自对应的一个特征向量

γ1 =

32
2

 , γ2 =

11
0

 , γ3 =

12
0

 .
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令 P = (γ1,γ2,γ3) =

3 1 1

2 1 2

2 0 0

，则由 P −1AP = Λ =

0 −1

−2

，可得 A =

PΛP −1，故有

A99 = (PΛP −1)99 = PΛ99P −1 =

3 1 1

2 1 2

2 0 0


0 −1

−299




0 0
1

2

2 −1 −2

−1 1
1

2



=

−2+299 1−299 2−298

−2+2100 1−2100 2−299

0 0 0

 .
(Ⅱ)由 B 2 = B A得 B 100 = B A99，由 B = (α1,α2,α3)，B 100 = (β1,β2,β3)得

(β1,β2,β3) = (α1,α2,α3)A
99

= (α1,α2,α3)

−2+299 1−299 2−298

−2+2100 1−2100 2−299

0 0 0

 ,
由此得到

β1 = (−2+299)α1+ (−2+2100)α2,

β2 = (1−299)α1+ (1−2100)α2,

β3 = (2−298)α1+ (2−299)α2.

22.（本题满分 11分）
设二维随机变量 (X , Y )在区域 D =

�
(x , y )
��0< x < 1, x 2 < y <

p
x
	上服从均匀

分布，令U =

¨
1, X ¶ Y ;

0, X > Y .

(Ⅰ)写出 (X , Y )的概率密度；
(Ⅱ)问U 与 X 是否相互独立？并说明理由；
(Ⅲ)求 Z =U +X 的分布函数 F (z )．

解. (Ⅰ)区域 D 的面积 SD =
∫ 1

0

�p
x − x 2
�

dx =
1

3
，因为 (X , Y )服从区域 D 上的均匀

分布，所以概率密度

f (x , y ) =

¨
3, x 2 < y <

p
x ;

0, 其他.

(Ⅱ) U 与 X 不相互独立．因为
P
n

U ¶ 1

2

o
= P {X > Y }=

∫ 1
0

3
�
x − x 2
�

dx =
1

2
,
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P
n

X ¶ 1

2

o
=
∫ 1

2

0
3
�p

x − x 2
�

dx =
p

2

2
− 1

8
,

P
n

U ¶ 1

2
, X ¶ 1

2

o
= P
n

U = 0, X ¶ 1

2

o
= P
n

X > Y , X ¶ 1

2

o
=
∫ 1

2

0
3
�
x − x 2
�

dx =
1

4
,

所以 P
n

U ¶ 1

2
, X ¶ 1

2

o
6= P
n

U ¶ 1

2

o
P
n

X ¶ 1

2

o
，故U 与 X 不独立．

(Ⅲ)由分布函数的定义可得
F (z ) = P {U +X ¶ z }= P {U +X ¶ z ,U = 0}+P {U +X ¶ z ,U = 1}

= P {X ¶ z , X > Y }+P {1+X ¶ z , X ¶ Y }.
分情形讨论可求得

P {X ¶ z , X > Y }=


0, z < 0,
3

2
z 2− z 3, 0¶ z < 1,

1

2
, z ¾ 1;

P {X +1¶ z , X ¶ Y }=


0, z < 1,

2(z −1)
3
2 − 3

2
(z −1)2, 1¶ z < 2,

1

2
, z ¾ 2.

因此所求的分布函数

F (z ) =



0, z < 0,
3

2
z 2− z 3, 0¶ z < 1,

1

2
+2(z −1)

3
2 − 3

2
(z −1)2, 1¶ z < 2,

1, z ¾ 2.

23.（本题满分 11分）

设总体 X 的概率密度为 f (x ,θ ) =

3x 2

θ 3
, 0< x <θ ,

0, 其他,
其中 θ ∈ (0,+∞)为未知参

数，X1, X2, X3为来自总体 X 的简单随机样本，令 T =max{X1, X2, X3}．
(Ⅰ)求 T 的概率密度； (Ⅱ)确定 a，使得 a T 为 θ 的无偏估计．

解. (Ⅰ)根据题意，X1, X2, X3独立同分布，T 的分布函数为
FT (t ) = P {max{X1, X2, X3}¶ t }= P {X1 ¶ t , X2 ¶ t , X3 ¶ t }

= P {X1 ¶ t }P {X2 ¶ t }P {X3 ¶ t }= (P {X ¶ t })3 .

当 t < 0时，FT (t ) = 0；当 t ¾ 0时，FT (t ) = 1；当 0< t <θ 时，

FT (t ) =
�∫ t

0

3x 2

θ 3
dθ
�3
=

t 9

θ 9
.
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所以 T 的概率密度

fT (t ) =

9t 8

θ 9
, 0< t <θ ;

0, 其他.

(Ⅱ)欲使 a T 为 θ 的无偏估计，得有

θ = E (a T ) = a E T = a
∫ θ

0
t

9t 8

θ 9
dt =

9

10
aθ ,

解得 a =
10

9
．

第 290页 共 316页



二〇一七年考研数学试卷一解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 若函数 f (x ) =

1− cos
p

x

a x
, x > 0

b , x ¶ 0
在 x = 0处连续，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a b =
1

2
． (B) a b =−1

2
． (C) a b = 0． (D) a b = 2．

解. 应选 (A)．由连续的定义可得 lim
x→0+

f (x ) = f (0)，即

lim
x→0+

1− cos
p

x

a x
= lim

x→0+

1

2
(
p

x )2

a x
=

1

2a
= b ,

从而 a b =
1

2
．

2. 若函数 f (x )可导，且 f (x ) f ′(x )> 0，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f (1)> f (−1)． (B) f (1)< f (−1)．
(C)
�� f (1)��> �� f (−1)
��． (D)

�� f (1)��< �� f (−1)
��．

解. 应选 (C)．令 F (x ) = f 2(x )，则有 F ′(x ) = 2 f (x ) f ′(x )，故 F (x )单调递增，从而
F (1)> F (−1)，即 [ f (1)]2 > [ f (−1)]2，即

�� f (1)��> �� f (−1)
��．

3. 函数 f (x , y , z ) = x 2 y + z 2在点 (1,2, 0)处沿向量 u = (1, 2, 2)的方向导数为 · · ( )

(A) 12． (B) 6． (C) 4． (D) 2．

解. 应选 (D)．grad f = (2x y , x 2,2z )，将点 (1, 2, 0)代入得 grad f
��
(1,2,0)

= (4, 1, 0)，则
∂ f

∂ u
= grad f · u

|u | = (4, 1, 0) ·
�

1

3
,

2

3
,

2

3

�
= 2.

4. 甲、乙两人赛跑，计时开始时，甲在乙前方 10（单位：m）处，图中实线表示
甲的速度曲线 v = v1(t )（单位：m/s），虚线表示乙的速度 v = v2(t )，三块阴影
部分面积的数值依次为 10、20、3，计时开始后乙追上甲的时刻记为 t0（单位：
s），则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) t0 = 10． (B) 15< t0 < 20． (C) t0 = 25． (D) t0 > 25．
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解. 应选 (C)．从 0到 t0时刻，甲乙的位移分别为
∫ t0

0
v1(t )dt 与
∫ t0

0
v2(t )dt．要使

乙追上甲，则有
∫ t0

0
[v2(t )− v1(t )]dt，由定积分的几何意义可知
∫ 25

0
[v2(t )− v1(t )]dt = 20−10= 10,

可知 t0 = 25．

5. 设 α是 n 维单位列向量，E 为 n 阶单位矩阵，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) E −ααT 不可逆． (B) E +ααT 不可逆．
(C) E +2ααT 不可逆． (D) E −2ααT 不可逆．

解. 应选 (A)．因为 ααT 的秩为 1，所以它有 n −1个特征值为 0，而另一个特征值
为 1．从而 E −ααT 的特征值为 n −1个 1和 1个 0，故 E −ααT 不可逆．

6. 设矩阵 A =

2 0 0

0 2 1

0 0 1

，B =

2 1 0

0 2 0

0 0 1

，C =

1 0 0

0 2 0

0 0 2

，则 · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) A与 C 相似，B 与 C 相似． (B) A与 C 相似，B 与 C 不相似．
(C) A与 C 不相似，B 与 C 相似． (D) A与 C 不相似，B 与 C 不相似．

解. 应选 (B)．由 |λE −A|= 0可知 A的特征值为 2, 2, 1．因为 3− r (2E −A) = 2，所以
A可相似对角化，且与 C 相似．由 |λE −B |= 0可知 B 的特征值为 2, 2, 1．因为
3− r (2E −B ) = 1，所以 B 不可相似对角化，从而与 C 不相似．

7. 设 A, B 为随机概率，若 0< P (A)< 1，0< P (B )< 1，则 P (A |B )> P (A
��B̄ )的充分

必要条件是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) P (B |A )> P (B
��Ā )． (B) P (B |A )< P (B

��Ā )．
(C) P (B̄ |A )> P (B

��Ā )． (D) P (B̄ |A )< P (B
��Ā )．

解. 应选 (A)．由 P (A |B )> P (A
��B )可得

P (AB )
P (B )

>
P (AB )

P (B )
=

P (A)−P (AB )
1−P (B )

⇔ P (AB )> P (A)P (B ).

由公式的对称性知 P (B |A )> P (B
��A )也等价于 P (AB )> P (A)P (B )．

8. 设 X1, X2 · · ·Xn (n ¾ 2)为来自总体N (µ, 1)的简单随即样本，记 X =
1

n

n∑
i=1

X i，则下

列结论中不正确的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
n∑

i=1

(X i −µ)2服从 χ2分布． (B) 2(Xn −X1)2服从 χ2分布．

(C)
n∑

i=1

(X i −X )2服从 χ2分布． (D) n (X −µ)2服从 χ2分布．
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解. 应选 (B)．因为 X i −µ∼N (0, 1)，所以
n∑

i=1

(X i −µ)2 ∼χ2(n )，即选项 (A)结论正确．

因为 Xn −X1 ∼N (0,2)，所以 (Xn −X1)2

2
=
�

Xn −X1p
2

�2 ∼χ2(1)，即选项 (B)结论错误．

由
n∑

i=1

(X i−X )2 = (n−1)S 2 ∼χ2(n−1)，知选项 (C)结论正确．因为 X −µ∼N
�

0,
1

n

�
，

所以 n (X −µ)2 ∼χ2(1)，即选项 (D)结论正确．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 已知函数 f (x ) =
1

1+ x 2
，则 f (3)(0) = ．

解. 应填 0．因为由麦克劳林公式有
f (x ) =

1

1+ x 2
= 1− x 2+ x 4− x 6+o (x 6),

所以 f (3)(0)
3!
= 0，即 f (3)(0) = 0．

10. 微分方程 y ′′+2y ′+3y = 0的通解为 y = ．

解. 应填 e−x (C1 cos
p

2x +C2 sin
p

2x )．因为微分方程的特征方程为 λ2+ 2λ+ 3= 0，
其解为 λ=±p2i −1，所以通解为 y = e−x (C1 cos

p
2x +C2 sin

p
2x )．

11. 若曲线积分
∫

L

x dx −a y dy

x 2+ y 2−1
在区域 D = {(x , y ) |x 2 + y 2 < 1}内与路径无关，则

a = ．

解. 应填 −1．因为 P (x , y ) =
x

x 2+ y 2−1
，Q (x , y ) =

−a y

x 2+ y 2−1
，所以

∂ P

∂ y
=

−2x y

(x 2+ y 2−1)2
,

∂ P

∂ x
=

2a x y

(x 2+ y 2−1)2
.

由 ∂ P

∂ y
=
∂ P

∂ x
，得 a =−1．

12. 幂级数
∞∑

n=1

(−1)n−1n x n−1在区间 (−1, 1)内的和函数 S (x ) = ．

解. 应填 1

(1+ x )2
．这是因为

∞∑
n=1

(−1)n−1n x n−1 =

�∞∑
n=1

(−1)n−1 x n

�′
=
� x

1+ x

�′
=

1

(1+ x )2
．

13. 设矩阵 A =

1 0 1

1 1 2

0 1 1

，α1, α2, α3为线性无关的 3维列向量组，则向量组 Aα1,

Aα2, Aα3的秩为 ．
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解. 应填 2．依题意矩阵 (α1,α2,α3)可逆，所以
r (Aα1, Aα2, Aα3) = r (A(α1,α2,α3)) = r (A) = 2.

14. 设随机变量 X 的分布函数为 F (x ) = 0.5Φ(x ) +0.5Φ
�

x −4

2

�
，其中 Φ(x )为标准正

态分布函数，则 E X = ．

解. 应填 2．因为 f (x ) = F ′(x ) = 0.5φ(x )+0.25φ
�

x −4

2

�
，所以

E X = 0.5
∫ +∞
−∞

xφ(x )dx +0.25
∫ +∞
−∞

xφ
�

x −4

2

�
dx

= 0+
∫ +∞
−∞
(t +2)φ(t )dt = 2

∫ +∞
−∞

φ(t )dt = 2.

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
设函数 f (u , v )具有 2阶连续偏导数，y = f (ex ,cos x )，求 dy

dx

��
x=0
，d2 y

dx 2

��
x=0
．

解. 由复合函数求导法则，可得
dy

dx
= f ′1 ex + f ′2 (−sin x ) ⇒ dy

dx

��
x=0
= f ′1 (1,1).

继续求导可得
d2 y

dx 2
= ex f ′1 +ex d( f ′1 )

dx
− cos x f ′2 − sin x

d( f ′2 )
dx

= ex f ′1 +ex ( f ′′11ex − f ′′12 sin x )− cos x f ′2 − sin x ( f ′′21ex − f ′′22 sin x )

= ex f ′1 − cos x f ′2 +e2x f ′′11−2ex sin x f ′′21+ sin2 x f ′′22,

故有
d2 y

dx 2

��
x=0
= f ′1 (1, 1)− f ′2 (1,1)+ f ′′11(1, 1).

16.（本题满分 10分）
求 lim

n→∞
n∑

k=1

k

n 2
ln
�

1+
k

n

�
．

解. 由定积分的定义和分部积分法可得
lim

n→∞
n∑

k=1

k

n 2
ln
�

1+
k

n

�
= lim

n→∞
1

n

n∑
k=1

k

n
ln
�

1+
k

n

�
=
∫ 1

0
x ln (1+ x )dx

=
1

2

∫ 1
0

ln (1+ x )d
�
x 2−1
�
=
�

x 2−1

2
ln (1+ x )
�1

0
−
∫ 1

0

x 2−1

2
d (ln (1+ x ))

= − 1

2

∫ 1
0
(x −1)dx =−1

4

�
(x −1)2
�1

0
=

1

4
.
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17.（本题满分 10分）
已知函数 y (x )由方程 x 3+ y 3−3x +3y −2= 0确定，求 y (x )的极值．

解. 等式两边同时对 x 求导可得
3x 2+3y 2 y ′−3+3y ′ = 0.

令 y ′ = 0可得 x =±1．对上式两边继续求导可得
6x +6y
�
y ′
�2
+3y 2 y ′′+3y ′′ = 0.

当 x = 1时，y = 1，y ′ = 0；代入上式可得 y ′′ = −2，故 y (1) = 1是函数的极大
值．当 x =−1时，y = 0，y ′ = 0；代入上式可得 y ′′ = 2，故 y (−1) = 0是函数的
极小值．

18.（本题满分 11分）
设函数 f (x )在区间 [0,1]上具有二阶导数，且 f (1)> 0， lim

x→0+

f (x )
x
< 0．证明：

(Ⅰ)方程 f (x ) = 0在区间 (0, 1)内至少存在一个实根．
(Ⅱ)方程 f (x ) f ′′(x )+

�
f ′(x )
�2
= 0在区间 (0,1)内至少存在两个不同实根．

解. (Ⅰ)由于 lim
x→0+

f (x )
x
< 0，则由保号性可知：∃δ > 0，使得当 x ∈ (0,δ)时， f (x )

x
< 0，

也即 f (x )< 0．又由于 f (1)> 0，则由零值定理可知， f (x ) = 0在 (0, 1)内至
少有一个实根．

(Ⅱ)令 F (x ) = f (x ) f ′(x )．由 lim
x→0+

f (x )
x
< 0可知 f (0) = lim

x→0+

f (x )
x
· x = 0．又由 (Ⅰ)

可知：∃x0 ∈ (0,1)使得 f (x0) = 0．由罗尔定理可知：∃ξ1 ∈ (0, x0)使 f ′(ξ1) = 0，
从而 F (0) = F (ξ1) = F (x0) = 0．再由罗尔定理可知：∃ξ2 ∈ (0,ξ1)，ξ3 ∈ (ξ1, x0)

使得 F ′(ξ2) = F ′(ξ3) = 0．也即 F ′(x ) = f (x ) f ′′(x )+[ f ′(x )]2 = 0在 (0, x0)⊂ (0,1)

内有两个不同的实根．

19.（本题满分 10分）
设薄片型物体 S 是圆锥面 z =

p
x 2+ y 2被柱面 z 2 = 2x 割下的有限部分，其上

任一点的密度为 µ= 9
p

x 2+ y 2+ z 2，记圆锥面与柱面的交线为 C．
(Ⅰ)求 C 在 x O y 面上的投影曲线的方程； (Ⅱ)求 S 的质量M．

解. (Ⅰ)交线 C 的方程为 ¨
z =
p

x 2+ y 2,

z 2 = 2x .

从中消去 z 可得 x 2+ y 2 = 2x．则C 在 x O y 平面上的投影为
¨

x 2+ y 2 = 2x ,

z = 0.
．

(Ⅱ)由定积分的物理意义，S 的质量
M =
∫∫

S
µ(x , y , z )dS =

∫∫
S

9
p

x 2+ y 2+ z 2 dS .
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将 z =
p

x 2+ y 2带入可得

d S =

√√
1+
�
∂ z

∂ x

�2
+
�
∂ z

∂ y

�2
dx dy =

p
2dx dy .

曲面在 x O y 面的投影区域为D = {(x , y )|x 2+ y 2 ¶ 2x }，所以
M =
∫∫

D
9
p

2
p

x 2+ y 2
p

2 dx dy = 18
∫∫

D

p
x 2+ y 2 dx dy

= 18
∫∫

D
r 2 dr dθ = 18

∫ π
2

−π2
dθ
∫ 2 cosθ

0
r 2 dr =

144

3

∫ π
2

−π2
cos3θ dθ = 64.

20.（本题满分 11分）
设 3阶矩阵 A = (α1,α2,α3)有 3个不同的特征值，且 α3 =α1+2α2．
(Ⅰ)证明：r (A) = 2； (Ⅱ)若 β =α1+α2+α3，求方程组 Ax =β 的通解．

解. (Ⅰ)因为 A 有三个不同的特征值，其中最多只有一个 0，故 r (A) ¾ 2，又因为
α3 =α1+2α2，所以 r (A)¶ 2，即 r (A) = 2．

(Ⅱ)因为 r (A) = 2，所以 Ax = 0的基础解系只有一个解向量，又因为α3 =α1+2α2，
即α1+2α2−α3 = 0，即基础解系的解向量为 (1, 2,−1)T，又因为β =α1+α2+α3，
故 Ax = β 的特解为 (1,1, 1)T，所以 Ax = β 的通解为 k (1,2,−1)T + (1,1, 1)T，
k ∈R．

21.（本题满分 11分）
设二次型 f (x1, x2, x3) = 2x 2

1 −x 2
2 +a x 2

3 +2x1 x2−8x1 x3+2x2 x3在正交变换 x =Q y

下的标准型为 λ1 y 2
1 +λ2 y 2

2，求 a 的值及一个正交矩阵Q．

解. 二次型对应的矩阵为A =

 2 1 −4

1 −1 1

−4 1 a

，因为标准型为λ1 y 2
1 +λ2 y 2

2，所以 |A|= 0，

从而 a +4= 6，即 a = 2，从而由

|λE −A|=
�������
λ−2 −1 4

−1 λ+1 −1

4 −1 λ−2

�������= 0,

可解得 λ= 0,−3,6．当 λ= 0时，对应的特征向量为 k1(1,2, 1)T；当 λ=−3时，对
应的特征向量为 k2(1,−1, 1)T；当 λ= 6时，对应的特征向量为 k3(−1, 0, 1)T；从
而正交矩阵

Q =


p

3

3
−
p

2

2

p
6

6

−
p

3

3
0
p

6

3p
3

3

p
2

2

p
6

6

 .
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22.（本题满分 11分）
设随机变量为 X，Y 相互独立，且 X 的概率分布为 P (X = 0) = P (X = 2) =

1

2
，Y

的概率密度为 f (y ) =

¨
2y , 0< y < 1,

0, 其他.

(Ⅰ)求 P (Y ¶ E Y )； (Ⅱ)求 Z = X + Y 的概率密度．

解. (Ⅰ)由数字特征的公式可知

E Y =
∫ +∞
−∞

y f (y )dy =
∫ 1

0
2y 2 dy =

2

3
,

则有

P {Y ¶ E Y }= P
n

Y ¶ 2

3

o
=
∫ 2

3

−∞
f (y )dy =
∫ 2

3

0
2y dy =

4

9
.

(Ⅱ) Z 的分布函数为
FZ (z ) = P {Z ¶ z }= P {X + Y ¶ z }

= P {X = 0}P {X + Y ¶ z |X = 0}+P {X = 1}P {X + Y ¶ z |X = 1}
=

1

2
P {Y ¶ z }+ 1

2
P {Y ¶ z −1}= 1

2
FY (z )+

1

2
FY (z −1).

因此 Z 的概率密度为

fZ (z ) =
1

2
fY (z )+

1

2
fY (z −1) =


z , 0< z < 1;

z −2, 2< z < 3;

0, 其他.

23.（本题满分 11分）
某工程师为了解一台天平的精度，用该天平对一物体的质量做 n次测量，该物
体的质量µ是已知的，设 n次测量结果 X1, X2, · · · , Xn 相互独立且均服从正态分
布N (µ,σ2)．该工程师记录的是n次测量的绝对误差Zi = |X i−µ|（i = 1,2, · · · , n），
利用 Z1, Z2, · · · , Zn 估计σ．
(Ⅰ)求 Zi 的概率密度；
(Ⅱ)利用一阶矩求σ的矩估计量；
(Ⅲ)求σ的最大似然估计量．

解. (Ⅰ)因为 X i ∼N (µ,σ2)，所以 Yi =
X i −µ
σ
∼N (0,1)．设 Zi 的分布函数为 F (z )，则

当 z < 0时，F (z ) = 0；当 z ¾ 0时，
F (z ) = P {Zi ¶ z }= P

¦− z

σ
¶ Yi ¶

z

σ

©
=Φ
� z
σ

�−Φ�− z

σ

�
= 2Φ
� z
σ

�−1.

则 Zi 的概率密度为

f (z ) = F ′(z ) =

(
2

σ
φ
� z
σ

�
, z ¾ 0

0, z < 0
=


2p

2πσ
e−

z 2

2σ2 , z ¾ 0,

0, z < 0.
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(Ⅱ)因为
E Zi =
∫ +∞

0
z

2p
2πσ

e−
z 2

2σ2 dz =
2σp

2π
,

所以σ=
r
π

2
E Zi，从而σ的矩估计量为 σ̂=

r
π

2

1

n

n∑
i=1

Zi =
r
π

2
Z．

(Ⅲ)由题设知对应的似然函数为

L (z1, z2, · · · , zn ,σ) =
n∏

i=1

È
2

π

1

σ
e−

z 2
i

2σ2 ,

取对数得
ln L =

n∑
i=1

�
ln

È
2

π
− lnσ− z 2

i

2σ2

�
.

所以由
d ln L (σ)

dσ
=

n∑
i=1

�
− 1

σ
+

z 2
i

σ3

�
= 0,

得σ=
√√√ 1

n

n∑
i=1

z 2
i，所以σ的最大似然估计量为 σ̂=

√√√ 1

n

n∑
i=1

Z 2
i ．
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二〇一八年考研数学试卷一解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 下列函数中，在 x = 0处不可导的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f (x ) = |x |sin |x |． (B) f (x ) = |x |sin
p|x |．

(C) f (x ) = cos |x |． (D) f (x ) = cos
p|x |．

解. 应选 (D)．由定义得

lim
x→0+

cos
p|x | −1

x
= lim

x→0+

−1

2
|x |

x
=−1

2
, lim

x→0−
cos
p|x | −1

x
= lim

x→0−

−1

2
|x |

x
=

1

2
.

因此 f (x ) = cos
p|x |在 x = 0处不可导．

2. 过点 (1,0, 0)，(0, 1, 0)，且与曲面 z = x 2+ y 2相切的平面为 · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) z = 0与 x + y − z = 1． (B) z = 0与 2x +2y − z = 2．
(C) y = x 与 x + y − z = 1． (D) y = x 与 2x +2y − z = 2．

解. 应选 (B)．设切点坐标为 (x0, y0, z0)，则曲面 z = x 2 + y 2 在该点的法向量为
(2x0, 2y0,−1)，因此切平面方程为

2x0(x − x0) +2y0(y − y0)− (z − z0) = 0.

利用 z0 = x 2
0 + y 2

0，整理得
2x0 x +2y0 y − z − z0 = 0.

已知平面过 (1, 0, 0)和 (0, 1, 0)两点，代入平面方程可得 2x0 = z0和 2y0 = z0．利
用 z0 = x 2

0 + y 2
0 可解得 x0 = y0 = z0 = 0或 x0 = y0 = 1, z0 = 2，对应的平面方程为

z = 0与 2x +2y − z = 2．

3.
∞∑

n=0

(−1)n
2n +3

(2n +1)!
= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) sin 1+ cos 1． (B) 2 sin 1+ cos1．
(C) 2 sin 1+2cos 1． (D) 3 sin 1+2 cos 1．

解. 应选 (B)．这是因为
∞∑

n=0

(−1)n
2n +3

(2n +1)!
=
∞∑

n=0

(−1)n
2n +1

(2n +1)!
+
∞∑

n=0

(−1)n
2

(2n +1)!

=
∞∑

n=0

(−1)n
1

(2n +2)!
+
∞∑

n=0

(−1)n
2

(2n +1)!
= 2sin 1+ cos1.

4. 设M =
∫ π

2

−π2
(1+ x )2

1+ x 2
dx , N =
∫ π

2

−π2
1+ x

ex
dx , K =
∫ π

2

−π2

�
1+
p

cos x
�

dx，则 · · · · · · ( )

(A) M >N > K． (B) M > K >N． (C) K >M >N． (D) K >N >M．
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解. 应选 (C)．这是因为

M =
∫ π

2

−π2
1+ x 2+2x

1+ x 2
dx =
∫ π

2

−π2
1dx =π,

N =
∫ π

2

−π2
1+ x

ex
dx ¶
∫ π

2

−π2
1 dx =π,

K =
∫ π

2

−π2
(1+
p

cos x )dx ¾
∫ π

2

−π2
1 dx =π.

5. 下列矩阵中，与矩阵

1 1 0

0 1 1

0 0 1

相似的为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)

1 1 −1

0 1 1

0 0 1

． (B)

1 0 −1

0 1 1

0 0 1

． (C)

1 1 −1

0 1 0

0 0 1

． (D)

1 0 −1

0 1 0

0 0 1

．
解. 应选 (A)．若矩阵相似，则不同特征值对应的矩阵 λE −A的秩相等．题设矩阵

M 有三重特征值 λ= 1，而 r (λE −M ) = r (E −M ) = 2= r (E −A)．

6. 设 A, B 为 n 阶矩阵，记 r (X )为矩阵 X 的秩，(X , Y )表示分块矩阵，则 · · · ( )

(A) r (A, AB ) = r (A)． (B) r (A, B A) = r (A)．
(C) r (A, B ) =max{r (A), r (B )}． (D) r (A, B ) = r (AT , B T )．

解. 应选 (A)．因为 (A, AB ) = A(E , B )，而且 (E , B )为行满秩矩阵，所以 r (A, AB ) =

r (A)．或者设 AB = C，则矩阵 A 的列向量组可以表示 C 的列向量组，所以
(A, AB )→ (A, O )，即 r (A, AB ) = r (A, O ) = r (A)．

7. 设 f (x ) 为某分布的概率密度函数， f (1+ x ) = f (1 − x )，
∫ 2

0
f (x )dx = 0.6，则

P {X < 0}= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0.2． (B) 0.3． (C) 0.4． (D) 0.6．

解. 应选 (A)．由 f (1+ x ) = f (1− x )，可知 f (x )图像关于 x = 1对称．因此由∫ 2
0

f (x )dx = 0.6可得 P (X ¶ 0) = P (X ¾ 2) = 0.2．

8. 给定总体 X ∼N
�
µ,σ2
�，σ2已知，给定样本 X1, X2, · · · , Xn，对总体均值 µ进行

检验，令H0 :µ=µ0，H1 :µ 6=µ0，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)若显著性水 α= 0.05时拒绝H0，则 α= 0.01时也拒绝H0．
(B)若显著性水 α= 0.05时接受H0，则 α= 0.01时拒绝H0．
(C)若显著性水 α= 0.05时拒绝H0，则 α= 0.01时接受H0．
(D)若显著性水 α= 0.05时接受H0，则 α= 0.01时也接受H0．

第 300页 共 316页



解. 应选 (D)．若显著性水平 α= 0.05时接受H0，则可知检验统计量 |z |¶ z0.025，此
时 |z |¶ z0.005，从而 α= 0.01时也接受H0．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 若 lim
x→0

�
1− tan x

1+ tan x

� 1
sin k x

= e，则 k = ．

解. 应填 −2．由 lim
x→0

�
1− tan x

1+ tan x

� 1
sin k x

= e得

1= lim
x→0

1

sin k x

�
1− tan x

1+ tan x
−1
�
= lim

x→0

�
1

k x
· −2tan x

1+ tan x

�
=− 2

k
⇒ k =−2.

10. 设函数 f (x )具有 2阶连续导数，若曲线 y = f (x )过点 (0,0)且与曲线 y = 2x 在
点 (1,2)处相切，则

∫ 1
0

x f ′′(x )dx = ．

解. 应填 2 ln2−2．由分部积分法得∫ 1
0

x f ′′(x )dx =
∫ 1

0
x d
�
f ′(x )
�
=
�
x f ′(x )
�1

0
−
∫ 1

0
f ′(x )dx

= f ′(1)− � f (x )�1
0
= 2 ln 2− f (1)+ f (0) = 2ln 2−2.

11. 设 F (x , y , z ) = x y i⃗ − y z j⃗ + z x k⃗，则 rot F⃗ (1, 1, 0) = ．

解. 应填 (1,0,−1)．由旋度定义

rot F⃗ =

��������
i⃗ j⃗ k⃗
∂

∂ x

∂

∂ y

∂

∂ z

x y −y z x z

��������= (y ,−z ,−x ),

所以 rot F⃗ (1, 1, 0) = (1, 0,−1)．

12. 设 L为球面 x 2+ y 2+z 2 = 1与平面 x + y +z = 0的交线，则
∮

L
x y ds = ．

解. 应填 −π
3
．由轮换对称性有

∮
L

x y ds =
∮

L
x z ds =
∮

L
y z ds，所以∮

L
x y ds =

1

3

∮
L
(x y + x z + y z )ds =

1

6

∮
L

�
(x + y + z )2− (x 2+ y 2+ z 2)

�
ds

=
1

6

∮
L
(−1)ds =−1

6
·2π=−π

3
,

13. 设 2阶矩阵 A有两个不同特征值，α1,α2是 A的线性无关的特征向量，且满足
A2(α1+α2) = (α1+α2)，则 |A|= ．
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解. 应填 −1．设 Aα1 =λ1α1, Aα2 =λ2α2，则有
α1+α2 = A2(α1+α2) = AA(α1+α2) = A(λ1α1+λ2α2) =λ

2
1α1+λ

2
2α2.

由 α1和 α2线性无关得 λ2
1 =λ

2
2 = 1，从而 λ1 =±1,λ2 =∓1，因此 |A|=−1．

14. 设随机事件 A与 B 相互独立，A与 C 相互独立，B C = ;，若
P (A) = P (B ) =

1

2
, P (AC |AB ∪C ) =

1

4
,

则 P (C ) = ．

解. 应填 1

4
．由 B C = ;可得 P (AB C ) = 0，从而

1

4
= P (AC |AB ∪C ) =

P [(AC )(AB ∪C )]
P (AB ∪C )

=
P (AB C ∪AC )

P (AB )+P (C )−P (AB C )

=
P (A)P (C )

P (A)P (B )+P (C )−P (AB C )
=

1

2
P (C )

1

4
+P (C )

.

解得 P (C ) =
1

4
．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
求不定积分

∫
e2x arctan

p
ex −1dx．

解. 由分部积分法可得
I =
∫

e2x arctan
p

ex −1dx =
1

2

∫
arctan

p
ex −1 d
�
e2x
�

=
1

2
e2x arctan

p
ex −1− 1

2

∫
e2x 1

1+ (ex −1)
ex

2
p

ex −1
dx

=
1

2
e2x arctan

p
ex −1− 1

4

∫
e2xp
ex −1

dx

=
1

2
e2x arctan

p
ex −1− 1

4

∫ �p
ex −1+

1p
ex −1

�
d(ex −1)

=
1

2
e2x arctan

p
ex −1− 1

4

�
2

3
(ex −1)

3
2 +2
p

ex −1
�
+C

=
1

2
e2x arctan

p
ex −1− 1

6
(ex −1)

3
2 − 1

2

p
ex −1+C .

16.（本题满分 10分）
将长为 2m的铁丝分成三段，依次围成圆、正方形与正三角形，三个图形的面
积之和是否存在最小值？若存在，求出最小值．
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解. 设圆的周长为 x，正三角周长为 y，正方形的周长 z，由题设 x + y + z = 2．则
目标函数

S =π
� x

2π

�2
+

1

2
·
p

3

2

� y
3

�2
+
� z

4

�2
=

x 2

4π
+
p

3

36
y 2+

z

16
2,

故拉格朗日函数为
L (x , y , z ;λ) =

x 2

4π
+
p

3

36
y 2+

z

16
2+λ(x + y + z −2).

从而有 

L ′x =
x

2π
+λ= 0,

L ′y =
2
p

3y

36
+λ= 0,

L ′y =
2
p

3y

36
+λ= 0,

L ′λ = x + y + z −2= 0,

⇒



x =
2π

π+3
p

3+4
,

y =
6
p

3π

π+3
p

3+4
,

z =
8

π+3
p

3+4
,

λ=
−1

π+3
p

3+4
.

此时面积和有最小值 S =
1

π+3
p

3+4
．

17.（本题满分 10分）
设 Σ是曲面 x =

p
1−3y 2−3z 2的前侧，计算曲面积分∫∫

Σ
x dy dz +
�
y 3+ z
�

dx dz + z 3 dx dy .

解. 构造平面 Σ′ :
¨

3y 2+3z 2 ¶ 1,

x = 0,
取后侧；设 Σ′与 Σ所围成闭区域为 Ω．记 P = x，

Q = y 3+ z，R = z 3，则由高斯公式有
I =
∫∫

Σ
P dy dz +Q dz dx +R dx dy

=
�
Σ+Σ′

P dy dz +Q dz dx +R dx dy −
∫∫

Σ′
P dy dz +Q dz dx +R dx dy

=
∫∫∫

Ω
(P ′x +Q ′y +R ′z )dx dy dz −0=

∫∫∫
Ω
(1+3y 2+3z 2)dx dy dz

用投影法和极坐标计算上面的三重积分得
I =
∫∫

3y 2+3z 2¶1
dy dz
∫ p1−3y 2−3z 2

0
(1+3y 2+3z 2)dx

=
∫∫

3y 2+3z 2¶1

p
1−3y 2−3z 2 · (1+3y 2+3z 2)dy dz

=
∫ 2π

0
dθ
∫ 1p

3

0

p
1−3r 2 · (1+3r 2) · r dr

= 2π
�
−1

6

�∫ 1p
3

0

p
1−3r 2 · (1+3r 2)d(1−3r 2)

=
π

3

∫ 1p
3

0

p
1−3r 2 · (1−3r 2−2)d(1−3r 2)
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=
π

3

∫ 1p
3

0

�
(1−3r 2)

3
2 −2(1−3r 2)

1
2

�
d(1−3r 2)

=
π

3

�
2

5
(1−3r 2)

5
2 − 4

3
(1−3r 2)

1
2

� 1p
3

0
=

14π

45
.

18.（本题满分 10分）
已知微分方程 y ′+ y = f (x )，其中 f (x )是 R 上的连续函数．
(Ⅰ)若 f (x ) = x 时，求微分方程的通解；
(Ⅱ)若 f (x )周期为 T 函数时，证明：方程存在唯一的以 T 为周期的解．

解. (Ⅰ)由一阶线性微分方程的通解公式可得
y (x ) = e−
∫

1dx
�∫

x e
∫

1dx dx +C
�
= e−x
�∫

x ex dx +C
�

= e−x [(x −1)ex +C ] = (x −1)+C e−x .

(Ⅱ)设 f (x +T ) = f (x )，即 T 是 f (x )的周期．则通解为

y (x ) = e−
∫

1 dx
�∫

f (x )e
∫

1dx dx +C
�
= e−x
�∫

f (x )ex dx +C
�

.

不妨设 y (x ) = e−x

�∫ x

0
f (t )et dt +C
�
，则有

y (x +T ) = e−(x+T )

�∫ x+T

0
f (t )et dt +C

�
= e−(x+T )

�∫ T
0

f (t )et dt +
∫ x+T

T
f (t )et dt +C

�
= e−(x+T )

�∫ T
0

f (t )et dt +
∫ x

0
f (u +T )eu+T du +C

�
= e−(x+T )

�∫ T
0

f (t )et dt +
∫ x

0
f (u )eu+T du +C

�
= e−x

��∫ T
0

f (t )et dt +C

�
e−T +
∫ x

0
f (u )eu du

�
.

欲使 y (x +T ) = y (x )，则有�∫ T
0

f (t )et dt +C

�
e−T =C ⇒ C =

∫ T
0

f (t )et dt

eT −1
.

因此方程存在唯一的以 T 为周期的解．

19.（本题满分 10分）
设数列 {xn}满足：x1 > 0，xn exn+1 = exn −1（n = 1,2, · · ·）．证明 {xn}收敛，并
求 lim

n→∞ xn．
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解. 设 f (x ) = ex −1− x（x > 0），则有 f ′(x ) = ex −1> 0，因此 f (x )> 0，即 ex −1

x
> 1．

假设 n = k 时，有 xk > 0，则 n = k +1时有 exk+1 =
exk −1

xk
> 1，所以 xk+1 > 0．因

此由数学归纳法知 xn > 0，即数列有下界．又
xn+1− xn = ln

exn −1

xn
− ln exn = ln

exn −1

xn exn
.

设 g (x ) = ex −1− x ex，则当 x > 0时有
g ′(x ) = ex −ex − x ex =−x ex < 0,

所以 g (x )单调递减，g (x )< g (0) = 0，即有 ex −1< x ex，因此
xn+1− xn = ln

exn −1

xn exn
< ln 1= 0,

即数列单调递减．由单调有界准则可知 lim
n→∞ xn 存在．设 lim

n→∞ xn = A，则有
AeA = eA −1；因为 g (x ) = ex −1− x ex 只有唯一的零点 x = 0，所以 A = 0．

20.（本题满分 11分）
设实二次型 f (x1, x2, x3) = (x1− x2+ x3)2+(x2+ x3)2+(x1+a x3)2，其中 a 是参数．
(Ⅰ)求 f (x1, x2, x3) = 0的解； (Ⅱ)求 f (x1, x2, x3)的规范形．

解. (Ⅰ)由 f (x1, x2, x3) = 0得 
x1− x2+ x3 = 0,

x2+ x3 = 0,

x1+a x3 = 0.

对系数矩阵作初等行变换得

A =

1 −1 1

1 0 1

1 0 a

→
1 0 2

0 1 1

0 0 a −2

 .
当 a 6= 2时，r (A) = 3，方程组有唯一解 x1 = x2 = x3 = 0．当 a = 2时，r (A) = 2，

方程组有无穷解：x = k

−2

−1

1

，k 为任意常数．

(Ⅱ)当 a 6= 2时，令 
y1 = x1− x2+ x3,

y2 = x2+ x3,

y3 = x1+a x3,

这是一个可逆变换，因此其规范形为 y 2
1 + y 2

2 + y 2
3．当 a = 2时，

f (x1, x2, x3) = (x1− x2+ x3)
2+ (x2+ x3)

2+ (x1+2x3)
2

= 2x 2
1 +2x 2

2 +6x 2
3 −2x2 x3+6x1 x3

= 2
�

x1− x2−3x3

2

�2
+

3(x2+ x3)2

2
.
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此时规范形为 y 2
1 + y 2

2．

21.（本题满分 11分）

已知a是常数，且矩阵A =

1 2 a

1 3 0

2 7 −a

可经初等列变换化为矩阵B =

 1 a 2

0 1 1

−1 1 1

．
(Ⅰ)求 a； (Ⅱ)求满足 AP = B 的可逆矩阵 P．

解. (Ⅰ)依题意，A与 B 等价，则 r (A) = r (B )．又

|A|=
�������
1 2 a

1 3 0

2 7 −a

�������=
�������
1 2 a

1 3 0

3 9 0

�������= 0, |B |=
�������

1 a 2

0 1 1

−1 1 1

�������=
�������
1 a 2

0 1 1

0 a +1 3

�������= 2−a .

所以由 |A|= 0得 |B |= 0，即 a = 2．
(Ⅱ)寻找 P 使得 AP = B，即解矩阵方程 AX = B．作出初等行变换得

(A, B ) =

1 2 2 1 2 2

1 3 0 0 1 1

2 7 −2 −1 1 1

→
1 0 6 3 4 4

0 1 −2 −1 −1 −1

0 0 0 0 0 0

 .
由此解得

P =

−6k1+3 −6k2+4 −6k3+4

2k1−1 2k2−1 2k3−1

k1 k2 k3

 .
又 P 可逆，所以 |P | 6= 0，故 k1, k2, k3为任意常数，且 k2 6= k3．

22.（本题满分 11分）
已知随机变量 X，Y 相互独立，且 P {X = 1} = P {X = −1} = 1

2
，Y 服从参数为

λ的泊松分布，令 Z = X Y．
(Ⅰ)求 Cov (X , Z )； (Ⅱ)求 Z 的概率分布．

解. (Ⅰ)由题设可得D X = 1，E Y =λ．所以
Cov(X , Z ) =Cov(X , X Y ) = E (X 2Y )−E (X )E (X Y )

= E (X 2)E (Y )− [E (X )]2E (Y ) =D (X )E (Y ) =λ.

(Ⅱ)由条件可知 Z 的取值为所有整数，则有
P {Z = k}= P {X Y = k}

= P {X = 1}P {X Y = k |X = 1}+P {X =−1}P {X Y = k |X =−1}
= P {X = 1}P {Y = k}+P {X =−1}P {Y =−k}
=

1

2
P {Y = k}+ 1

2
P {Y =−k}.
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因为 Y 服从参数为 λ的泊松分布，所以当 k = 0时有
P {Z = 0}= 1

2
e−λ+ 1

2
e−λ = e−λ;

当 k > 0有
P {Z = k}= 1

2

λk e−λ
k !
+0=

λk e−λ
2k !

;

当 k < 0有
P {Z = k}= 0+

1

2

λ−k e−λ
(−k )!

=
λ−k e−λ
2(−k )!

.

综上所述，Z 的概率分布为

P {Z = k}=

λ|k |e−λ

2|k |! , k =±1,±2 · · · ;
e−λ, k = 0.

23.（本题满分 11分）
设 X 的概率密度为

f (x ,σ) =
1

2σ
e−
|x |
σ , −∞< x <+∞,

其中σ ∈ (0,+∞)为未知参数，X1, X2, · · ·Xn 为来自总体 X 的简单随机样本，记
σ的最大似然估计量为 σ̂．
(Ⅰ)求 σ̂； (Ⅱ)求 E (σ̂)，D (σ̂)．

解. (Ⅰ)由条件可知，似然函数为

L (σ) =
n∏

i=1

1

2σ
e−
|xi |
σ .

取对数得
ln L (σ) =

n∑
i=1

h
− ln 2σ− |xi |

σ

i
=

n∑
i=1

h
− ln2− lnσ− |xi |

σ

i
.

求导并令导数为零得到

dln L (σ)
dσ

=
n∑

i=1

h
− 1

σ
+
|xi |
σ2

i
=−n

σ
+

n∑
i=1

|x1|
σ2

= 0.

解得σ得极大似然估计 σ̂= 1

n

n∑
i=1

|X1|．

(Ⅱ)由前面已知 σ̂= 1

n

n∑
i=1

|X1|，所以

E (σ̂) = E (|X |) =
∫ +∞
−∞
|x | 1

2σ
e−
|x |
σ dx =σ,

D (σ̂) =D

�
1

n

n∑
i=1

|X1|
�
=

1

n
D (|X |) = 1

n

�
E (X 2)− [E (|X |)]2�

=
1

n

�∫ +∞
−∞

x 2 1

2σ
e−
|x |
σ dx −σ2
�
=

1

n

�
2σ2−σ2
�
=
σ2

n
.
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二〇一九年考研数学试卷一解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 当 x → 0时，若 x − tan x 与 x k 是同阶无穷小，则 k = · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 1． (B) 2． (C) 3． (D) 4．

解. 应选 (C)．由泰勒公式有
tan x = x +

1

3
x 3+o (x 3) (x → 0).

所以 x − tan x =−1

3
x 3+o (x 3)，从而 k = 3．

2. 设函数 f (x ) =

¨
x |x |, x ¶ 0;

x ln x , x > 0.
则 x = 0是 f (x )的 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)可导点，极值点． (B)不可导的点，极值点．
(C)可导点，非极值点． (D)不可导点，非极值点．

解. 应选 (B)．因为 f ′+(0) = lim
x→0+

x ln x

x
=−∞，所以 f (x )在 x = 0处不可导．易知 f (x )

在 x = 0处连续．因为当 x < 0时，f ′(x ) =−2x > 0，f (x )单调递增；当 0< x <
1

e

时， f ′(x ) = 1+ ln x < 0， f (x )单调减少，所以 f (x )在 x = 0处取得极大值．

3. 设 {un}是单调增加的有界数列，则下列级数中收敛的是 · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∞∑

n=1

un

n
． (B)

∞∑
n=1

(−1)n
1

un
．

(C)
∞∑

n=1

�
1− un

un+1

�
． (D)

∞∑
n=1

(u 2
n+1−u 2

n )．

解. 应选 (D)．由单调有界定理知 lim
n→∞un 存在，从而 lim

n→∞u 2
n 存在．又因为

Sn =
n∑

k=1

(u 2
k+1−u 2

k ) = u 2
n+1−u 2

1 ,

所以级数
∞∑

n=1

(u 2
n+1−u 2

n )收敛．

4. 设函数Q (x , y ) =
x

y 2
，如果对于上半平面 (y > 0)内任意有向光滑封闭曲线 C 都

有
∮

C
P (x , y )dx +Q (x , y )dy = 0，那么函数 P (x , y )可取为 · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) y − x 2

y 2
． (B)

1

y
− x 2

y 2
． (C)

1

x
− 1

y
． (D) x − 1

y
．

解. 应选 (D)．由积分与路径无关条件可得
∂ P

∂ y
=
∂Q

∂ x
=

1

y 2
⇒ P (x , y ) =− 1

y
+C (x ),

其中 C (x )在 (−∞,+∞)上处处可导．因此只有选项 (D)满足条件．
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5. 设 A是三阶实对称矩阵，E 是三阶单位矩阵，若 A2+A = 2E，且 |A|= 4，则二
次型 x T Ax 的规范形是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) y 2
1 + y 2

2 + y 2
3． (B) y 2

1 + y 2
2 − y 2

3．
(C) y 2

1 − y 2
2 − y 2

3． (D) −y 2
1 − y 2

2 − y 2
3．

解. 应选 (C)．由 A2+A = 2E 可知，A的特征值λ满足λ2+λ−2= 0，即 A的特征值只可
能是 1和−2．再由 |A|=λ1λ2λ3 = 4可知，三个特征值只能是λ1 = 1,λ2 =λ3 =−2．
因此二次型的规范型为 y 2

1 − y 2
2 − y 2

3．

6. 如图所示，有 3张平面两两相交，交线相互平行，它们的方程ai 1 x+ai 2 y +ai 3z = di

（i = 1,2, 3）组成的线性方程组的系数矩阵和增广矩阵分别记为 A, A，则 · · ( )

(A) r (A) = 2, r (A) = 3． (B) r (A) = 2, r (A) = 2．
(C) r (A) = 1, r (A) = 2． (D) r (A) = 1, r (A) = 1．

解. 应选 (A)．因为三个平面没有共同交点，所以非齐次方程组无解，故有 r (A) <

r (A) ¶ 3．又因为任何两个平面都不平行或重合，所以 r (A) ¾ 2．从而 r (A) = 2，
r (A) = 3．

7. 设 A, B 为随机事件，则 P (A) = P (B )的充分必要条件是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) P (A ∪B ) = P (A) +P (B )． (B) P (AB ) = P (A)P (B )．
(C) P (AB ) = P (B A)． (D) P (AB ) = P (AB )．

解. 应选 (C)．因为
P (AB ) = P (A)−P (AB ), P (B A) = P (B )−P (AB ),

所以 P (AB ) = P (B A)等价于 P (A) = P (B )．

8. 设随机变量 X 与 Y 相互独立，且均服从正态分布N (µ,σ2)．则P {|X −Y |< 1}( )

(A)与 µ无关，而与σ2有关． (B)与 µ有关，而与σ2无关．
(C)与 µ,σ2都有关． (D)与 µ,σ2都无关．
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解. 应选 (A)．由题设可得 X − Y ∼N (0,2σ2)，从而
P {|X − Y |< 1}= P

n −1p
2σ
¶ X − Yp

2σ
¶ 1p

2σ

o
= 2Φ
�

1p
2σ

�
−1

与 µ无关，而只与σ2有关．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 设函数 f (u )可导，z = f (sin y − sin x )+ x y，则 1

cos x
· ∂ z

∂ x
+

1

cos y
· ∂ z

∂ y
= ．

解. 应填 y

cos x
+

x

cos y
．因为

∂ z

∂ x
=−cos x · f ′(sin y − sin x )+ y ,

∂ z

∂ y
= cos y · f ′(sin y − sin x )+ x ,

所以 1

cos x
· ∂ z

∂ x
+

1

cos y
· ∂ z

∂ y
=

y

cos x
+

x

cos y
．

10. 微分方程 2y y ′− y 2−2= 0满足条件 y (0) = 1的特解为 y = ．

解. 应填 y =
p

3ex −2．分离变量并求解得
2y dy

y 2+2
= dx ⇒ y 2+2=C ex .

由初始条件 y (0) = 1可得 C = 3，所以 y =
p

3ex −2．

11. 幂级数
∞∑

n=0

(−1)n

(2n )!
x n 在 (0,+∞)内的和函数 S (x ) = ．

解. 应填 cos
p

x．由余弦函数的泰勒展开式有

cos x =
∞∑

n=0

(−1)n

(2n )!
x 2n , x ∈ (−∞,+∞).

从而有
∞∑

n=0

(−1)n

(2n )!
x n =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n )!
(
p

x )2n = cos
p

x , x ∈ (0,+∞).

12. 设 Σ为曲面 x 2 + y 2 + 4z 2 = 4（z ¾ 0）的上侧，则
∫∫

Σ

p
4− x 2−4z 2 dx dy =

．

解. 应填 32

3
．曲面 Σ在 x O y 平面的投影区域为D = {(x , y )|x 2+ y 2 ¶ 4}，所以∫∫
Σ

p
4− x 2−4z 2 dx dy =

∫∫
D
|y |dx dy = 4

∫ π/2
0

dθ
∫ 2

0
r 2 sinθ dr =

32

3
.

13. 设 A = (α1,α2,α3)为三阶矩阵，若 α1,α2线性无关，且 α3 = −α1+ 2α2，则线性
方程组 Ax = 0的通解为 ．
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解. 应填 k (1,−2, 1)T，k ∈R．由题设知 A的秩 r (A) = 2．由 α3 =−α1+2α2可知

A

 1−2

1

=α1−2α2+α3 = 0,

即 (1,−2, 1)T 为方程组的基础解系，故通解为 k (1,−2, 1)T，k ∈R．

14. 设随机变量 X 的概率密度为 f (x ) =

( x
2

, 0< x < 2,

0, 其他,
F (x )为其分布函数，E (X )

其数学期望，则 P {F (X )> E (X )−1}= ．

解. 应填 2

3
．由题设可得

E (X ) =
∫ 2

0

x 2

2
dx =

4

3
, F (x ) = P {X ¶ x }=


0, x < 0,
1

4
x 2, 0¶ x < 2,

1, x ¾ 2.

所以

P {F (X )> E (X )−1}= P
n

F (X )>
1

3

o
= P
n

X >
2p
3

o
=
∫ 2

2p
3

x

2
dx =

2

3
.

三、解答题（15～23题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
设函数 y (x )是微分方程 y ′+ x y = e−

x 2

2 满足条件 y (0) = 0的特解．
(Ⅰ)求 y (x )； (Ⅱ)求曲线 y = y (x )的凸凹区间及拐点．

解. (Ⅰ)这是一阶线性微分方程．由通解公式求得 y = e−
x 2

2 (x +C )．再由初始条件
y (0) = 0可得 C = 0，从而得到 y (x ) = x e−

x 2

2 ．
(Ⅱ)对 y (x ) = x e−

x 2

2 ，求导可得

y ′(x ) = e−
x 2

2 (1− x 2), y ′′(x ) = x (x 2−3)e−
x 2

2 .

令 y ′′(x ) = 0得 x1 =−p3, x2 = 0, x3 =
p

3．当 x <−p3或 0< x <
p

3时，y ′′ < 0，
是曲线是凸的；当 −p3< x < 0或 x >

p
3时，y ′′ > 0，是曲线是凹的．曲线

的拐点有三个，分别为
�
−p3,−p3e−

3
2

�
，(0, 0)，
�p

3,
p

3e−
3
2

�
．

16.（本题满分 10分）
设 a , b 为实数，函数 z = 2+a x 2+ b y 2在点 (3,4)处的方向导数中，沿方向的
方向导数最大，最大值为 10．
(Ⅰ)求常数 a , b 之值； (Ⅱ)求曲面 z = 2+a x 2+ b y 2（z ¾ 0）的面积．
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解. (Ⅰ)多元函数在一点处方向导数的最大值是沿着梯度方向的方向导数，且最大
值等于梯度的模．因为

grad z (3,4) =
�
∂ z

∂ x
,
∂ z

∂ y

����
(3,4)
= (6a , 8b ) ,
��grad z (3,4)
��=p36a 2+64b 2,

所以由条件可得 
6a

−3
=

8b

−4
> 0,p

36a 2+64b 2 = 10.
⇒
¨

a =−1,

b =−1.

(Ⅱ)曲面的面积为

S =
∫∫

Σ
dS =
∫∫

x 2+y 2¶2

p
1+4x 2+4y 2 dx dy =

∫ 2π
0

dθ
∫ p2

0

p
1+4r 2r dr =

13π

3
.

17.（本题满分 10分）
求曲线 y = e−x sin x (x ¾ 0)与 x 轴之间图形的面积．

解. 由不定积分
∫

e−x sin x dx =−1

2
e−x (sin x + cos x )+C 可得所求面积为

S =
∫ +∞

0

��e−x sin x
��dx =

∞∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ
e−x |sin x |dx =

∞∑
k=0

∫ π
0

e−(t+kπ)|sin(t +kπ)|dt

=
∫ π

0
e−t sin t dt

∞∑
k=0

e−kπ =
e−π+1

2
· 1

1−e−π =
eπ+1

2(eπ−1)
.

18.（本题满分 10分）
设 an =
∫ 1

0
x n
p

1− x 2 dx（n = 0, 1, 2, · · ·）．
(Ⅰ)证明：数列 {an}单调减少，且 an =

n −1

n +2
an−2（n = 2,3, · · ·）；

(Ⅱ)求极限 lim
n→∞

an

an−1
．

解. (Ⅰ)当 x ∈ (0,1)时，x n+1 < x n，所以

an+1−an =
∫ 1

0
(x n+1− x n )

p
1− x 2 dx < 0,

即数列 {an}单调减少．设
In =
∫ π

2

0
sinn x dx =
∫ π

2

0
cosn dx , (n = 0,1, 2, · · · ).

则有 In+2 =
n +1

n +2
In．作积分换元 x = sin t，t ∈ �0,

π

2

�
，则有

an =
∫ 1

0
x n
p

1− x 2 dx =
∫ π

2

0
sinn t cos2 t dt

=
∫ π

2

0
sinn dt −
∫ π

2

0
sinn+2 t dt = In − In+2 =

1

n +2
In .
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同理当 n ¾ 2时可得 an−2 = In−2− In =
1

n −1
In．从而有

an =
n −1

n +2
an−2 (n = 2,3, · · · ).

(Ⅱ)由 (Ⅰ)知数列 {an}单调减少，且 n ¾ 2时 an =
n −1

n +2
an−2．因此

n −1

n +2
=

an

an−2
<

an

an−1
<

an

an
= 1.

由夹逼准则可知 lim
n→∞

an

an−1
= 1．

19.（本题满分 10分）
设 Ω是由锥面 x 2+ (y − z )2 = (1− z )2（0¶ z ¶ 1）与平面 z = 0围成的锥体，求
Ω的形心坐标．

解. 设Dz =
�
(x , y )
��x 2+ (y − z )2 ¶ (1− z )2

	，则由截面法求得∫∫∫
Ω

1 dv =
∫ 1

0
dz
∫∫

Dz

dx dy =
∫ 1

0
π(1− z )2 dz =

π

3
,

∫∫∫
Ω

x dv =
∫ 1

0
dz
∫∫

Dz

x dx dy = 0,

∫∫∫
Ω

y dv =
∫ 1

0
dz
∫∫

Dz

y dx dy =
∫ 1

0
dz
∫ 2π

0
dθ
∫ 1−z

0
(z + r sinθ )r dr =

π

12
,

∫∫∫
Ω

z dv =
∫ 1

0
z dz
∫∫

Dz

dx dy =
∫ 1

0
πz (1− z )2 dz =

π

12
.

从而形心的各个坐标依次为

x =

∫∫∫
Ω

x dv∫∫∫
Ω

dv
= 0, y =

∫∫∫
Ω

y dv∫∫∫
Ω

dv
=

1

4
, z =

∫∫∫
Ω

z dv∫∫∫
Ω

dv
=

1

4
.

20.（本题满分 11分）

设向量组 α1 =

12
1

 ,α2 =

13
2

 ,α3 =

1a
3

为 R 3的一组基，β =

11
1

在这组基下

的坐标为

bc
1

．
(Ⅰ)求 a , b , c 之值；
(Ⅱ)证明：α2,α3,β 也为 R 3的一组基，并求 α2,α3,β 到 α1,α2,α3的过渡矩阵．

解. (Ⅰ)由 β = bα1+ cα2+α3可得
b + c +1= 1,

2b +3c +a = 1,

b +2c +3= 1.

⇒


a = 3,

b = 2,

c =−2.

第 313页 共 316页



(Ⅱ)因为

���α2,α3,β
���=
�������
1 1 1

3 3 1

2 3 1

�������=
�������
1 1 1

0 0 −2

0 1 −1

�������= 2 6= 0,

所以α2,α3,β线性无关，从而也是R 3空间的一组基．设 �a2,α3,β
�

P = (α1,α2,α3)，
则从 α2,α3,β 到 α1,α2,α3的过渡矩阵为

P =
�
α2,α3,β
�−1
(α1,α2,α3) =

1 1 1

3 3 1

2 3 1


−11 1 1

2 3 3

1 2 3



=


0 1 −1

−1

2
−1

2
1

3

2
−1

2
0


1 1 1

2 3 3

1 2 3

=


1 1 0

−1

2
0 1

1

2
0 0

 .
21.（本题满分 11分）

已知矩阵 A =

−2 2 1

2 x −2

0 0 −2

与 B =

2 1 0

0 −1 0

0 0 y

相似．
(Ⅰ)求 x , y 之值； (Ⅱ)求可逆矩阵 P，使得 P −1AP = B．

解. (Ⅰ)由矩阵相似的性质可得¨|A|= |B |,
tr A = tr B .

⇒
¨

4x −8=−2y ,

−4+ x = 1+ y .
⇒
¨

x = 3,

y =−2.

(Ⅱ)由 |λE −A|= |λE −B |= 0得矩阵 A的三个特征值λ1 = 2,λ2 =−1,λ3 =−2．求
解 (λi E −A)x = 0（i = 1, 2, 3），得到三个特征值各自对应的特征向量：

ξ1 =

 1−2

0

 , ξ2 =

 1−1

0

 , ξ3 =

−1

2

4

 .
求解 (λi E −B )x = 0（i = 1,2, 3），得到三个特征值各自对应的特征向量：

η1 =

10
0

 , η2 =

−1

3

0

 , η3 =

 00
14

 .

令 P1 = (ξ1,ξ2,ξ3) =

 1 1 −1

−2 −1 2

0 0 4

，P2 =
�
η1,η2,η3

�
=

1 −1 0

0 3 0

0 0 1

．则 P1和
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P2可逆，且有

P −1
1 AP =

2 −1

−2

= P −1
2 B P ⇒ P P −1

1 AP1P −1
2 = B .

因此令 P = P1P −1
2 =

 1 1 −1

−2 −1 2

0 0 4

，则有 P −1AP = B．

22.（本题满分 11分）
设随机变量 X , Y 相互独立，X 服从参数为 1的指数分布，Y 的概率分布为：
P {Y =−1}= p，P {Y = 1}= 1−p，(0< p < 1)．令 Z = X Y．
(Ⅰ)求 Z 的概率密度；
(Ⅱ) p 为何值时，X 与 Z 不相关；
(Ⅲ) X 与 Z 是否相互独立？

解. (Ⅰ) X 的概率密度函数为

fX (x ) =

¨
e−x , x > 0;

0, x ¶ 0.

Z 的分布函数为
FZ (z ) = P {Z ¶ z }= P {X Y ¶ z }= P {X Y ¶ z , Y = 1}+P {X Y ¶ z , Y =−1}

= P {X ¶ z }P {Y = 1}+P {X ¾−z }P {Y =−1}
= (1−p )P {X ¶ z }+p P {X ¾−z }
= (1−p )FX (z ) +p (1− FX (−z )).

因此 Z 的概率密度为

fZ (z ) = F ′Z (z ) = p fX (−z ) + (1−p ) fX (z ) =


p ez , z < 0;

0, z = 0;

(1−p )e−z , z > 0.

(Ⅱ)因为随机变量 X , Y 相互独立，且D (X ) = 1，E (Y ) = 1−2p，所以
Cov(X , Z ) = E (X Z )−E (X )E (Z ) = E (X 2Y )−E (X )E (X Y )

= E (X 2)E Y − (E X )2E Y =D X ·E Y = 1−2p .

故 X , Z 不相关等价于 Cov(X , Z ) = 1−2p = 0，即 p = 0.5．
(Ⅲ)由 (Ⅱ)可知，当 p 6= 0.5时，X 与 Z 是相关的，从而不相互独立．而当 p = 0.5

时，因为
P {X > 1}=
∫ +∞

1
e−x dx = e−1,

P {Z < 1}= P {X >−1, Y =−1}+P {X < 1, Y = 1}= 1− 1

2
e−1,
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P {X > 1, Z < 1}= P {X > 1, X Y < 1}= P {X > 1}P {Y =−1}= 1

2
e−1,

从而 X 与 Z 也是不相互独立的．

23.（本题满分 11分）
设总体 X 的概率密度为

f (x ) =

 Aσe−
(x−µ)2

2σ2 , x ¾µ,

0, x <µ,

其中 µ是已知参数，σ是未知参数，A是常数，X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的
简单随机样本．
(Ⅰ)求常数 A的值； (Ⅱ)求σ2的最大似然估计量．

解. (Ⅰ)由概率密度的归一性可知

1=
∫ +∞
−∞

f (x )dx =
∫ +∞
µ

A

σ
e−
(x−µ)2

2σ2 dx = A
∫ +∞

0
e−

t 2

2 dt =
r
π

2
A,

所以 A =
r

2

π
．

(Ⅱ)似然函数为

L (σ2) =
n∏

i=1

f (xi ,σ) =

 An

σn
e−

n∑
i=1
(xi−µ)2
2σ2 , x1, x2, · · · , xn ¾µ;

0, 其他.

当 x1, x2, · · · , xn ¾µ时，取对数得

ln L (σ2) = n ln A− n

2
ln(σ2)− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi −µ)2.

对σ2求导并令导数等于零得
d ln L (σ2)

d(σ2)
=−n

2

1

σ2
+

1

2(σ2)2

n∑
i=1

(xi −µ)2 = 0.

解方程得 σ2的最大似然估计值为 Òσ2 =
1

n

n∑
i=1

(xi −µ)2，故 σ2的最大似然估

计量为Òσ2 =
1

n

n∑
i=1

(X i −µ)2．

第 316页 共 316页


	一九八七年考研数学试卷一解答
	一九八七年考研数学试卷二解答
	一九八八年考研数学试卷一解答
	一九八八年考研数学试卷二解答
	一九八九年考研数学试卷一解答
	一九八九年考研数学试卷二解答
	一九九〇年考研数学试卷一解答
	一九九〇年考研数学试卷二解答
	一九九一年考研数学试卷一解答
	一九九一年考研数学试卷二解答
	一九九二年考研数学试卷一解答
	一九九二年考研数学试卷二解答
	一九九三年考研数学试卷一解答
	一九九三年考研数学试卷二解答
	一九九四年考研数学试卷一解答
	一九九四年考研数学试卷二解答
	一九九五年考研数学试卷一解答
	一九九五年考研数学试卷二解答
	一九九六年考研数学试卷一解答
	一九九六年考研数学试卷二解答
	一九九七年考研数学试卷一解答
	一九九八年考研数学试卷一解答
	一九九九年考研数学试卷一解答
	二〇〇〇年考研数学试卷一解答
	二〇〇一年考研数学试卷一解答
	二〇〇二年考研数学试卷一解答
	二〇〇三年考研数学试卷一解答
	二〇〇四年考研数学试卷一解答
	二〇〇五年考研数学试卷一解答
	二〇〇六年考研数学试卷一解答
	二〇〇七年考研数学试卷一解答
	二〇〇八年考研数学试卷一解答
	二〇〇九年考研数学试卷一解答
	二〇一〇年考研数学试卷一解答
	二〇一一年考研数学试卷一解答
	二〇一二年考研数学试卷一解答
	二〇一三年考研数学试卷一解答
	二〇一四年考研数学试卷一解答
	二〇一五年考研数学试卷一解答
	二〇一六年考研数学试卷一解答
	二〇一七年考研数学试卷一解答
	二〇一八年考研数学试卷一解答
	二〇一九年考研数学试卷一解答

