
一九八七年考研数学试卷三解答
一、填空题（本题满分 10分，每小题 2分）

1. 设 y = ln(1+a x )，其中 a 为非零常数，则 y ′ = ，y ′′ = ．

解. y ′ = a

1+a x
，y ′′ =− a 2

(1+a x )2
．

2. 曲线 y = arctan x在横坐标为1点处的切线方程是 ；法线方程是 ．

解. 切线方程是 y =
1

2
x +

π−2

4
；法线方程是 y =−2x +

π+8

4
．

3. 积分中值定理的条件是 ，结论是 ．

解. f (x )在闭区间 [a , b ]上连续；存在 ξ ∈ [a , b ]，使得
∫ b

a
f (x )dx = f (ξ)(b −a )．

4. lim
n→∞

�
n −2

n +1

�n

= ．

解. 极限等于 e−3．

5.
∫

f ′(x )dx = ；
∫ b

a
f ′(2x )dx = ．

解. f (x )+C；1

2
f (2b )− 1

2
f (2a )．

二、（本题满分 6分）
求极限 lim

x→0

�
1

x
− 1

ex −1

�
．

解. 由洛必达法则和等价无穷小量代换，求得极限等于 1

2
．

三、（本题满分 7分）
设

¨
x = 5(t − sin t )
y = 5(1− cos t )

，求 dy

dx
和 d2 y

dx 2
．

解. dy

dx
=

sin t

1− cos t
；d2 y

dx 2
=− 1

5(1− cos t )2
．

四、（本题满分 8分）
计算定积分

∫ 1

0
x arcsin x dx．
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解. 由分部积分法和换元积分法，求得∫ 1

0
x arcsin x dx =

π

4
− 1

2

∫ 1

0

x 2p
1− x 2

dx =
π

4
− 1

2

∫ π
2

0
sin2 x dx =

π

8
.

五、（本题满分 8分）
设 D 是曲线 y = sin x + 1与三条直线 x = 0, x = π, y = 0围成的曲边梯形．求
D 绕 x 轴旋转一周所生成的旋转体的体积 V．

解. V =π
∫ π

0
(sin x +1)2 dx =

π

4
+

3π2

2
．

六、证明题（本题满分 10分，每小题 5分）

1. 若 f (x )在 (a , b )内可导，且导数 f ′(x )恒大于零，证明 f (x )在 (a , b )内单调增加．

解. 任取 x1, x2 ∈ (a , b )，x2 > x1，则由拉格朗日中值定理，存在 ξ ∈ (x1, x2)⊂ (a , b )，
使得 f (x2)− f (x1) = f ′(ξ)(x2− x1)> 0．从而 f (x2)> f (x1)，即 f (x )在 (a , b )内单
调增加．

2. 若 g (x )在 x = c 处二阶导数存在，且 g ′(c ) = 0, g ′′(c )< 0．证明 g (c )为 g (x )的一
个极大值．

解. 由导数的定义，我们有
g ′′(c ) = lim

x→c

g ′(x )− g ′(c )
x − c

= lim
x→c

g ′(x )
x − c

< 0.

由极限的局部保号性，存在 c 的某个去心邻域，使得 g ′(x )
x − c

< 0．则当 x < c 时
g ′(x )> 0，函数单调增加；当 x > c 时，g ′(x )< 0．函数单调减少．因此 g (c )为
g (x )的一个极大值．

七、（本题满分 10分）
计算不定积分

∫
dx

a 2 sin2 x + b 2 cos2 x
（其中 a , b 为不全为零的非负数）．

解. 令 u = tan x，则原式 =
∫

du

a 2u 2+ b 2
．下面分情形讨论：

(Ⅰ)当 a b 6= 0时，原式 = 1

a b
arctan

�a

b
x
�
+C．

(Ⅱ)当 a = 0, b 6= 0时，原式 = 1

b 2
tan x +C．

(Ⅲ)当 a 6= 0, b = 0时，原式 =− 1

a 2
cot x +C．
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八、计算题（本题满分 15分）

1.（本题满分 7分）
求微分方程 x

dy

dx
= x − y 满足条件 y

��
x=
p

2
= 0的解．

解. 通解为 y =
1

x

�
1

2
x 2+C

�
，满足初始条件的特解为 y =

x

2
− 1

x
．

2.（本题满分 8分）
求微分方程 y ′′+2y ′+ y = x ex 的通解．

解. 原方程的通解为 y = (C1+C2 x )e−2x +
1

4
(x −1)ex．

九、选择题（本题满分 16分，每小题 4分）

1. f (x ) = |x sin x |ecos x , −∞< x <+∞是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)有界函数． (B)单调函数． (C)周期函数． (D)偶函数．

解. 应选 (D)．

2. 函数 f (x ) = x sin x · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)当 x →∞时为无穷大． (B)当 x →∞时有极限．
(C)在 (−∞,+∞)内有界． (D)在 (−∞,+∞)内无界．

解. 应选 (D)．

3. 设 f (x )在 x = a 处可导，则 lim
x→0

f (a + x )− f (a − x )
x

等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f ′(a )． (B) 2 f ′(a )． (C) 0． (D) f ′(2a )．

解. 应选 (B)．

4. 同试卷一第五 [2]题．

十、（本题满分 10分）
在第一象限内，求曲线 y = −x 2+ 1上的一点，使该点处切线与所给曲线及两
坐标轴围成的面积为最小，并求此最小面积．

解. 设切点的坐标为 (a ,1−a 2)，则切线方程为 y =−2a x +a 2+1，所围成的面积

S (a ) =
1

2
(a 2+1)

a 2+1

2a
−
∫ 1

0
(−x 2+1)dx =

a 3

4
+

a

2
+

1

4a
− 2

3
.

令 S ′(a ) = 0，得驻点 a =
p

3

3
．由于 S ′′

�p
3

3

�
> 0，故所求点的坐标为

�p
3

3
,

2

3

�
，面

积的最小值为 4

9

p
3− 2

3
．
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一九八八年考研数学试卷三解答
一、填空题（本题满分 20分，每小题 4分）

1. 若 f (x ) =

¨
e2(sin x + cos x ), x > 0

2x +a , x ¶ 0
是 (−∞,+∞)上的连续函数，则a = ．

解. a = 1．

2. 同试卷一第二 [1]题．

3. 同试卷一第二 [3]题．

4. lim
x→+0

�
1p
x

�tan x

= ．

解. 应填 1．

5.
∫ 4

0
e
p

x dx = ．

解. 应填 2(e2+1)．

二、选择题（本题满分 20分，每小题 4分）

1. f (x ) =
1

3
x 3+

1

2
x 2+6x +1的图形在点 (0, 1)处切线与 x 轴交点的坐标是 · · · ( )

(A)
�
−1

6
,0
�
． (B) (−1, 0)． (C)

�
1

6
,0
�
． (D) (1, 0)．

解. 应选 (A)．

2. 若 f (x )与 g (x )在 (−∞,+∞)上皆可导，且 f (x )< g (x )，则必有 · · · · · · · · · ( )

(A) f (−x )> g (−x )． (B) f ′(x )< g ′(x )．
(C) lim

x→x0

f (x )< lim
x→x0

g (x )． (D)
∫ x

0
f (t )dt <

∫ x

0
g (t )dt．

解. 可导必定连续，从而选 (C)．

3. 同试卷一第三 [1]题．

4. 曲线 y = sin3/2 x（0¶ x ¶ π）与 x 轴围成的图形绕 x 轴旋转所形成的旋转体体
积为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
4

3
． (B)

4

3
π． (C)

2

3
π2． (D)

2

3
π．

解. 应选 (B).
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5. 同试卷一第三 [5]题．

三、计算题（本题满分 15分，每小题 5分）

1. 同试卷一第一 [2]题．

2. 已知 y = 1+ x ex y，求 y ′|x=0及 y ′′|x=0．

解. y ′|x=0 = 1，y ′′|x=0 = 2．

3. 求微分方程 y ′+ 1

x
y =

1

x (x 2+1)
的通解（一般解）．

解. 通解为 y =
1

x
(arctan x +C )．

四、（本题满分 12分）
作函数 y =

6

x 2−2x +4
的图形，并填写下表．

单调增区间
单调减区间
极值点
极值
凹 (∪)区间
凸 (∩)区间
拐点
渐近线

解. 所得数据如下表：
单调增区间 (−∞, 1)

单调减区间 (1,+∞)
极值点 1

极值 2

凹 (∪)区间 (−∞, 0)及 (2,+∞)
凸 (∩)区间 (0,2)

拐点
�

0,
3

2

�
及

�
2,

3

2

�
渐近线 y = 0

其图形如下：
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五、（本题满分 8分）
将长为 a 的铁丝切成两段，一段围成正方形，另一段围成圆形．问这两段铁丝
各长为多少时，正方形与圆形的面积之和为最小？

解. 当圆的周长为 x =
πa

4+π
，正方形的周长为 a − x =

4a

4+π
时，面积之和最小．．

六、（本题满分 10分）
同试卷一第五题．

七、（本题满分 6分）
设 x ¾−1，求

∫ x

−1
(1− |t |)dt．

解. 当 −1¶ x < 0时，积分等于 1

2
(1+ x )2．当 x ¾ 0时，积分等于 1− 1

2
(1− x )2．

八、（本题满分 6分）
设 f (x )在 (−∞+∞)上有连续导数，且m ¶ f (x )¶M．
(Ⅰ)求 lim

a→+0

1

4a 2

∫ a

−a
[ f (t +a )− f (t −a )]dt．

(Ⅱ)证明
���� 1

2a

∫ a

−a
f (t )dt − f (x )

����¶M −m（a > 0）．

解. (Ⅰ)可以用积分中值定理和微分中值定理．这里用洛必达法则直接计算：
原式= lim

a→+0

1

4a 2

�∫ 2a

0
f (u )du −

∫ 0

−2a
f (u )du

�
= lim

a→+0

1

8a

�
2 f (2a )−2 f (−2a )

�
= lim

a→+0

1

4a

�
f (2a )− f (−2a )

�
= lim

a→+0

1

4

�
2 f ′(2a )+2 f ′(−2a )

�
= f ′(0).

(Ⅱ)可以分别估计两项．这里利用积分的绝对值不等式来估计：���� 1

2a

∫ a

−a
f (t )dt − f (x )

����= ���� 1

2a

∫ a

−a
[ f (t )− f (x )]dt

����
¶ 1

2a

∫ a

−a
| f (t )− f (x )|dt ¶ 1

2a

∫ a

−a
(M −m )dt =M −m
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一九八九年考研数学试卷三解答
一、填空题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. lim
x→0

x cot 2x= .

解. 应填 1

2
．

2.
∫ π

0
t sin t dt= .

解. 应填 π．

3. 曲线 y =
∫ x

0
(t −1)(t −2)dt 在点 (0,0)处的切线方程是 .

解. 应填 y = 2x．

4. 设 f (x ) = x (x +1)(x +2) · · · · · · (x +n )，则 f ′(0) = .

解. 用导数的定义计算，得到 f ′(0) = n !．

5. 同试卷一第一 [2]题．

6. 设 f (x ) =

a + b x 2, x ¶ 0
sin b x

x
, x > 0

在 x = 0处连续，则常数a与 b应满足的关系是 .

解. 应填 a = b．

7. 设 tan y = x + y，则 dy = .

解. 应填 cot2 y dx．

二、计算题（本题满分 20分，每小题 4分）

1. 已知 y = arcsine−
p

x，求 y ′．

解. −e−
p

x

2
q

x
�
1−e−2

p
x
�．

2. 求
∫

dx

x ln2 x
．

解. − 1

ln x
+C．
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3. 求 lim
x→0
(2sin x + cos x )

1
x．

解. e2．

4. 已知
¨

x = ln(1+ t 2),
y = arctan t ,

求 dy

dx
及 d2 y

dx 2
．

解. dy

dx
=

1

2t
，d2 y

dx 2
=−1+ t 2

4t 3
．

5. 已知 f (2) =
1

2
, f ′(2) = 0及

∫ 2

0
f (x )dx = 1，求

∫ 1

0
x 2 f ′′(2x )dx．

解. 作换元 t = 2x，再由分部积分法，得到∫ 1

0
x 2 f ′′(2x )dx =

1

8

∫ 2

0
t 2 f ′′(t )dt =

1

8

��
t 2 f ′(t )

�2

0
−2

∫ 2

0
t f ′(t )dt

�
=

1

8

��
t 2 f ′(t )

�2

0
− �2t f (t )

�2

0
+2

∫ 2

0
f (t )dt

�
=

1

8
(0−2+2) = 0.

三、选择题（本题满分 18分，每小题 3分）

1. 同试卷一第二 [1]题．

2. 若 3a 2−5b < 0，则方程 x 5+2a x 3+3b x +4c = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)无实根． (B)有唯一实根．
(C)有三个不同实根． (D)有五个不同实根．

解. 应选 (B)．

3. 曲线 y = cos x（−π
2
¶ x ¶ π

2
）与 x 轴所围成的图形，绕 x 轴旋转一周所成的旋

转体的体积为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
π

2
． (B) π． (C)

π2

2
． (D) π2．

解. 应选 (C)．

4. 设两函数 f (x )及 g (x )都在 x = a处取得极大值，则函数 F (x ) = f (x )g (x )在 x = a

处 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)必取极大值． (B)必取极小值．
(C)不可能取极值． (D)是否取极值不能确定．

解. 应选 (D)．

5. 微分方程 y ′′− y = ex +1的一个特解应具有形式（式中 a , b 为常数）· · · · · · ( )

(A) a ex + b． (B) a x ex + b． (C) a ex + b x． (D) a x ex + b x．
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解. 应选 (B)．

6. 设 f (x )在 x = a 的某个邻域内有定义，则 f (x )在 x = a 可导的一个充分条件
是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) lim
h→+∞ h [ f (a +

1

h
)− f (a )]存在． (B) lim

h→0

f (a +h )− f (a +h )
h

存在．

(C) lim
h→0

f (a +h )− f (a −h )
2h

存在． (D) lim
h→0

f (a )− f (a −h )
h

存在．

解. 应选 (D)．

四、（本题满分 6分）
求微分方程 x y ′+ (1− x )y = e2x (0< x <+∞)满足 y (1) = 0的解．

解. 原方程即 y ′+ 1− x

x
y =

e2x

x
．v (x ) = exp

�∫
1− x

x
dx

�
=

x

ex
，所以通解为

y =
1

v (x )

�∫
e2x

x
v (x )dx +C

�
=

ex

x

�∫
e2x

x

x

ex
dx +C

�
=

ex (ex +C )
x

.

代入初始条件，得 C =−e，因此特解为 y =
ex (ex −e)

x
．

五、（本题满分 7分）
同试卷一第五题．

六、（本题满分 7分）
同试卷一第六题．

七、（本题满分 11分）
对函数 y =

x +1

x 2
，填写下表：

单调减少区间
单调增加区间
极值点
极值
凹 �⋃�区间
凸 �⋂�区间
拐点
渐近线

解. 结果如下表：
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单调减少区间 (−∞,−2)，(0,+∞)
单调增加区间 (−2, 0)

极值点 −2

极值 −1/4

凹 �⋃�区间 (−3, 0)，(0,+∞)
凸 �⋂�区间 (−∞,−3)

拐点 (−3,−2/9)

渐近线 x = 0，y = 0

八、（本题满分 10分）
设抛物线 y = a x 2+ b x + c 过原点，当 0 ¶ x ¶ 1时 y ¾ 0，又已知该抛物线与
x 轴及直线 x = 1所围图形的面积为 1

3
，试确定 a , b , c 使此图形绕 x 旋转一周

而成的旋转体的体积 V 最小．

解. a =−5

4
，b =

3

2
，c = 0．
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一九九〇年考研数学试卷三解答
一、填空题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 曲线
¨

x = cos3 t

y = sin3 t
上对应于点 t =

π

6
点处的法线方程是 .

解. 应填 y =
p

3x −1．

2. 设 y = etan
1
x sin

1

x
，则 y ′ = .

解. 应填 − 1

x 2
etan

1
x

�
sec2 1

x
sin

1

x
+ cos

1

x

�
．

3.
∫ 1

0
x
p

1− x dx = .

解. 应填 4

15
．

4. 下列两个积分的大小关系是：
∫ −1

−2
e−x 3

dx
∫ −1

−2
ex 3

dx．

解. 应填 >．

5. 同试卷一第一 [3]题．

二、选择题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 已知 lim
x→∞

�
x 2

x +1
−a x − b

�
= 0，其中 a , b 是常数，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a = 1, b = 1． (B) a =−1, b = 1．
(C) a = 1, b =−1． (D) a =−1, b =−1．

解. 应选 (C)．

2. 设函数 f (x )在 (−∞+∞)上连续，则 d
�∫

f (x )dx
�
等于 · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f (x )． (B) f (x )dx． (C) f (x )+C． (D) f ′(x )dx．

解. 应选 (B)．

3. 同试卷一第二 [2]题．

4. 同试卷一第二 [1]题．

第 11页 共 174页



5. 设 F (x ) =


f (x )

x
, x 6= 0

f (0), x = 0
，其中 f (x )在 x = 0处可导，f ′(0) 6= 0, f (0) = 0，则 x = 0

是 F (x )的 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)连续点． (B)第一类间断点．
(C)第二类间断点． (D)连续点或间断点不能由此确定．

解. 应选 (B)．

三、计算题（本题满分 25分，每小题 5分）

1. 已知 lim
x→∞

� x +a

x −a

�x
= 9，求常数 a．

解. a = ln 3．

2. 求由方程 2y − x = (x − y ) ln(x − y )所确定的函数 y = y (x )的微分 dy．

解. dy =
x

2x − y
dx．

3. 求曲线 y =
1

1+ x 2
（x > 0）的拐点．

解.
�

1p
3

,
3

4

�
．

4. 计算
∫

ln x

(1− x )2
dx .

解. 原式 = ln x

1− x
+ ln
|1− x |

x
+C．

5. 同试卷二第四 [2]题．

四、（本题满分 9分）
在椭圆 x 2

a 2
+

y 2

b 2
= 1的第一象限部分上求一点 P，使该点处的切线、椭圆及两坐

标轴所围图形面积为最小（其中 a > 0, b > 0）．

解. P
�

ap
2

,
bp

2

�
．

五、（本题满分 9分）
证明：当 x > 0时，有不等式 arctan x +

1

x
>
π

2
．

解. 令 f (x ) = arctan x +
1

x
− π

2
，则当 x > 0时 f ′(x ) = 1

1+ x 2
− 1

x 2
< 0．又 lim

x→+∞ f (x ) = 0，
故结论成立．
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六、（本题满分 9分）
设 f (x ) =

∫ x

1

ln t

1+ t
dt，其中 x > 0，求 f (x ) + f

�
1

x

�
．

解. f (x )+ f
�

1

x

�
=
∫ x

1

ln t

1+ t
dt +

∫ x

1

ln t

t (1+ t )
dt =

∫ x

1

ln t

t
dt =

1

2
ln2 x．

七、（本题满分 9分）
同试卷二第四 [3]题．

八、（本题满分 8分）
求微分方程 y ′′+4y ′+4y = ea x 之通解，其中 a 为实数．

解. a 6=−2时，y = (C1+C2 x )e−2x +
1

(a +2)2
ea x．

a =−2时，y = (C1+C2 x )e−2x +
1

2
x 2e−2x．
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一九九一年考研数学试卷三解答
一、填空题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 设 y = ln(1+3−x )，则 dy = ．

解. 应填 − ln 3

3x +1
dx．

2. 曲线 y = e−x 2 的上凸区间是 ．

解. 应填
�
−
p

2

2
,
p

2

2

�
．

3.
∫ +∞

1

ln x

x 2
dx = ．

解. 不定积分等于 − ln x

x
− 1

x
，故定积分等于 1．

4. 质点以速度 t sin(t 2)米/秒作直线运动，则从时刻 t1 =
r
π

2
秒到 t2 =

p
π秒质点

所经过的路程等于米 ．

解. 应填 1

2
．

5. lim
x→0+

1−e
1
x

x +e
1
x

= ．

解. 应填 −1．

二、选择题（本题满分 15分，每小题 3分）

1. 若曲线 y = x 2+a x + b 和 2y =−1+ x y 3在点 (1,−1)处相切，其中 a , b 是常数，
则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a = 0, b =−2． (B) a = 1, b =−3．
(C) a =−3, b = 1． (D) a =−1, b =−1．

解. 应选 (D)．

2. 设函数 f (x ) =

¨
x 2, 0¶ x ¶ 1,

2− x , 1< x ¶ 2.
记 F (x ) =

∫ x

0
f (t )dt , 0¶ x ¶ 2，则 · · · · · · ( )

(A) F (x ) =


x 3

3
, 0¶ x ¶ 1;

1

3
+2x − x 2

3
, 1< x ¶ 2.

(B) F (x ) =


x 3

3
, 0¶ x ¶ 1;

−7

6
+2x − x 2

2
, 1< x ¶ 2.

(C) F (x ) =


x 3

3
, 0¶ x ¶ 1;

x 2

3
+2x − x 2

2
, 1< x ¶ 2.

(D) F (x ) =


x 3

3
, 0¶ x ¶ 1;

2x − x 2

2
, 1< x ¶ 2.
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解. 应选 (B)．

3. 设函数 f (x )在 (−∞,+∞)内有定义，x0 6= 0是函数 f (x )的极大值点，则 · ( )

(A) x0必是 f (x )的驻点 (B) −x0必是 − f (−x )的极小值点
(C) −x0必是 − f (x )的极小值点 (D)对一切 x 都有 f (x )¶ f (x0)

解. 应选 (B)．

4. 同试卷一第二 [1]题．

5. 如图，x 轴上有一线密度为常数 µ，长度为 l 的细杆，有一质量为m 的质点到
杆右端的距离为 a，已知引力系数为 k，则质点和细杆之间引力的大小为 ( )

(A)
∫ 0

−1

k mµ

(a − x )2
dx． (B)

∫ l

0

k mµ

(a − x )2
dx

(C) 2
∫ 0

− l
2

k mµ

(a − x )2
dx． (D) 2

∫ l
2

0

k mµ

(a − x )2
dx．

解. 应选 (A)．

三、计算题（本题满分 25分，每小题 5分）

1. 设
¨

x = t cos t

y = t sin t
，求 d2 y

dx 2
．

解. d2 y

dx 2
=

2+ t 2

(cos t − t sin t )3
．

2. 计算
∫ 4

1

dx

x (1+
p

x )
．

解. 2ln
4

3
．

3. 求 lim
x→0

x − sin x

x 2(ex −1)
．

解. 1

6
．

4. 求
∫

x sin2 x dx．

解. 1

4
x 2− 1

4
x sin2x − 1

8
cos2x +C．
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5. 求微分方程 x y ′+ y = x ex 满足 y (1) = 1的特解．

解. y =
x −1

x
ex +

1

x
．

四、（本题满分 9分）
利用导数证明：当 x > 1时，有不等式 ln(1+ x )

ln x
>

x

1+ x
．

解. 令 f (x ) = (1+ x ) ln(1+ x )− x ln x，则 f ′(x ) = ln
�

1+
1

x

�
> 0．因此当 x > 1时有

f (x )> f (1) = 2ln 2> 0．

五、（本题满分 9分）
求微分方程 y ′′+ y = x + cos x 的通解．

解. y =C1 cos x +C2 sin x + x +
1

2
x sin x，其中 C1和 C2为任意常数．

六、（本题满分 9分）
曲线 y = (x −1)(x −2)和 x 轴围成一平面图形，求此平面图形绕 y 轴旋转一周
所成的旋转体的体积．

解. V =
∫ 2

1
2πx |y |dx =

π

2
．

七、（本题满分 9分）
如图，A和 D 分别是曲线 y = ex 和 y = e−2x 上的点，AB 和 D C 均垂直 x 轴，
且 |AB | : |D C | = 2 : 1, |AB | < 1，求点 B 和 C 的横坐标，使梯形 AB C D 的面积
最大．

解. 当点 B 的横坐标为 1

3
ln2−1，点 C 的横坐标为 1

2
+

1

3
ln2时，梯形面积最大．

八、（本题满分 8分）
设函数 f (x )在 (−∞,+∞)内满足 f (x ) = f (x −π)+sin x，且 f (x ) = x , x ∈ [0,π)，
计算

∫ 3π

π
f (x )dx．

解. π2−2．
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一九九二年考研数学试卷三解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设
¨

x = f (t )−π,

y = f (e3t −1),
其中 f 可导，且 f ′(0) 6= 0，则 dy

dx

���
t=0
= ．

解. 应填 3．

2. 函数 y = x +2 cos x 在
�
0,
π

2

�
上的最大值为 ．

解. 应填p3+
π

6
．

3. lim
x→0

1−p1− x 2

ex − cos x
= ．

解. 应填 0．

4.
∫ +∞

1

dx

x (x 2+1)
= ．

解. 应填 1

2
ln 2．

5. 由曲线 y = x ex 与直线 y = ex 所围成的图形的面积 S = ．

解. 应填 e

2
−1．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 当 x → 0时，x − sin x 是 x 2的 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)低阶无穷小． (B)高阶无穷小．
(C)等价无穷小． (D)同阶但非等价的无穷小．

解. 应选 (B)．

2. 设 f (x ) =

¨
x 2, x ¶ 0

x 2+ x , x > 0
，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f (−x ) =

¨−x 2, x ¶ 0,

−(x 2+ x ), x > 0.
(B) f (−x ) =

¨−(x 2+ x ), x < 0,

−x 2, x ¾ 0.

(C) f (−x ) =

¨
x 2, x ¶ 0,

x 2− x , x > 0.
(D) f (−x ) =

¨
x 2− x , x < 0,

x 2, x ¾ 0.

解. 应选 (D)．
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3. 同试卷一第二 [1]题．

4. 设 f (x )连续，F (x ) =
∫ x 2

0
f (t 2)dt，则 F ′(x )等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f (x 4)． (B) x 2 f (x 4)． (C) 2x f (x 4)． (D) 2x f (x 2)．

解. 应选 (C)．

5. 若 f (x )的导函数是 sin x，则 f (x )有一个原函数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 1+ sin x． (B) 1− sin x． (C) 1+ cos x． (D) 1− cos x．

解. 应选 (B)．

三、计算题（本题共 5小题，每小题 5分，满分 25分）

1. 求 lim
x→∞

�
3+ x

6+ x

� x−1
2 ．

解. 极限等于 e−3/2．

2. 设函数 y = y (x )由方程 y − x ey = 1所确定，求 d2 y

dx 2

���
x=0
的值．

解. 导数等于 2e2．

3. 求
∫

x 3p
1+ x 2

dx．

解. 1

3
(1+ x 2)3/2− (1+ x 2)1/2+C．

4. 求
∫ π

0

p
1− sin x dx．

解. 4(
p

2−1)．

5. 求微分方程 (y − x 3)dx −2x dy = 0的通解．

解. 当 x > 0时 y =C
p

x − 1

5
x 3，当 x < 0时 y =C

p−x − 1

5
x 3．

四、（本题满分 9分）
同试卷一第三 [3]题．

五、（本题满分 9分）
求微分方程 y ′′−3y ′+2y = x ex 的通解
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解. y =C1ex +C2e2x −
�

1

2
x 2+ x

�
ex．

六、（本题满分 9分）
计算曲线 y = ln(1− x 2)上相对于 0¶ x ¶ 1

2
的一段弧的长度．

解. ln3− 1

2
．

七、（本题满分 6分）
求曲线 y =

p
x 的一条切线 l，使该曲线与切线 l 及直线 x = 0,x = 2所围成的

平面图形面积最小．

解. 设切点为 (t ,
p

t )．则当 t = 1时面积最小，此时切线方程为 y =
x

2
+

1

2
．

八、（本题满分 8分）
同试卷一第六题．
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一九九三年考研数学试卷三解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. lim
x→0+

x ln x = ．

解. 由洛必达法则，求得极限等于 0．

2. 函数 y = y (x )由方程 sin(x 2+ y 2)+ ex − x y 2 = 0所确定，则 dy

dx
= ．

解. y 2−2x cos(x 2+ y 2)−ex

2y cos(x 2+ y 2)−2x y
．

3. 同试卷一第一 [1]题．

4.
∫

tan xp
cos x

dx = ．

解. 2p
cos x

+C．

5. 已知曲线 y = f (x )过点
�

0,−1

2

�
，且其上任一点 (x , y )处的切线斜率为 x ln(1+x 2)，

则 f (x ) = ．

解. 1

2
(1+ x 2)[ln(1+ x 2)−1]．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 当 x → 0时，变量 1

x 2
sin

1

x
是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)无穷小． (B)无穷大．
(C)有界的，但不是无穷小． (D)有界的，但不是无穷大．

解. 应选 (D)．

2. 设 f (x ) =

 |x
2−1|

x −1
, x 6= 1,

2, x = 1,
则在点 x = 1处函数 f (x ) · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)不连续． (B)连续，但不可导．
(C)可导，但导数不连续． (D)可导，且导数连续．

解. 应选 (A)．
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3. 已知 f (x ) =

¨
x 2, 0¶ x < 1,

1, 1¶ x ¶ 2,
设 F (x ) =

∫ x

1
f (t )dt（0¶ x ¶ 2），则 F (x )为 · ( )

(A)

(
1

3
x 3, 0¶ x < 1;

x , 1¶ x ¶ 2.
(B)

(
1

3
x 3− 1

3
, 0¶ x < 1;

x , 1¶ x ¶ 2.

(C)

(
1

3
x 3, 0¶ x < 1;

x −1, 1¶ x ¶ 2.
(D)

(
1

3
x 3− 1

3
, 0¶ x < 1;

x −1, 1¶ x ¶ 2.

解. 应选 (D)．

4. 设常数 k > 0，函数 f (x ) = ln x − x

e
+k 在 (0,+∞)内的零点个数为 · · · · · · · · ( )

(A) 3． (B) 2． (C) 1． (D) 0．

解. 应选 (B)．

5. 设 f (x ) =− f (−x )，在 (0,+∞)内 f ′(x )> 0, f ′′(x )> 0，则 f (x )在 (−∞, 0)内( )

(A) f ′(x )< 0, f ′′(x )< 0． (B) f ′(x )< 0, f ′′(x )> 0．
(C) f ′(x )> 0, f ′′(x )< 0． (D) f ′(x )> 0, f ′′(x )> 0．

解. 应选 (C)．

三、计算题（本题共 5小题，每小题 5分，满分 25分）

1. 设 y = sin[ f (x 2)]，其中 f 具有二阶导数，求 d2 y

dx 2
．

解. d2 y

dx 2
= 2 f ′(x 2)cos[ f (x 2)] +4x 2{ f ′′(x 2)cos[ f (x 2)]− [ f ′(x 2)]2 sin[ f (x 2)]}．

2. 求 lim
x→−∞ x (

p
x 2+100+ x )．

解. −50．

3. 求
∫ π

4

0

x

1+ cos 2x
dx．

解. π
8
− 1

4
ln2．

4. 求
∫ +∞

0

x

(1+ x )3
dx．

解. 1

2
．

5. 求微分方程 (x 2−1)dy + (2x y − cos x )dx = 0满足初始条件 y |x=0 = 0的特解．
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解. y =
sin x −1

x 2−1
．

四、（本题满分 9分）
设二阶常系数线性微分方程 y ′′ +αy ′ +β y = γex 的一个特解为 y = e2x + (1+

x )ex，试确定常数 α, β , γ，并求该方程的通解．

解. y =C1ex +C2e2x + x ex．

五、（本题满分 9分）
设平面图形 A由 x 2+ y 2 ¶ 2x 与 y ¾ x 所确定，求图形 A绕 x = 2旋转一周所
得旋转体的体积．

解. V =
∫ 1

0
2π

�p
1− y 2− (1− y )2

�
dy =

π

2
− 2

3
π．

六、（本题满分 9分）
作半径为 r 的球的外切正圆锥，问此圆锥的高 h为何值时，其体积 V 最小，并
求出该最小值．

解. 当 h = 4r 时，V 取最小值 V (4r ) =
8πr 3

3
．

七、（本题满分 9分）
设 x > 0，常数 a > e，证明：(a + x )a < a a+x．

解. 令 f (x ) = (a + x ) ln a − a ln(a + x )，则当 x > 0时 f ′(x ) = ln a − a

a + x
> 0，所以

f (x )在 [0,+∞]上单调增加，从而 f (x )> f (0) = 0．即结论成立．

八、（本题满分 9分）
设 f ′(x )在 [0, a ]上连续，且 f (0) = 0，证明：����∫ a

0
f (x )dx

����¶ M a 2

2
,

其中M = max
0¶x¶a

�� f ′(x )��．
解. 证法一：任取 x ∈ (0, a ]，由微分中值定理有

f (x ) = f (x )− f (0) = f ′(ξ)x , ξ ∈ (0, x ).

再由定积分的绝对值不等式有����∫ a

0
f (x )dx

����= ����∫ a

0
f ′(ξ)x dx

����¶ ∫ a

0

�� f ′(ξ)�� x dx ¶M
∫ a

0
x dx =

M a 2

2
.
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证法二：由微积分基本公式及定积分的绝对值不等式有

| f (x )|= | f (x )− f (0)|=
����∫ x

0
f ′(t )dt

����¶ ∫ x

0

�� f ′(t )��dt ¶
∫ x

0
M dt =M x .

从而由积分的保号性有����∫ a

0
f (x )dx

����¶ ∫ a

0
| f (x )|dx ¶

∫ a

0
M x dx =

M a 2

2
.
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一九九四年考研数学试卷三解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 若 f (x ) =

 sin 2x +e2a x −1

x
, x 6= 0,

a , x = 0
在 (−∞,+∞)上连续，则 a = ．

解. 应填 −2．

2. 设函数 y = y (x )由参数方程
¨

x = t − ln(1+ t ),
y = t 3+ t 2

所确定，则 d2 y

dx 2
= ．

解. 应填 1

t
(6t +5)(t +1)．

3. d

dx

�∫ cos 3x

0
f (t )dt

�
= ．

解. 应填 −3 f (cos3x )sin 3x．

4.
∫

x 3ex 2
dx = ．

解. 应填 1

2
(x 2−1)ex 2 +C．

5. 微分方程 y dx + (x 2−4x )dy = 0的通解为 ．

解. 应填 y 4 =
C x

4− x
．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设 lim
x→0

ln(1+ x )− (a x + b x 2)
x 2

= 2，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a = 1, b =−5

2
． (B) a = 0, b =−2． (C) a = 0, b =−5

2
． (D) a = 1, b =−2．

解. 应选 (A)．

2. 设 f (x ) =

(
2

3
x 3, x ¶ 1,

x 2, x > 1,
则 f (x )在 x = 1处 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)左、右导数都存在． (B)左导数存在，但右导数不存在．
(C)左导数不存在，但右导数存在． (D)左、右导数都不存在．

解. 应选 (B)．
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3. 设 y = f (x )是满足微分方程 y ′′+ y ′−esin x = 0的解，且 f ′(x0) = 0，则 f (x )在( )

(A) x0的某个邻域内单调增加． (B) x0的某个邻域内单调减少．
(C) x0处取得极小值． (D) x0处取得极大值．

解. 应选 (C)．

4. 曲线 y = e
1

x 2 arctan
x 2+ x +1

(x +1)(x −2)
的渐近线有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 1条． (B) 2条． (C) 3条． (D) 4条．

解. 应选 (B)．由于
lim

x→∞e
1

x 2 arctan
x 2+ x +1

(x +1)(x −2)
=
π

4
,

故 y =
π

4
为该曲线的一条水平渐近线．又

lim
x→0

e
1

x 2 arctan
x 2+ x +1

(x +1)(x −2)
=∞,

故 x = 0为该曲线的一条垂直渐近线．所以该曲线的渐近线有两条．

5. 同试卷一第二 [1]题．

三、解答题（本题共 5小题，每小题 5分，满分 25分）

1. 设 y = f (x + y )，其中 f 具有二阶导数，且其一阶导数不等于 1，求 d2 y

dx 2
．

解. d2 y

dx 2
=

f ′′
(1− f ′)3．

2. 计算
∫ 1

0
x (1− x 4)

3
2 dx．

解. 令 x 2 = sin t，可求得积分等于 3

32
π．

3. 计算 lim
n→∞ tann

�
π

4
+

2

n

�
．

解. e4．

4. 同试卷一第三 [3]题．

5. 如图，设曲线方程为 y = x 2+
1

2
，梯形O AB C 的面积为D，曲边梯形O AB C 的

面积为D1，点 A的坐标为 (a ,0)（a > 0）．证明： D

D1
<

3

2
．
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解. D1 =
(2a 2+3)a

6
，D =

(a 2+1)a
2
，所以 D

D1
<

3

2
．

四、（本题满分 9分）
设当 x > 0时，方程 k x +

1

x 2
= 1有且仅有一个解，求 k 的取值范围．

解. 当 k =
2

9

p
3及 k ¶ 0时，方程有且仅有一个解．

五、（本题满分 9分）
设 y =

x 3+4

x 2
，

(Ⅰ)求函数的增减区间及极值；
(Ⅱ)求函数图像的凹凸区间及拐点；
(Ⅲ)求其渐近线；
(Ⅳ)作出其图形．

解. (Ⅰ) (−∞, 0)和 (2,+∞)为增区间，(0, 2)为减区间，极小值点为 x = 2，极小值为
y = 3；

(Ⅱ) (−∞, 0)和 (0,+∞)均为凹区间，无拐点；
(Ⅲ) x = 0为铅直渐近线，y = x 为斜渐近线；
(Ⅳ)其图形如下图：

六、（本题满分 9分）
求微分方程 y ′′+a 2 y = sin x 的通解，其中常数 a > 0.
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解. 当 a 6= 1时，原方程的通解为 y =C1 cos a x +C2 sin a x +
1

a 2−1
sin x；

当 a = 1时，原方程的通解为 y =C1 cos x +C2 sin x +−1

2
x cos x．

七、（本题满分 9分）
设 f (x )在 [0, 1]上连续且递减，证明：当 0<λ< 1时，

∫ λ

0
f (x )dx ¾λ

∫ 1

0
f (x )dx．

解. 由积分中值定理以及函数的单调性可得∫ λ

0
f (x )dx −λ

∫ 1

0
f (x )dx = (1−λ)

∫ λ

0
f (x )dx −λ

∫ 1

λ
f (x )dx

= (1−λ) ·λ f (ξ1)−λ · (1−λ) f (ξ2)

=λ(1−λ)[ f (ξ1)− f (ξ2)]¾ 0.

八、（本题满分 8分）
求曲线 y = 3− |x 2− 1|与 x 轴围成的封闭图形绕直线 y = 3旋转所得的旋转体
体积．

解. V =
448

15
π．
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一九九五年考研数学试卷三解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设 y = cos(x 2)sin2 1

x
，则 y ′ = ．

解. 应填 −2x sin(x 2)sin2 1

x
− 1

x 2
sin

2

x
cos(x 2)．

2. 微分方程 y ′′+ y =−2x 的通解为 ．

解. 应填 C1 cos x +C2 sin x −2x．

3. 曲线
¨

x = 1+ t 2

y = t 3
在 t =−2处的切线方程为 ．

解. 应填 3x − y −7= 0．

4. lim
n→∞

�
1

n 2+n +1
+

2

n 2+n +2
+ · · ·+ n

n 2+n +n

�
= ．

解. 应填 1

2
．

5. 由曲线 y = x 2e−x 2 的渐近线方程为 ．

解. 应填 y = 0．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设 f (x )和ϕ(x )在 (−∞,+∞)上有定义，f (x )为连续函数，且 f (x ) 6= 0，ϕ(x )有
间断点，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)ϕ[ f (x )]必有间断点． (B) [ϕ(x )]2必有间断点．
(C) f [ϕ(x )]必有间断点． (D)

ϕ(x )
f (x )
必有间断点．

解. 应选 (D)．

2. 曲线 y = x (x −1)(2− x )与 x 轴所围图形的面积可表示为 · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) −
∫ 2

0
x (x −1)(2− x )dx．

(B)
∫ 1

0
x (x −1)(2− x )dx −

∫ 2

1
x (x −1)(2− x )dx．

(C) −
∫ 1

0
x (x −1)(2− x )dx +

∫ 2

1
x (x −1)(2− x )dx．

(D)
∫ 2

0
x (x −1)(2− x )dx．
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解. 应选 (C)．

3. 设 f (x )在 (−∞,+∞)内可导，且对任意 x1, x2，当 x1 > x2时都有 f (x1)> f (x2)，
则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)对任意 x， f ′(x )> 0． (B)对任意 x， f ′(−x )¶ 0．
(C)函数 f (−x )单调增加． (D)函数 − f (−x )单调增加．

解. 应选 (D)．

4. 同试卷一第二 [2]题．

5. 设 f (x )可导，F (x ) = f (x )(1+ |sin x |)，若 F (x )在 x = 0处可导，则必有 · · ( )

(A) f (0) = 0． (B) f ′(0) = 0．
(C) f (0)+ f ′(0) = 0． (D) f (0)− f ′(0) = 0．

解. 应选 (A)．设 F (x )在 x = 0处可导，则 f (x ) · |sin x |在 x = 0处可导，由可导的
充要条件知

lim
x→0−

f (x ) · |sin x |
x

= lim
x→0+

f (x ) · |sin x |
x

.

根据重要极限 lim
x→0

sin x

x
= 1，可得

lim
x→0−
|sin x |

x
=− lim

x→0−
sin x

x
=−1, lim

x→0+

|sin x |
x
= lim

x→0+

sin x

x
= 1.

因此我们有 f (0) =− f (0)，故 f (0) = 0．

三、解答题（本题共 6小题，每小题 5分，满分 30分）

1. 求 lim
x→0+

1−pcos x

x (1− cos
p

x )
．

解. 1

2
．

2. 设函数 y = y (x )由方程 x e f (y ) = ey 确定，其中 f 具有二阶导数，且 f ′ 6= 1，求
d2 y

dx 2
．

解. d2 y

dx 2
=

f ′′(y )− [1− f ′(y )]2
x 2[1− f ′(y )]3 ．

3. 设 f (x 2−1) = ln
x 2

x 2−2
，且 f [ϕ(x )] = ln x，求

∫
ϕ(x )dx．

解. 2ln |x −1|+ x +C．

4. 设 f (x ) =

(
x arctan

1

x 2
, x 6= 0,

0, x = 0,
试讨论 f ′(x )在 x = 0处的连续性．
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解. f ′(x )在 x = 0处是连续的．

5. 求摆线
¨

x = 1− cos t

y = t − sin t
一拱（0¶ t ¶ 2π）的弧长．

解. 弧长 s = 8．

6. 设单位质点在水平面内作直线运动，初速度 v
��

t=0
= v0，已知阻力与速度成正比

（比例常数为 1），问 t 为多少时此质点的速度为 v0

3
？并求到此时刻该质点所经

过的路程．

解. t = ln3时此质点的速度为 v0

3
，到此时刻该质点所经过的路程 s =

2

3
vo．

四、（本题满分 8分）
求函数 f (x ) =

∫ x 2

0
(2− t )e−t dt 的最大值和最小值．

解. 最大值为 f (±p2) = 1+e−2；最小值为 f (0) = 0．

五、（本题满分 8分）
设 y = ex 是微分方程 x y ′ + p (x )y = x 的一个解，求此微分方程满足条件
y
��

x=ln2
= 0的特解．

解. 所求特解为 y = ex −ex+e−x− 1
2．

六、（本题满分 8分）
如图，设曲线 L的方程为 y = f (x )，且 y ′′ > 0，又M T , M P 分别为该曲线在点

M (x0, y0)处的切线和法线，已知线段M P 的长度为
�
1+ (y ′0 )2

� 3
2

y ′′0
（其中 y ′0 = y ′(x0),

y ′′0 = y ′′(x0)），试推导出点 P (ξ,η)的坐标表达式．

解. ξ= x0− y ′0
�
1+ (y ′0 )2

�
y ′′0

，η= y0+
1+ (y ′0 )2

y ′′0
．

七、（本题满分 8分）
设 f (x ) =

∫ x

0

sin t

π− t
dt，求

∫ π

0
f (x )dx．

解.
∫ π

0
f (x )dx = 2．
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八、（本题满分 8分）
设 lim

x→0

f (x )
x
= 1，且 f ′′(x )> 0，证明 f (x )¾ x．

解. 因为 f (x )连续且具有一阶导数，所以由 lim
x→0

f (x )
x
= 1知 f (0) = 0．从而有

f ′(0) = lim
x→0

f (x )− f (0)
x −0

= 1.

令 F (x ) = f (x )−x，则 F (0) = 0, F ′(0) = 0．又由 F ′′(x ) = f ′′(x )> 0知 F (0)是 F (x )

的极小值和 F ′(x )单调．故 F (x )只有一个驻点，从而 F (0)是 F (x )的最小值．因
此 F (x )¾ F (0) = 0，即 f (x )¾ x．
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一九九六年考研数学试卷三解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设 y = (x +e−
x
2 )

2
3，则 y ′|x=0 = ．

解. 应填 1

3
．

2.
∫ 1

−1

�
x +
p

1− x 2
�2

dx = ．

解. 应填 2．

3. 微分方程的 y ′′+2y ′+5y = 0通解为 ．

解. 应填 y = e−x (C1 cos 2x +C2 sin 2x )，其中 C1, C2为任意常数．

4. lim
x→∞ x

h
sin ln

�
1+

3

x

�
− sinln

�
1+

1

x

�i
= ．

解. 应填 2．

5. 由曲线 y = x +
1

x
, x = 2及 y = 2所围图形的面积 S = ．

解. 应填 ln2− 1

2
．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设 x → 0时 ex − (a x 2+ b x +1)是比 x 2高阶的无穷小，则 · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a =
1

2
, b = 1． (B) a = 1, b = 1． (C) a =−1

2
, b =−1．(D) a =−1, b = 1．

解. 应选 (A)．

2. 设函数 f (x )在区间 (−δ,δ)内有定义，若当 x ∈ (−δ,δ)时，恒有
�� f (x )��¶ x 2，则

x = 0必是 f (x )的 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)间断点． (B)连续而不可导的点．
(C)可导的点，且 f ′(0) = 0． (D)可导的点，且 f ′(0) 6= 0．

解. 应选 (C)．

3. 设 f (x )处处可导，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)当 lim
x→−∞ f (x ) =−∞时，必有 lim

x→−∞ f ′(x ) =−∞．
(B)当 lim

x→−∞ f ′(x ) =−∞时，必有 lim
x→−∞ f (x ) =−∞．

(C)当 lim
x→+∞ f (x ) = +∞时，必有 lim

x→+∞ f ′(x ) = +∞．
(D)当 lim

x→+∞ f ′(x ) = +∞时，必有 lim
x→+∞ f (x ) = +∞．
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解. 应选 (D)．取反例 f (x ) = x，可排除选项 (A)和 (C)；另取反例 f (x ) = x 2，可排
除选项 (B)；因而只能选 (D)．
事实上，由 lim

x→+∞ f ′(x ) = +∞知，对任意正数M，存在N，使得当 x >N 时有
f ′(x )>M．故由拉格朗日中值定理，当 x >N 时有

f (x )− f (N ) = f ′(x )(x −N )>M (x −N ),

即 x →+∞时 f (x )> f (N )+M (x −N )→+∞．

4. 在区间 (−∞,+∞)内，方程 |x | 14 + |x | 12 − cos x = 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)无实根． (B)有且仅有一个实根．
(C)有且仅有两个实根． (D)有无穷多个实根．

解. 应选 (C)．

5. 设 f (x ),g (x )在区间 [a , b ]上连续，g (x )< f (x )<m（m为常数），由曲线 y = g (x ),

y = f (x ), x = a 及 x = b 所围平面图形绕直线 y = m 旋转而成的旋转体体积
为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∫ b

a
π[2m − f (x )+ g (x )][ f (x )− g (x )]dx．

(B)
∫ b

a
π[2m − f (x )− g (x )][ f (x )− g (x )]dx．

(C)
∫ b

a
π[m − f (x )+ g (x )][ f (x )− g (x )]dx．

(D)
∫ b

a
π[m − f (x )− g (x )][ f (x )− g (x )]dx．

解. 应选 (B)．

三、计算题（本题共 6小题，每小题 5分，满分 30分）

1. 计算
∫ ln 2

0

p
1−e−2x dx．

解. ln(2+
p

3)−
p

3

2
．

2. 求
∫

dx

1+ sin x
．

解. tan x − sec x +C．

3. 设
x =

∫ t

0
f (u 2)du ,

y = [ f (t 2)]2,
其中 f (u )具有二阶导数，且 f (u ) 6= 0，求 d2 y

dx 2
.

第 33页 共 174页



解. d2 y

dx 2
=

4[ f ′(t 2)+2t 2 f ′′(t 2)]
f (t 2)

．

4. 求函数 f (x ) =
1− x

1+ x
在 x = 0点处带拉格朗日型余项的 n 阶泰勒展开式．

解. f (x ) = 1−2x +2x 2+ · · ·+ (−1)n 2x n + (−1)n+1 2x n+1

(1+θ x )n+2
，0<θ < 1．

5. 求微分方程 y ′′+ y ′ = x 2的通解．

解. y =
1

3
x 3− x 2+2x +C1+C2e−x．

6. 设有一正椭圆柱体，其底面的长、短轴分别为 2a ,2b，用过此柱体底面的短轴
与底面成 α角（0<α<

π

2
）的平面截此柱体，得一锲形体（如图），求此锲形体

的体积 V．

解. V =
2a 2b

3
tanα．

四、（本题满分 8分）
计算不定积分

∫
arctan x

x 2(1+ x 2)
dx．

解. −arctan x

x
− 1

2
(arctan x )2+

1

2
ln

x 2

1+ x 2
+C．

五、（本题满分 8分）

设函数 f (x ) =


1−2x 2, x <−1,

x 3, −1¶ x ¶ 2,

12x −16, x > 2.

(Ⅰ)写出 f (x )的反函数 g (x )的表达式；
(Ⅱ) g (x )是否有间断点、不可导点，若有，指出这些点．
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解. (Ⅰ) g (x ) =


−
r

1− x

2
, x <−1,

3px , −1¶ x ¶ 8,
x +16

12
, x > 8.

(Ⅱ) g (x ) 在 (−∞,+∞) 处处连续，没有间断点．g (x ) 的不可导点是 x = 0 和
x =−1．

六、（本题满分 8分）
设函数 y = y (x )由方程 2y 3−2y 2+2x y − x 2 = 1所确定，试求 y = y (x )的驻点，
并判别它是否为极值点．

解. 唯一驻点是 x = 1，也是函数的极小值点．

七、（本题满分 8分）
设 f (x )在区间 [a , b ]上具有二阶导数，且 f (a ) = f (b ) = 0, f ′(a ) f ′(b )> 0．试证
明：存在 ξ ∈ (a , b ), η ∈ (a , b )，使 f (ξ) = 0及 f ′′(η) = 0．

解. 不妨设 f ′(a )> 0, f ′(b )> 0．则有
lim

x→a+

f (x )
x −a

> 0, lim
x→b−

f (x )
x − b

> 0.

由此知在a的右邻域中有 x1使得 f (x1)> 0，在 b的左邻域中有 x2使得 f (x2)< 0．
由零值定理，存在 ξ ∈ (x1, x2)⊂ (a , b )使得 f (ξ) = 0．
另外，由罗尔定理，存在 η1 ∈ (a ,ξ)和 η2 ∈ (ξ, b )，使得 f ′(η1) = f ′(η2) = 0．再
用一次罗尔定理，存在 η ∈ (η1,η2)⊂ (a , b )使得 f ′′(η) = 0．

八、（本题满分 8分）
设 f (x )为连续函数，

(Ⅰ)求初值问题
¨

y ′+a y = f (x ),
y |x=0 = 0

的解 y (x )，其中 a 是正常数．

(Ⅱ)若
�� f (x )��¶ k（k 为常数），证明：当 x ¾ 0时，有

��y (x )��¶ k

a
(1−e−a x )．

解. (Ⅰ)解为 y (x ) = e−a x

∫ x

0
f (t )ea t dt．

(Ⅱ) |y (x )|¶ e−a x

∫ x

0
| f (t )|ea t dt ¶ k e−a x

∫ x

0
ea t dt =

k

a
e−a x (ea x −1) =

k

a
(1−e−a x )．
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一九九七年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 已知 f (x ) =

¨
(cos x )x−2

, x 6= 0,

a , x = 0
在 x = 0处连续，则 a = ．

解. 应填 e−1/2．

2. 设 y = ln
È

1− x

1+ x 2
，则 y ′′

��
x=0
= ．

解. 应填 −3

2
．

3.
∫

dxp
x (4− x )

= ．

解. 应填 arcsin
x −2

2
+C．

4.
∫ +∞

0

dx

x 2+4x +8
= ．

解. 应填 π

8
．

5. 已知向量组 α1 = (1, 2,−1, 1), α,2 = (2,0, t , 0), α3 = (0,−4,5,−2)的秩为 2，则 t =

．

解. 应填 3．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设 x → 0时，etan x −ex 与 x n 是同阶无穷小，则 n 为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 1． (B) 2． (C) 3． (D) 4．

解. 应选 (C)．

2. 同试卷一第二 [2]题．

3. 已知函数 y = f (x )对一切 x 满足 x f ′′(x ) + 3x [ f ′(x )]2 = 1− e−x，若 f ′(x0) = 0

（x0 6= 0），则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f (x0)是 f (x )的极大值．
(B) f (x0)是 f (x )的极小值．
(C) (x0, f (x0))是曲线 y = f (x )的拐点．
(D) f (x0)不是 f (x )的极小值，(x0, f (x0))也不是曲线 y = f (x )的拐点．
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解. 应选 (B)．

4. 同试卷一第二 [3]题．

5. 设 g (x ) =

¨
2− x , x ¶ 0

x +2, x > 0
, f (x ) =

¨
x 2, x < 0

−x , x ¾ 0
，则 g [ f (x )]为 · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)

¨
2+ x 2, x < 0,

2− x , x ¾ 0.
(B)

¨
2− x 2, x < 0,

2+ x , x ¾ 0.

(C)

¨
2− x 2, x < 0,

2− x , x ¾ 0.
(D)

¨
2+ x 2, x < 0,

2+ x , x ¾ 0.

解. 应选 (D)．

三、计算题（本题共 6小题，每小题 5分，满分 30分）

1. 求极限 lim
x→−∞

p
4x 2+ x −1+ x +1p

x 2+ sin x
．

解. 极限等于 1．

2. 设 y = y (x )由
¨

x = arctan t

2y − t y 2+et = 5
所确定，求 dy

dx
．

解. dy

dx
=
(y 2−et )(1+ t 2)

2(1− t y )
．

3. 计算
∫

e2x (tan x +1)2 dx．

解. e2x tan x +C．

4. 求微分方程 �
3x 2+2x y − y 2

�
dx +

�
x 2−2x y

�
dy = 0的通解．

解. 通解为 x y 2− x 2 y − x 3 =C．

5. 已知 y1 = x ex + e2x , y2 = x ex + e−x , y3 = x ex + e2x − e−x 是某二阶线性非齐次微分
方程的三个解，求此微分方程．

解. y ′′− y ′−2y = ex −2x ex．

6. 已知 A =

1 1 −1

0 1 1

0 0 −1

，且 A2−AB = E，其中 E 是三阶单位矩阵，求矩阵 B．
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解. B =

0 2 1

0 0 0

0 0 0

．
四、（本题满分 8分）

λ取何值时，方程组


2x1+λx2− x3 = 1

λx1− x2+ x3 = 2

4x1+5x2−5x3 =−1

无解，有唯一解或由无穷多解？并

在有无穷多解时写出方程组的通解．

解. 当 λ=−4

5
时，原方程组无解．

当 λ 6= 1且 λ 6=−4

5
时，方程组有唯一解．

当 λ= 1时，原方程组有无穷多解，其通解为
(x1, x2, x3)

T = (1,−1,0)T +k (0,1, 1)T ,

其中 k 为任意常数．

五、（本题满分 8分）
设曲线 L 的极坐标方程为 r = r (θ )，M (r,θ )为 L 上的任一点，M0(2, 0)为 L 上
一定点，若极径O M0, O M 与曲线 L所围成的曲边扇形面积值等于 L上M0, M

两点间弧长值的一半，求曲线 L 的方程．

解. 直线方程为 x ∓p3y = 2．

六、（本题满分 8分）
设函数 f (x )在闭区间 [0, 1]上连续，在开区间 (0,1)内大于零，并满足 x f ′(x ) =
f (x )+

3a

2
x 2（a 为常数），又曲线 y = f (x )与 x = 1, y = 0所围成的图形 S 的面

积值为 2，求函数 y = f (x )，并问 a 为何值时，图形 S 绕 x 轴旋转一周所得的
旋转体的体积最小．

解. f (x ) =
3

2
a x 2+ (4−a )x．故 a =−5时，旋转体体积 V (a )最小．

七、（本题满分 8分）
已知函数 f (x )连续，且 lim

x→0

f (x )
x
= 2，设 φ(x ) =

∫ 1

0
f (x t )dt，求 φ′(x )并讨论

φ′(x )在 x = 0处的连续性．
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解. 由题设 lim
x→0

f (x )
x
= 2知 f (0) = 0, f ′(0) = 2，且有 φ(0) = 0．当 x 6= 0时有

φ(x ) =
∫ 1

0
f (x t )dt =

∫ x

0
f (u )du

x
⇒ φ′(x ) =

x f (x )−
∫ x

0
f (u )du

x 2
,

当 x = 0时有

φ′(0) = lim
x→0

φ(x )−φ(0)
x

= lim
x→0

∫ x

0
f (u )du

x 2
= lim

x→0

f (x )
2x
= 1.

从而

lim
x→0
φ′(x ) = lim

x→0

x f (x )−
∫ x

0
f (u )du

x 2
= lim

x→0

f (x )
x
− lim

x→0

∫ x

0
f (u )du

x 2

= 2−1= 1=φ′(0),

即 φ′(x )在 x = 0处连续．

八、（本题满分 8分）
就 k的不同取值情况，确定方程 x − π

2
sin x = k在开区间

�
0,
π

2

�
内根的个数，并

证明你的结论．

解. 设 f (x ) = x − π
2

sin x，x ∈ �0,
π

2

�
．则 f (x )在 x0 = arccos

2

π
处有最小值 y0．因此：

(Ⅰ)当 k 6∈ [y0, 0)时，原方程在
�
0,
π

2

�
内没有根；

(Ⅱ)当 k = y0时，原方程在
�
0,
π

2

�
内有唯一根 x0；

(Ⅲ)当 k 6∈ (y0,0)时，原方程在
�
0,
π

2

�
内恰有两个不同的根．
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一九九八年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 曲线 y =−x 3+ x 2+2x 与 x 轴所围成的图形的面积 A = ．

解. 应填 37

12
．易见 y =−x 3+ x 2+2x 的零点为−1, 0, 2，且当 x ∈ (−1, 0)时 y < 0；当

x ∈ (0,2)时 y > 0．于是有

A =
∫ 0

−1
−(−x 3+ x 2+2x )dx +

∫ 2

0
(−x 3+ x 2+2x )dx =

37

12
.

3.
∫

ln(sin x )
sin2 x

dx = ．

解. 应填 −cot x · ln sin x − cot x − x +C．用分部积分法，有∫
lnsin x

sin2 x
dx =−

∫
lnsin x d(cot x ) =−cot x · lnsin x +

∫
cot2 x dx

=−cot x · ln sin x +
∫
(csc2 x −1)dx

=−cot x · ln sin x − cot x − x +C .

4. 设 f (x )连续，则 d

dx

∫ x

0
t f (x 2− t 2)dt = ．

解. 应填 x f (x 2)．作变量代换 u = x 2− t 2，则有∫ x

0
t f (x 2− t 2)dt =

∫ 0

x 2

−1

2
f (u )du =

1

2

∫ x 2

0
f (u )du ,

从而导函数为
d

dx

∫ x

0
t f (x 2− t 2)dt =

1

2

d

dx

∫ x 2

0
f (u )du =

1

2
f (x 2) · �x 2

�′
= x f (x 2).

5. 曲线 y = x ln
�

e+
1

x

�
（x > 0）的渐进线方程为 ．

解. 应填 y = x +
1

e
．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设数列 xn 与 yn 满足 lim
x→∞ xn yn = 0，则下列断言正确的是 · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)若 xn 发散，则 yn 必发散．
(B)若 xn 无界，则 yn 必有界．
(C)若 xn 有界，则 yn 必为无穷小．
(D)若 1

xn
为无穷小，则 yn 必为无穷小．
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解. 应选 (D)．

2. 同试卷一第二 [2]题．

3. 同试卷一第二 [3]题．

4. 设函数 f (x )在 x = a 的某个邻域内连续，且 f (a )为其极大值，则存在 δ > 0，当
x ∈ (a −δ, a +δ)时，必有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) (x −a )[ f (x )− f (a )]¾ 0． (B) (x −a )[ f (x )− f (a )]¶ 0．
(C) lim

t→a

f (t )− f (x )
(t − x )2

¾ 0 (x 6= a )． (D) lim
t→a

f (t )− f (x )
(t − x )2

¶ 0 (x 6= a )．

解. 应选 (C)．

5. 设 A是任一 n（n ¾ 3）阶方程，A∗是其伴随矩阵，又 k 为常数，且 k 6= 0,±1，则
必有 (k A)∗ = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) k A∗． (B) k n−1A∗． (C) k n A∗． (D) k−1A∗．

解. 应选 (B)．

三、（本题满分 5分）
求函数 f (x ) = (1+ x )

x
tan(x−π/4)．在区间 (0, 2π)内的间断点，并判断其类型．

解. f (x )在区间 (0,2π)内有第二类间断点 π

4
和 5π

4
，第一类（可去）间断点 3π

4
和 7π

4
．

四、（本题满分 5分）
确定常数 a , b , c 的值，使 lim

x→0

a x − sin x∫ x

b

ln(1+ t 3)
t

dt

= c（c 6= 0）．

解. a = 1, b = 0, c =
1

2
．

五、（本题满分 5分）
利用代换 y =

u

cos x
将方程 y ′′ cos x −2y ′ sin x +3y cos x = ex 化简，并求出原方

程的通解．

解. 原方程化简为 u ′′+4u = ex，其通解为 y =C1
cos 2x

cos x
+C2 sin x +

ex

5cos x
．

六、（本题满分 6分）

计算积分
∫ 3

2

1
2

dxp|x − x 2|．
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解. π
2
+ ln(2+

p
3)．

七、（本题满分 6分）
同试卷一第五题．

八、（本题满分 8分）
同试卷一第九题．

九、（本题满分 8分）
设有曲线 y =

p
x −1，过原点作其切线，求由此曲线、切线及 x 轴围成的平面

图形绕 x 轴旋转一周所得到的旋转体的表面积．

解. π
6
(11
p

5−1)．

十、（本题满分 8分）
设 y = y (x )是一向上凸的连续曲线，其上任意一点 (x , y )处的曲率为 1p

1+ y ′2，
且此曲线上点 (0, 1)处的切线方程为 y = x + 1，求该曲线的方程，并求函数
y = y (x )的极值．

解. 曲线的方程为 y = ln
���cos

�π
4
− x

����+ 1+
1

2
ln2．当 x =

π

4
时，函数有极大值 y =

1+
1

2
ln2．

十一、（本题满分 6分）
设 x ∈ (0, 1)，证明：(Ⅰ) (1+ x ) ln2(1+ x )< x 2； (Ⅱ)

1

ln2
−1<

1

ln(1+ x )
− 1

x
<

1

2
．

解. (Ⅰ)令 φ(x ) = (1+ x ) ln2(1+ x )− x 2，则有
φ′(x ) = ln2(1+ x ) +2ln(1+ x )−2x ,

φ′′(x ) = 2

1+ x
[ln(1+ x )− x ] .

当 x ∈ (0, 1)时，由φ′′(x )< 0可得φ′(x )<φ′(0) = 0，从而φ(x )<φ(0) = 0，即
有 (1+ x ) ln2(1+ x )< x 2．

(Ⅱ)令 f (x ) =
1

ln(1+ x )
− 1

x
，(1+ x ) ln2(1+ x )< x 2．则有

f ′(x ) = (1+ x ) ln2(1+ x )− x 2

x 2(1+ x ) ln2(1+ x )
.

由 (I)知，当 x ∈ (0, 1)时，f (x )< 0，于是 f (x )单调减少．又 f (x )在区间 [0, 1]

上连续，故当 x ∈ (0,1)时，
f (x ) =

1

ln(1+ x )
− 1

x
> f (1) =

1

ln 2
−1.
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又因为
lim
x→0

f (x ) = lim
x→0

x − ln(1+ x )
x ln(1+ x )

= lim
x→0

x − ln(1+ x )
x 2

= lim
x→0

x

2x (1+ x )
=

1

2
,

故当 x ∈ (0,1)时，
f (x ) =

1

ln(1+ x )
− 1

x
<

1

2
.

十二、（本题满分 5分）
设 �

2E −C −1B
�

AT =C −1，其中 E 是 4阶单位矩阵，AT 是 4阶矩阵 A的转置矩

阵，B =


1 2 −3 −2

0 1 2 −3

0 0 1 2

0 0 0 1

，C =


1 2 0 1

0 1 2 0

0 0 1 2

0 0 0 1

，求 A．

解. A =


1 0 0 0

−2 1 0 0

1 −2 1 0

0 1 −2 1

．

十三、（本题满分 8分）
已知 α1 = (1,4, 0, 2)T , α2 = (2, 7, 1, 3)T , α3 = (0,1,−1, a )T , β = (3,10, b ,4)T．问：
(Ⅰ) a , b 取何值时，β 不能由 α1, α2, α3线性表示？
(Ⅱ) a , b 取何值时，β 可由 α1, α2, α3线性表示？并写出表达式．

解. (Ⅰ)当 b 6= 2时，线性方程组 (α1,α2,α3)x = β 无解，此时 β 不能由 α1,α2,α3线
性表示．

(Ⅱ)当 b = 2, a 6= 1时，线性方程组 (α1,α2,α3)x =β 有唯一解:

x = (x1, x2, x3)
T = (−1,2, 0)T ,

于是 β 可唯一表示为 β =−α1+2α2．
当 b = 2, a = 1时，线性方程组 (α1,α2,α3)x =β 有无穷多个解:

x = (x1, x2, x3)
T = k (−2,1, 1)T + (−1,2, 0)T (k为任意常数).

这时 β 可由 α1,α2,α3线性表示:

β =−(2k +1)α1+ (k +2)α2+kα3 (k为任意常数).
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一九九九年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 曲线
¨

x = et sin 2t

y = et cos t
在点 (0, 1)处的法线方程为 ．

解. 应填 y +2x −1= 0．曲线的切线斜率为

dy

dx
=

dy

dt
dx

dt

=
et cos t −et sin t

et sin2t +2et cos2t
=

cos t − sin t

sin 2t +2cos 2t
.

点 (0, 1)对应 t = 0，把 t = 0代入得 dy

dx
=

1

2
，所以该点处法线斜率为 −2，故所

求法线方程为 y +2x −1= 0．

2. 设函数 y = y (x )由方程 ln
�
x 2+ y

�
= x 3 y + sin x 确定，则 dy

dx

���
x=0
= ．

解. 应填 1．y (x )由方程 ln
�
x 2+ y

�
= x 3 y +sin x 所确定，所以当 x = 0时 y = 1．在

方程 ln
�
x 2+ y

�
= x 3 y + sin x 两边分别对 x 求导得

2x + y ′
x 2+ y

= 3x 2 y + x 3 y ′+ cos x .

把 x = 0和 y = 1代入得 y ′(0) = dy

dx

���
x=0
= 1．

3.
∫

x +5

x 2−6x +13
dx = ．

解. 应填 1

2
ln(x 2−6x +13)+4arctan

x −3

2
+C．事实上，∫

x +5

x 2−6x +13
dx =

∫
x −3

x 2−6x +13
dx +

∫
8

x 2−6x +13
dx

=
1

2

∫
d(x 2−6x +13)

x 2−6x +13
+
∫

8

(x −3)2+4
dx

=
1

2
ln(x 2−6x +13)+4

∫ d
�

x −3

2

�
�

x −3

2

�2

+1

=
1

2
ln(x 2−6x +13)+4 arctan

x −3

2
+C .

4. 函数 y =
x 2p−x 2
在区间

�
1

2
,
p

3

2

�
上的平均值为 ．

解. 应填
p

3+1

12
π．令 x = sin t，可得所求平均值为

y =
1p

3

2
− 1

2

∫ p3
2

1
2

x 2p
1− x 2

dx =
2p

3−1

∫ π
3

π
6

sin2 t dt
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= (
p

3+1)
∫ π

3

π
6

�
1

2
− 1

2
cos 2t

�
dt = (

p
3+1)

h
1

2
t − 1

2
sin2t

iπ
3
π
6

=
p

3+1

12
π.

5. 同试卷一第一 [3]题．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 同试卷一第二 [2]题．

2. 设α(x ) =
∫ 5x

0

sin t

t
dt，β (x ) =

∫ sin x

0
(1+ t )1/t dt，则当 x → 0时α(x )是β (x )的( )

(A)高阶无穷小． (B)低阶无穷小．
(C)同阶但不等价的无穷小． (D)等价无穷小．

解. 应选 (C)．当 x → 0时有

lim
x→0

α(x )
β (x )

= lim
x→0

∫ 5x

0

sin t

t
dt∫ sin x

0
(1+ t )1/t dt

= lim
x→0

sin5x

5x
·5

(1+ sin x )1/sin x · cos x

= 5 lim
x→0

sin5x

5x
· 1

lim
sin x→0

(1+ sin x )1/sin x · lim
x→0

cos x
= 5×1× 1

e ×1
=

5

e
,

所以当 x → 0时 α(x )是 β (x )同阶但不等价的无穷小．

3. 同试卷一第二 [1]题．

4.“对任意给定的 ϵ ∈ (0, 1)，总存在正整数N，当 n ¾N 时，恒有 |xn −a |¶ 2ϵ”是
数列 {xn}收敛于 a 的 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)充分条件但非必要条件． (B)必要条件但非充分条件．
(C)充分必要条件． (D)既非充分条件又非必要条件．

解. 应选 (C)．“必要性”：数列极限的定义“对于任意给定的 ϵ1 > 0，存在 N1 > 0，
使得当 n >N1时恒有 |xn −a |< ϵ1”．由该定义可以直接推出题中所述，即必要
性．“充分性”：对于任意给定的 ϵ1 > 0，取 ϵ =min

n
ϵ1

3
,

1

3

o
，这时 ϵ ∈ (0,1)，由已

知，对于此 ϵ存在N > 0，使得当 n ¾N 时，恒有 |xn −a |< 2ϵ，现取N1 =N −1，
于是有当 n ¾N >N1时，恒有 |xn −a |¶ 2

3
ϵ1 < ϵ1．这证明了数列 {xn}收敛于 a．

5. 记行列式

����������
x −2 x −1 x −2 x −3

2x −2 2x −1 2x −2 2x −3

3x −3 3x −2 4x −5 3x −5

4x 4x −3 5x −7 4x −3

����������
为 f (x )，则方程 f (x ) = 0的根的个数

为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 1． (B) 2． (C) 3． (D) 4．
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解. 应选 (B)．利用行列式性质计算 f (x )得到

f (x ) =

����������
x −2 x −1 x −2 x −3

2x −2 2x −1 2x −2 2x −3

3x −3 3x −2 4x −5 3x −5

4x 4x −3 5x −7 4x −3

����������
=

����������
x −2 1 0 −1

2x −2 1 0 −1

3x −3 1 x −2 −2

4x −3 x −7 −3

����������
=

����������
x −2 1 0 0

2x −2 1 0 0

3x −3 1 x −2 −1

4x −3 x −7 −6

����������
=

����� x −2 1

2x −2 1

����� ·
�����x −2 −1

x −7 −6

�����
= (−x )× (−5x +5) = 5x · (x −1),

故 f (x ) = x · (5x −5) = 0有两个根 x1 = 0, x2 = 1，故应选 (B)．

三、（本题满分 5分）
求 lim

x→0

p
1+ tan x −p1+ sin x

x ln (1+ x )− x 2
．

解. 先作恒等变形，再利用等价无穷小量代换和洛必达法则：
lim
x→0

p
1+ tan x −p1+ sin x

x ln (1+ x )− x 2
= lim

x→0

(
p

1+ tan x −p1+ sin x )(
p

1+ tan x +
p

1+ sin x )

(x ln (1+ x )− x 2)(
p

1+ tan x +
p

1+ sin x )

= lim
x→0

tan x − sin x

x (ln (1+ x )− x ) ·2 = lim
x→0

tan x (1− cos x )
2x (ln (1+ x )− x )

=
1

2
lim
x→0

1− cos x

ln (1+ x )− x
=

1

2
lim
x→0

x 2/2

ln (1+ x )− x

=
1

2
lim
x→0

x

−x/(1+ x )
=

1

2
lim
x→0

−1

1+ x
=−1

2
.

四、（本题满分 6分）
计算

∫ +∞
1

arctan x

x 2
dx．

解. 利用分部积分法，得到∫ +∞
1

arctan x

x 2
dx =−

∫ +∞
1

arctan x d
�

1

x

�
=
h
− 1

x
arctan x

i+∞
1
+
∫ +∞

1

1

x
· 1

1+ x 2
dx

=
π

4
+
∫ +∞

1

�
1

x
− x

1+ x 2

�
dx =

π

4
+
h
ln x − 1

2
ln(1+ x 2)

i+∞
1

=
π

4
+
h
ln

xp
1+ x 2

i+∞
1
=
π

4
+

1

2
ln 2.

五、（本题满分 7分）

求初值问题
(�

y +
p

x 2+ y 2
�

dx − x dy = 0 (x > 0)

y
��

x=1
= 0

的解．
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解. 将原方程变形得
dy

dx
=

y +
p

x 2+ y 2

x
=

y

x
+
r

1+ (
y

x
)2.

令 y

x
= u，则 dy

dx
= u + x

du

dx
，代入上式得

u + x
du

dx
= u +

p
1+u 2 ⇒ dup

1+u 2
=

dx

x
.

积分得 ln(u +
p

1+u 2) = ln(C x )，其中 C 是常数．由 x > 0得 C > 0，去掉根号
得

u +
p

1+u 2 =C x ⇒ y

x
+

s
1+

� y

x

�2
=C x .

把 y
��

x=1
= 0代入并化简得 y =

1

2
x 2− 1

2
（x > 0）．

六、（本题满分 7分）
同试卷一第七题．

七、（本题满分 8分）
已知函数 y =

x 3

(x −1)2
，求

(Ⅰ)函数的增减区间及极值；
(Ⅱ)函数图形的凹凸区间及拐点；
(Ⅲ)函数图形的渐近线．

解. 函数的定义域为 (−∞,1)∪ (1,+∞)，对函数求导，得
y ′ = x 2(x −3)

(x −1)3
, y ′′ = 6x

(x −1)4
.

令 y ′ = 0得驻点 x = 0, x = 3；令 y ′′ = 0得 x = 0．列表讨论如下：
x (−∞,0) 0 (0,1) (1, 3) 3 (3,+∞)
y ′′ − 0 + + + +

y ′ + 0 + − 0 +

y 凸，增 拐点 凹，增 凹，减 极小值 凹，增
由此可知，
(Ⅰ)函数的单调增区间为 (−∞,1) ∪ (3,+∞)，单调减区间为 (1, 3)，极小值为

y
��

x=3
=

27

4
．

(Ⅱ)函数图形在区间 (−∞, 0)内是向上凸的，在区间 (0, 1), (1,+∞)内是向上凹
的，拐点为 (0,0)点．

(Ⅲ)由 lim
x→1

x 3

(x −1)2
=+∞，可知 x = 1是函数图形的铅直渐近线．又因为

lim
x→∞

y

x
= lim

x→∞
x 3

x (x −1)2
= 1,

lim
x→∞(y − x ) = lim

x→∞

�
x 3

(x −1)2
− x

�
= lim

x→∞

�
x 3− x (x −1)2

(x −1)2

�
= lim

x→∞

�
2x 2− x

(x −1)2

�
= 2,
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故 y = x +2是函数的斜渐近线．

八、（本题满分 8分）
设函数 f (x ) 在闭区间 [−1, 1] 上具有三阶连续导数，且 f (−1) = 0， f (1) = 1，
f ′(0) = 0，证明：在开区间 (−1,1)内至少存在一点 ξ，使 f ′′′ (ξ) = 3．

解. 方法 1：由麦克劳林公式得
f (x ) = f (0)+ f ′(0)x + 1

2!
f ′′(0)x 2+

1

3!
f ′′′(η)x 3,

其中 η介于 0与 x 之间，x ∈ [−1,1]．分别令 x =−1和 x = 1，结合已知条件得
f (−1) = f (0)+

1

2
f ′′(0)− 1

6
f ′′′(η1) = 0, −1<η1 < 0;

f (1) = f (0)+
1

2
f ′′(0) + 1

6
f ′′′(η2) = 1, 0<η2 < 1.

两式相减，得 f ′′′(η2)+ f ′′′(η1) = 6．由 f ′′′(x )的连续性，知 f ′′′(x )在区间 [η1,η2]

上有最大值和最小值，设它们分别为M 和m，则有
m ¶ 1

2

�
f ′′′(η2) + f ′′′(η1)

�
¶M .

再由连续函数的介值定理知，至少存在一点 ξ ∈ [η1,η2]⊂ (−1,1)，使
f ′′′ (ξ) = 1

2

�
f ′′′(η2)+ f ′′′(η1)

�
= 3.

方法 2：构造函数φ(x )，使得 x ∈ [−1, 1]时φ′(x )有三个零点，再用罗尔定理证
明 ξ的存在性．设具有三阶连续导数的 φ(x ) = f (x )+a x 3+ b x 2+ c x +d，令

φ(−1) =−a + b − c +d = 0,

φ(0) = f (0)+d = 0,

φ(1) = 1+a + b + c +d = 0,

φ′(0) = c = 0,

⇒


a =−1

2
,

b = f (0)− 1

2
,

c = 0,

d =− f (0).

代入 φ(x )得
φ(x ) = f (x )− 1

2
x 3+

�
f (0)− 1

2

�
x 2− f (0).

由罗尔定理可知，存在 η1 ∈ (−1,0), η2 ∈ (0,1)，使 φ′(η1) = 0, φ′(η2) = 0．又因
为 φ′(0) = 0，再由罗尔定理可知，存在 ξ1 ∈ (η1,0), ξ2 ∈ (0,η2)，使得 φ′′(ξ1) = 0,

φ′′(ξ2) = 0．再由罗尔定理可知，存在 ξ ∈ (ξ1,ξ2)⊂ (η1,η2)⊂ (−1, 1)，使得φ′′′(ξ) =
f ′′′(ξ)−3= 0，即 f ′′′(ξ) = 3．

九、（本题满分 9分）
同试卷一第五题．
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十、（本题满分 6分）
设 f (x )是区间 [0,+∞)上单调减少且非负的连续函数，

an =
n∑

i=1

f (k )−
∫ n

1
f (x )dx (n = 1,2, · · · ) ,

证明数列 {an}的极限存在．
解. 利用单调有界必有极限的准则来证明．因为

an =
n−1∑
i=1

f (k ) + f (n )−
n−1∑
k=1

∫ k+1

k
f (x )dx =

n−1∑
k=1

∫ k+1

k
[ f (k )− f (x )]dx + f (n ),

而且 f (x )单调减少且非负，k ¶ x ¶ k +1，所以 an ¾ 0．又因为
an+1−an =

�
n+1∑
i=1

f (k )−
∫ n+1

1
f (x )dx

�
−
�

n∑
i=1

f (k )−
∫ n

1
f (x )dx

�
= f (n +1)−

∫ n+1

n
f (x )dx =

∫ n+1

n
[ f (n +1)− f (x )]dx ¶ 0,

所以 {an}单调减少．因为单调有界必有极限，所以 lim
n→∞an 存在．

十一、（本题满分 8分）

设矩阵 A =

 1 1 −1

−1 1 1

1 −1 1

，矩阵 X 满足 A∗X = A−1+2X，其中 A∗是 A的伴随

矩阵，求矩阵 X．

解. 由题设条件 A∗X = A−1+2X，两端左乘 A得
|A|X = E +2AX ⇒ (|A|E −2A)X = E ⇒ X = (|A|E −2A)−1.

又因为

|A|=
�������

1 1 −1

−1 1 1

1 −1 1

�������= 4 ⇒ |A|E −2A = 2

 1 −1 1

1 1 −1

−1 1 1

 ,

所以

X = (|A|E −2A)−1 =
1

2

 1 −1 1

1 1 −1

−1 1 1


−1

=
1

2

1/2 1/2 0

0 1/2 1/2

1/2 0 1/2

= 1

4

1 1 0

0 1 1

1 0 1

 .

十二、（本题满分 5分）
设向量组
α1 = (1,1, 1, 3)T ,α2 = (−1,−3, 5, 1)T ,α3 = (3,2,−1, p +2)T ,α4 = (−2,−6,10, p )T .
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(Ⅰ) p 为何值时，该向量组线性无关？并在此时将向量 α= (4, 1, 6, 10)T 用 α1, α2,

α3, α4线性表示；
(Ⅱ) p 为何值时，该向量组线性相关？并在此时求出它的秩和一个极大线性无
关组．

解. 对方程组 α1 x1+α2 x2+α3 x3+α4 x4 =α的增广矩阵作初等行变换：

(α1,α2,α3,α4,α) =


1 −1 3 −2

... 4

1 −3 2 −6
... 1

1 5 −1 10
... 6

3 1 p +2 p
... 10

→


1 −1 3 −2
... 4

0 −2 −1 −4
... −3

0 0 −7 0
... −7

0 0 p −9 p −2
... −8



→


1 −1 3 −2

... 4

0 −2 −1 −4
... −3

0 0 1 0
... 1

0 0 p −9 p −2
... −8

→


1 −1 3 −2
... 4

0 −2 −1 −4
... −3

0 0 1 0
... 1

0 0 0 p −2
... 1−p

 .

(Ⅰ)当 p 6= 2时，r (α1,α2,α3,α4) = r (α1,α2,α3,α4,α) = 4，故 α1,α2,α3,α4线性无
关，且方程组 α1 x1+α2 x2+α3 x3+α4 x4 =α有唯一解，解得

x1 = 2, x2 =
3p −4

p −2
, x3 = 1, x4 =

1−p

p −2
.

即 α可由 α1,α2,α3,α4线性表示，且表达式为
α= 2α1+

3p −4

p −2
α2+α3+

1−p

p −2
α4.

(Ⅱ)当 p = 2时，r (α1,α2,α3,α4) = 3，α1,α2,α3（或 α1,α3,α4）线性无关，是其极
大线性无关组．
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二〇〇〇年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. lim
x→0

arctan x − x

ln(1+2x 3)
= ．

解. 应填 −1

6
．事实上，由等价无穷小量代换和洛必达法则可得

lim
x→0

arctan x − x

ln (1+2x 3)
= lim

x→0

arctan x − x

2x 3
= lim

x→0

1

1+ x 2
−1

6x 2
= lim

x→0

−x 2

6x 2 (1+ x 2)
=−1

6
.

2. 设函数 y = y (x )由方程 2x y = x + y 所确定，则 dy
��

x=0
= ．

解. 应填 (ln2−1)dx．对方程 2x y = x + y 两边求微分得
2x y ln 2 · (x dy + y dx ) = dx +dy .

由所给方程知，当 x = 0时 y = 1．将 x = 0，y = 1代入上式，有 ln 2·dx = dx+dy．
所以，dy

��
x=0
= (ln2−1)dx．

3.
∫ +∞

2

dx

(x +7)
p

x −2
= ．

解. 应填 π

3
．令px −2= t，则 x −2= t 2，dx = 2t dt．从而∫ +∞

2

dx

(x +7)
p

x −2
=
∫ +∞

0

2t

(t 2+9)t
dt = 2 · 1

3
arctan

t

3

���+∞
0
=

2

3
· π

2
=
π

3
.

4. 曲线 y = (2x −1)e1/x 的斜渐近线方程为 ．

解. 应填 y = 2x +1．因为
k = lim

x→∞
y

x
= lim

x→∞
�

2− 1

x

�
e1/x = 2,

b = lim
x→∞(y −2x ) = lim

x→∞
�
(2x −1)e1/x −2x

�
= lim

u→0

�
2eu −2

u
−eu

�
= 2−1= 1.

所以，曲线有斜渐近线 y = 2x +1．

5. 设 A =


1 0 0 0

−2 3 0 0

0 −4 5 0

0 0 −6 7

，E 为 4阶单位矩阵，而且 B = (E + A)−1(E − A)，则

(E +B )−1 = ．
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解. 应填


1 0 0 0

−1 2 0 0

0 −2 3 0

0 0 −3 4

．由于 B = (E +A)−1(E −A)，所以

(E +B )−1 =
�
E + (E +A)−1(E −A)

�−1

=
�
(E +A)−1(E +A) + (E +A)−1(E −A)

�−1

=
�
2(E +A)−1

�−1
=

1

2
(E +A)

=
1

2


2 0 0 0

−2 4 0 0

0 −4 6 0

0 0 −6 8

=


1 0 0 0

−1 2 0 0

0 −2 3 0

0 0 −3 4

 .

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，共 15分）

1. 设函数 f (x ) =
x

a +eb x
在 (−∞,+∞)内连续，且 lim

x→−∞ f (x ) = 0，则常数 a , b 满
足 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a < 0, b < 0． (B) a > 0, b > 0． (C) a ¶ 0, b > 0． (D) a ¾ 0, b < 0．

解. 应选 (D)．排除法：如果 a < 0，则在 (−∞,+∞)内 f (x )的分母 a +eb x 必有零
点 x0，从而 f (x )在 x = x0处不连续，与题设不符．若 b > 0，则无论 a = 0还
是 a 6= 0均有 lim

x→−∞ f (x ) =∞，与题设 lim
x→−∞ f (x ) = 0矛盾．故选 (D )．

2. 设函数 f (x )满足关系式 f ′′(x )+ [ f ′(x )]2 = x，且 f ′(0) = 0，则 · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f (0)是 f (x )的极大值．
(B) f (0)是 f (x )的极小值．
(C)点 (0, f (0))是曲线 y = f (x )的拐点．
(D) f (0)不是 f (x )的极值，点 (0, f (0))也不是曲线 y = f (x )的拐点．

解. 应选 (C)．令等式 f ′′(x )+ [ f ′(x )]2 = x 中 x = 0，得 f ′′(0) = 0− � f ′(0)
�2
= 0．再求

导数（因为下式右边存在，所以左边也存在）：
f ′′′(x ) = (x − � f ′(x )

�2
)′ = 1−2 f ′(x ) f ′′(x )

以 x = 0代入，有 f ′′′(0) = 1，所以
f ′′′(0) = lim

x→0

f ′′(x )− f ′′(0)
x −0

= lim
x→0

f ′′(x )
x
= 1.

从而存在 x = 0的去心邻域，在此去心邻域内，f ′′(x )与 x 同号．于是在此去心
邻域内，当 x < 0时曲线 y = f (x )是凸的，当 x > 0时曲线 y = f (x )是凹的，即
点 (0, f (0))是曲线 y = f (x )的拐点，故选 (C)．
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3. 同试卷一第二 [1]题．

4. 若 lim
x→0

�
sin 6x + x f (x )

x 3

�
= 0，则 lim

x→0

6+ f (x )
x 2

为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 6． (C) 36． (D)∞．
解. 应选 (C)．凑成已知极限得

lim
x→0

6+ f (x )
x 2

= lim
x→0

6x + x f (x )
x 3

= lim
x→0

6x − sin6x + sin6x + x f (x )
x 3

= lim
x→0

6x + sin6x

x 3
+ lim

x→0

sin 6x + x f (x )
x 3

= lim
x→0

6(1− c o s 6x )
3x 2

+0= lim
x→0

2 · 1
2
(6x )2

x 2
= 36.

5. 具有特解 y1 = e−x , y2 = 2x e−x , y3 = 3ex 的 3阶常系数齐次线性微分方程是 · · ( )

(A) y ′′′− y ′′− y ′+ y = 0． (B) y ′′′+ y ′′− y ′− y = 0．
(C) y ′′′−6y ′′+11y ′−6y = 0． (D) y ′′′−2y ′′− y ′+2y = 0．

解. 应选 (B)．由特解 y1 = e−x , y2 = 2x e−x，对照常系数线性齐次微分方程的特征方
程、特征根与解的对应关系知道，r2 =−1为特征方程的二重根；由 y3 = 3ex 可
知 r1 = 1为特征方程的单根，因此特征方程为

(r −1)(r +1)2 = r 3+ r 2− r −1= 0,

由常系数齐次线性微分方程与特征方程的关系，得该微分方程为
y ′′′+ y ′′− y ′− y = 0.

三、（本题满分 5分）
设 f (ln x ) =

ln(1+ x )
x
，计算

∫
f (x )dx．

解. 作积分变量替换，令 x = ln t，则有∫
f (x )dx =

∫
f (ln t ) · 1

t
dt =

∫
ln(1+ t )

t 2
dt =−

∫
ln(1+ t )d

�
1

t

�
=−

�
ln(1+ t )

t
−
∫

1

t (1+ t )
dt
�
=− ln(1+ t )

t
+
∫ �

1

t
− 1

1+ t

�
dt

=− ln(1+ t )
t

+
∫

1

t
dt −

∫
1

1+ t
d (1+ t ) =− ln(1+ t )

t
+ ln t − ln(1− t )+C

=−e−x ln(1+ex )+ x − ln(1+ex )+C .

四、（本题满分 5分）
设 x O y 平面上有正方形 D =

�
(x , y )

��0¶ x ¶ 1, 0¶ y ¶ 1
	及直线 l : x + y = t

（t ¾ 0）．若 S (t )表示正方形D 位于直线 l 左下方部分的面积，试求
∫ x

0
S (t )dt

（x ¾ 0）．

第 53页 共 174页



解. 先写出面积 S (t )的分段表达式．当 0< t < 1时，图形为三角形，利用三角形的
面积公式：S (t ) =

1

2
t 2；当 1< t < 2时，图形面积可由正方形面积减去小三角形

面积：
S (t ) = 1− 1

2
(2− t )2 = 1− 1

2
(t 2−4t +4) =−1

2
t 2+2t −1;

当 t > 2时，图形面积就是正方形的面积：S (t ) = 1，则有

S (t ) =


1

2
t 2, 0¶ t ¶ 1,

1− 1

2
(2− t )2,1< t ¶ 2,

1,2< t .

所以，当 0¶ x ¶ 1时，∫ x

0
S (t )dt =

∫ x

0

1

2
t 2 dt =

�
1

2
· t 3

3

�����x
0

=
x 3

6
;

当 1< x ¶ 2时，∫ x

0
S (t )dt =

∫ 1

0
S (t )dt +

∫ x

1
S (t )dt =

∫ 1

0

1

2
t 2 dt +

∫ x

1
[1− 1

2
(t −2)2]dt

=
1

6
+ (x −1)− 1

6
(x −2)3− 1

6
=− x 3

6
+ x 2− x +

1

3
.

当 x > 2时，∫ x

0
S (t )dt =

∫ 2

0
S (t )dt +

∫ x

2
S (t )dt = 1+

∫ x

2
1 dt = x −1.

因此

∫ x

0
S (t )dt =


1

6
x 3 0¶ x ¶ 1

−1

6
x 3+ x 2− x +

1

3
1< x ¶ 2

x −1 x > 2

五、（本题满分 5分）
求函数 f (x ) = x 2 ln(1+ x )在 x = 0处的 n 阶导数 f n (0)（n ¾ 3）．

解. 由麦克劳林公式，
ln(1+ x ) = x − x 2

2
+

x 3

3
+ · · ·+ (−1)n−1 x n−2

n −2
+o (x n−2),

所以
x 2 ln(1+ x ) = x 3− x 4

2
+

x 5

3
+ · · ·+ (−1)n−1 x n−2

n −2
+o (x n ).

对照麦克劳林公式
f (x ) = f (0)+

f ′(0)
1!

x +
f ′′(0)

2!
x 2+ · · ·+ f (n )(0)

n !
x n +o (x n ),

可以得到 f (n )(0)
n !
=
(−1)n−1

n −2
，从而 f (n )(0) =

(−1)n−1n !

n −2
，n = 3, 4, · · ·．
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六、（本题满分 6分）
设函数 S (x ) =

∫ x

0
|cos t |dt，

(Ⅰ)当 n 为正整数，且 nπ¶ x ¶ (n +1)π时，证明 2n ¶ S (x )< 2(n +1)；
(Ⅱ)求 lim

x→+∞
S (x )

x
．

解. (Ⅰ)因为 |cos x |¾ 0，且 nπ¶ x < (n +1)π，所以∫ nπ

0
|cos x |dx ¶

∫ x

0
|cos x |dx <

∫ (n+1)π

0
|cos x |dx .

又因为 |cos x |具有周期 π，在长度为 π的积分区间上的积分均相等，所以∫ nπ

0
|cos x |dx = n

∫ π

0
|cos x |dx = 2n ,

∫ (n+1)π

0
|cos x |dx = 2(n +1).

所以当 nπ ¶ x < (n + 1)π时 2n ¶
∫ x

0
|cos x |dx < 2(n + 1)，即 2n ¶ S (x ) <

2(n +1).

(Ⅱ)由 (1)有，当 nπ¶ x ¶ (n +1)π时， 2n

(n +1)π
<

S (x )
x
<

2(n +1)
nπ
．而

lim
n→∞

2n

(n +1)π
= lim

n→∞
2

(1+
1

n
)π
=

2

π
, lim

n→∞
2(n +1)

nπ
= lim

n→∞
2(1+

1

n
)

π
=

2

π
,

由极限存在准则 1，得到 lim
x→∞

S (x )
x
=

2

π
．

七、（本题满分 7分）
某湖泊的水量为 V，每年排入湖泊内含污染物 A的污水量为 V

6
，流入湖泊内不

含 A的水量为 V

6
，流出湖泊的水量为 V

3
，已知 1999年底湖中 A的含量为 5m0，

超过国家规定指标．为了治理污染，从 2000年初起，限定排入湖泊中含 A污
水的浓度不超过 m0

V
．问至多需要经过多少年，湖泊中污染物 A的含量降至m0

以内？（注：设湖水中 A的浓度是均匀的．）

解. 设从 2000年初（相应 t = 0）开始，第 t 年湖泊中污染物 A的总量为m，浓度
为 m

V
，则在时间间隔 [t , t +dt ]内，排入湖泊中 A的量为

m0

V
· V

6
(t +dt −dt ) =

m0

6
dt ,

流出湖泊的水中 A的量为
m

V
· V

3
dt =

m

3
dt .

因而时间从 t 到 t +dt 相应地湖泊中污染物 A的改变量为
d m =

�m0

6
− m

3

�
dt .

由分离变量法，可解得m =
m0

2
−C ·e− t

3．代入初始条件m (0) = 5m0，得C =−9

2
m0．
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于是m =
m0

2
(1+9e−

t
3 )．令m =m0，得 t = 6 ln 3．即至多需经过 6 ln 3年，湖泊

中 A的含量将降至m0以内．

八、（本题满分 6分）
同试卷一第九题．

九、（本题满分 7分）
已知 f (x )是周期为 5的连续函数，它在 x = 0的某个邻域内满足关系式

f (1+ sin x )−3 f (1− sin x ) = 8x +α(x ),

其中 α(x )是当 x → 0时比 x 高阶的无穷小，且 f (x )在 x = 1处可导，求曲线
y = f (x )在点 (6, f (6))处的切线方程．

解. 将 f (1+sin x )−3 f (1−sin x ) = 8x +α(x )两边令 x → 0取极限，由 f 的连续性得
f (1)−3 f (1) = lim

x→0
(8x +α(x )) = 0 ⇒ f (6) = f (1) = 0.

又由原设 f (x )在 x = 1处可导，两边同除 sin x，
lim
x→0

f (1+ sin x )− f (1)
sin x

+3lim
x→0

f (1− sin x )− f (1)
−sin x

= lim
x→0

8x

sin x
+ lim

x→0

α(x )
sin x

.

根据导数的定义，得
f ′(1)+3 f ′(1) = lim

x→0

8x

x
· x

sin x
+ lim

x→0

α(x )
x
· x

sin x
= 8 ⇒ f ′(1) = 2.

所以 f ′(6) = f ′(1) = 2，从而切线方程为
(y − f (6)) = f ′(6)(x −6) ⇒ 2x − y −12= 0.

十、（本题满分 8分）
设曲线 y = a x 2（a > 0, x ¾ 0）与 y = 1− x 2交于点 A，过坐标原点O 和点 A的
直线与曲线 y = a x 2围成一平面图形．问 a 为何值时，该图形绕 x 轴旋转一周
所得的旋转体体积最大？最大体积是多少？

解. 当 x ¾ 0时，直线与曲线的交点为 (x , y ) =
�

1p
1+a

,
a

1+a

�
．故直线O A的方程为

y =
a xp
1+a
．从而旋转体体积

V =
∫ 1p

a+1

0
π
�

a xp
1+a

�2

dx −
∫ 1p

a+1

0
π
�
a x 2

�2
dx =

∫ 1p
a+1

0
π

�
a 2 x 2

1+a
−a 2 x 4

�
dx

=π
�

a 2 x 3

3(1+a )
− a 2 x 5

5

�����
1p

a+1

0

=
2πa 2

15(1+a )5/2
.

函数对 a 求导得
dV

da
=

2π

15
· 2a · (1+a )5/2−a 2 · 5

2
(1+a )3/2

(1+a )5
=
π

15
· [4a −a 2]
(1+a )7/2

, (a > 0).
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令 dV

da
= 0，得唯一驻点 a = 4，所以 a = 4也是 V的最大值点，最大体积为

V |a=4 =
32
p

5

1875
π．

十一、（本题满分 8分）
函数 f (x )在 [0,+∞)上可导， f (0) = 1且满足等式

f ′(x )+ f (x )− 1

x +1

∫ x

0
f (t )dt = 0,

(Ⅰ)求导数 f ′(x )；
(Ⅱ)证明：当 x ¾ 0时，不等式 e−x ¶ f (x )¶ 1成立．

解. (Ⅰ)在已知等式两边同乘 (x +1)，得到
(x +1) f ′(x ) + (x +1) f (x )−

∫ x

0
f (t )dt = 0,

两边对 x 求导，整理得
(x +1) f ′′(x ) + (x +2) f ′(x ) = 0

令 u = f ′(x )，化为 (x +1)u ′+ (x +2)u = 0，即
du

u
=− (x +2)

(x +1)
dx .

两边求积分，解得 f ′(x ) = u =
C e−x

x +1
．已知 f (0) = 1，再以 x = 0代入原方程

得 f ′(0) =−1．于是 C =−1， f ′(x ) =− e−x

x +1
．

(Ⅱ)因 f (0) = 1, f ′(x ) < 0，即 f (x ) 单调递减，所以当 x ¾ 0 时 f (x ) ¶ 1．令
φ(x ) = f (x )−e−x，则 φ(0) = 1−1= 0，且 x ¾ 0时

φ′(x ) = f ′(x )+ e−x ¾ f ′(x )+ e−x

x +1
= 0.

所以，当 x ¾ 0时 φ(x )¾ 0，即 f (x )¾ e−x．结合两个不等式可得，当 x ¾ 0

时 e−x ¶ f (x )¶ 1．

十二、（本题满分 6分）

设 α=

1

2

1

 ,β =


1
1

2

0

 ,γ=

0

0

8

，A =αβT , B =βTα．其中 βT 是 β 的转置，求解

方程 2B 2A2 x = A4 x +B 4 x +γ．

解. 由题设得

A =αβT =

1

2

1

�1
1

2
0

�
=


1

1

2
0

2 1 0

1
1

2
0

 , B =βTα=
�

1
1

2
0

�1

2

1

= 2.
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所以 A2 = αβTαβT = α
�
αβT

�
β = 2A，A4 = 8A；B 2 = 4，B 2 = 16．代入原方

程得 16Ax = 8Ax + 16x + γ，即 8(A − 2E )x = γ，其中 E 是三阶单位矩阵．令
x = (x1, x2, x3)

T，代入上式，得线性非齐次方程组．
−x1+

1

2
x2 = 0

2x1− x2 = 0

x1+
1

2
x2−2x3 = 1

方程组通解为

x1

x2

x3

=


k

2k

k − 1

2

= k

1

2

1

+


0

0

−1

2

，(k 为任意常数)．

十三、（本题满分 7分）

已知向量组β1 =

 0

1

−1

,β2 =

a

2

1

,β3 =

b

1

0

与向量组α1 =

 1

2

−3

,α2 =

3

0

1

,α3 =

 9

6

−7

具有相同的秩，且 β3可由 α1,α2,α3线性表示，求 a , b 的值．

解. 对矩阵 (α1,α2,α3)作初等行变换得

(α1,α2,α3) =

 1 3 9

2 0 6

−3 1 −7

→
1 3 9

0 −6 −12

0 10 20

→
1 3 9

0 1 2

0 0 0

→
1 0 3

0 1 2

0 0 0

 .

可以看出α1,α2线性无关，且α3 = 3α1+2α2，故 r (α1,α2,α3) = 2，α1,α2是α1,α2,α3

的极大线性无关组．又 r
�
β1,β2,β3

�
= r (α1,α2,α3) = 2，β1,β2,β3线性相关，从

而得

��β1,β2,β3

��=
�������

0 a b

1 2 1

−1 1 0

�������=
�������

0 a b

1 3 1

−1 0 0

�������= 0.

计算三阶行列式得 −a +3b = 0，得 a = 3b．又 β3可由 α1,α2,α3线性表示，即
可由 α1,α2线性表示，α1,α2β3线性相关，从而有

��α1,α2,β3

��=
�������

1 3 b

2 0 1

−3 1 0

�������= 0.

解得 b = 5，从而 a = 3b = 15．
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二〇〇一年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. lim
x→1

p
3− x −p1+ x

x 2+ x −2
= ．

解. 应填 −
p

2

6
．事实上，

lim
x→1

p
3− x −p1+ x

x 2+ x −2
= lim

x→1

2(1− x )

(x 2+ x −2)
�p

3− x +
p

1+ x
�

= lim
x→1

−2

(x +2)
�p

3− x +
p

1+ x
� =− 1

3
p

2
=−
p

2

6
.

2. 设函数 y = f (x )由方程 e2x+y −cos(x y ) = e−1所确定，则曲线 y = f (x )在点 (0,1)

处的法线方程为 ．

解. 应填 x −2y +2= 0．在等式 e2x+y − cos(x y ) = e−1两边对 x 求导得
e2x+y · (2+ y ′) + sin(x y ) · (y + x y ′) = 0.

将 x = 0, y = 1代入上式解得 y ′(0) =−2．故所求法线方程斜率 k =
1

2
，从而法线

方程为 y −1=
1

2
x，即 x −2y +2= 0．

3.
∫ π

2

−π2

�
x 3+ sin2 x

�
cos2 x dx = ．

解. 应填 π

8
．由定积分的对称性及倍角公式可得∫ π

2

−π2

�
x 3+ sin2 x

�
cos2 x dx =

∫ π
2

−π2
x 3 cos2 x dx +

∫ π
2

−π2
sin2 x cos2 x dx

= 2
∫ π

2

0
sin2 x cos2 x dx =

∫ π
2

0

1

2
sin2 2x dx

=
1

4

∫ π
2

0
(1− cos 4x )dx =

h
1

4
· x − 1

16
sin 4x

iπ
2

0
=
π

8
.

4. 过点
�

1

2
,0
�
且满足关系式 y ′ arcsin x +

yp
1− x 2

= 1的曲线方程为 ．

解. 应填 y arcsin x = x − 1

2
．这是因为已知关系式可改写为 �

y arcsin x
�′
= 1，从而

y arcsin x = x + c．将 x =
1

2
, y = 0代入上式，解得 c =−1

2
．故所求曲线方程为

y arcsin x = x − 1

2
．
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5. 设方程

a 1 1

1 a 1

1 1 a


x1

x2

x3

=
 1

1

−2

有无穷多个解，则 a = ．

解. 应填 −2．利用初等行变换化增广矩阵为阶梯形，可得

A =

a 1 1 1

1 a 1 1

1 1 a −2

 →
1 1 a −2

0 a −1 1−a 3

0 0 (1−a )(a +2) 2(2+a )


可见，只有当 a =−2时才有秩 r (A) = r (A) = 2< 3，对应方程组有无穷多个解．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，共 15分）

1. 设 f (x ) =

¨
1, |x |¶ 1,

0, |x |> 1,
则 f

�
f
�

f (x )
�	等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1．
(C)

¨
1, |x |¶ 1,

0, |x |> 1.
(D) f (x ) =

¨
0, |x |¶ 1,

1, |x |> 1.

解. 应选 (B)．因为 f (x ) =

¨
1, |x |¶ 1

0, |x |> 1
，所以在整个定义域内 f (x ) = 0或 f (x ) = 1，

所以
�� f (x )��¶ 1，于是 f

�
f (x )

�
= 1，从而 f

�
f
�

f (x )
�	
= f (1) = 1．

2. 设当 x → 0时，(1− cos x ) ln(1+ x 2)是比 x sin x n 高阶的无穷小，x sin x n 是比�
ex 2 −1

�高阶的无穷小，则正整数 n 等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 1． (B) 2． (C) 3． (D) 4．

解. 应选 (B)．由题设可得

0= lim
x→0

(1− cos x ) ln(1+ x 2)
x sin x n

= lim
x→0

1

2
x 2 · x 2

x · x n
= lim

x→0

1

2
x 3−n ⇒ n ¶ 2;

0= lim
x→0

x sin x n

ex 2 −1
= lim

x→0

x · x n

x 2
= lim

x→0
x n−1 ⇒ n ¾ 2.

综上可得正整数 n = 2，故选 (B)．

3. 曲线 y = (x −1)2(x −3)2的拐点个数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1． (C) 2． (D) 3．

解. 应选 (C)．由 y = (x −1)2(x −3)2可得
y ′ = 4(x −1)(x −2)(x −3), y ′′ = 4(3x 2−12x +11), y ′′′ = 24(x −2).

令 y ′′ = 0，得 3x 2−12x +11= 0．故 y ′′ = 0有两个不相等的实根，且在使 y ′′ = 0

这两点处，三阶导数 y ′′′ 6= 0，因此曲线有两个拐点，故选 (C)．
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4. 已知函数 f (x )在区间 (1− δ,1+ δ)内具有二阶导数， f ′(x )严格单调减少，且
f (1) = f ′(1) = 1，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)在 (1−δ,1)和 (1, 1+δ)内均有 f (x )< x．
(B)在 (1−δ,1)和 (1, 1+δ)内均有 f (x )> x．
(C)在 (1−δ,1)内 f (x )< x，在 (1,1+δ)内 f (x )> x．
(D)在 (1−δ, 1)内 f (x )> x，在 (1, 1+δ)内 f (x )< x．

解. 应选 (A)．令 F (x ) = f (x )− x，则 F ′(x ) = f ′(x )−1= f ′(x )− f ′(1)．由于 f ′(x )严格
单调减少，因此当 x ∈ (1−δ,1)时，F ′(x )= f ′(x )− f ′(1)> 0；当 x ∈ (1,1+δ)时，
f ′(x )< f ′(1)，则 F ′(x )= f ′(x )− f ′(1)< 0，且在 x = 1处 F ′(1) = f ′(1)− f ′(1) = 0．从而
知 F (x )在 x = 1处取极大值，即在在 (1−δ,1)和 (1,1+δ)内均有 F (x )< F (1) = 0，
也即 f (x )< x．故选 (A)．

5. 同试卷一第二 [1]题．

三、（本题满分 6分）
求

∫
dx

(2x 2+1)
p

x 2+1
．

解. 令 x = tan u，则 dx = sec2 u du，从而∫
dx

(2x 2+1)
p

x 2+1
=
∫

du

(2tan2 u +1)cos u
=
∫

cos u du

2 sin2 u + cos2 u

=
∫

d(sin u )
sin2 u +1

= arctan(sin u )+C = arctan
�

xp
1+ x 2

�
+C .

四、（本题满分 7分）
求极限 lim

t→x

�
sin t

sin x

� x
sin t−sin x，记此极限为 f (x )，求函数 f (x )的间断点并指出其

类型．

解. 由于 f (x ) = exp
�

lim
t→x

x

sin t − sin x
ln
�

sin t

sin x

��
，而

lim
t→x

x

sin t − sin x
ln
�

sin t

sin x

�
= lim

t→x

x

sin t − sin x
ln
�

1+
sin t

sin x
−1

�
= lim

t→x

x

sin t − sin x
ln
�

1+
sin t − sin x

sin x

�
= lim

t→x

x

sin t − sin x

�
sin t − sin x

sin x

�
= lim

t→x

x

sin x
=

x

sin x
,

所以 f (x ) == exp
� x

sin x

�
．它的间断点为 x 6= kπ, k = 0,±1,±2, · · · 当 x → 0时，

lim
x→0

f (x ) = e，所以 x = 0 为 f (x ) 的第一类（或可去）间断点；对于非零整
数 k，当 k 为奇数时 lim

x→kπ−
f (x ) = +∞，当 k 为偶数时 lim

x→kπ+
f (x ) = +∞．故

x = kπ, k =±1,±2, · · · 为 f (x )的第二类（或无穷）间断点．
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五、（本题满分 7分）
设ρ =ρ(x )是抛物线 y =

p
x 上任一点M (x , y )（x ¾ 1）处的曲率半径，s = s (x )

是该抛物线上介于点 A(1,1)与M 之间的弧长，计算 3ρ
d2ρ

ds 2
−
�

dρ

ds

�2

的值（在直

角坐标系下曲率公式为 K =
��y ′′��

(1+ y ′2)3/2）．

解. 由 y =
p

x，有 y ′ = 1

2
p

x
, y ′′ =− 1

4
p

x 3
，抛物线在点M (x , y )处的曲率半径

ρ =ρ(x ) =
1

K
=
(1+ y ′2)3/2��y ′′�� =

1

2
(4x +1)

3
2 .

抛物线上的弧长
s = s (x ) =

∫ x

1

p
1+ y ′2 dx =

∫ x

1

È
1+

1

4x
dx .

从而
dρ

ds
=

dρ

dx
ds

dx

=

1

2
· 3

2
(4x +1)

1
2 ·4√√

1+
1

4x

= 6
p

x ,

d2ρ

ds 2
=

d

dx

�
dρ

ds

�
· 1

ds

dx

=
6

2
p

x
· 1√√

1+
1

4x

=
6p

1+4x
.

于是
3ρ

d2ρ

ds 2
−
�

dρ

ds

�2

= 3 · 1
2
(1+4x )

3
2 · 6p

1+4x
− �6px

�2
= 9.

六、（本题满分 7分）
设函数 f (x )在 [0,+∞)上可导， f (0) = 0，且其反函数为 g (x )．若∫ f (x )

0
g (t )dt = x 2ex ,

求 f (x )．

解. 根据反函数的性质有 g ( f (x )) = x，已知等式两边对 x 求导可得
g
�

f (x )
�

f ′(x ) = x 2ex +2x ex ⇒ x f ′(x ) = x 2ex +2x ex

⇒ f ′(x ) = (x +2)ex , x ∈ (0,+∞).
两边积分得

f (x ) =
∫
(x +2)ex dx = (x +1)ex +C .

由题设 f (x )在 [0,+∞)上可导，所以在 x = 0处连续，故有
f (0) = lim

x→0+
f (x ) = 1+C = 0.

所以 C =−1，于是
f (x ) = (x +1)ex −1, x ∈ [0,+∞).
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七、（本题满分 7分）
设函数 f (x ), g (x )满足 f ′(x ) = g (x ), g ′(x ) = 2ex − f (x )，且 f (0) = 0, g (0) = 2，求∫ π

0

h
g (x )
1+ x
− f (x )
(1+ x )2

i
dx .

解. 由已知条件，可得 f (x )满足
f ′′(x )+ f (x ) = 2ex , f (0) = 0, , f ′(0) = 2.

此为二阶常系数线性非齐次方程，解得
f (x ) =C1 cos x +C2 sin x +ex .

从而所求的积分可以计算如下：∫ π

0

h
g (x )
1+ x
− f (x )
(1+ x )2

i
dx =

∫ π

0

g (x ) (1+ x )− f (x )
(1+ x )2

dx

=
∫ π

0

f ′(x ) (1+ x )− f (x )
(1+ x )2

dx =
∫ π

0
d
�

f (x )
1+ x

�
=
h

f (x )
1+ x

iπ
0
=

f (π)
1+π
− f (0)

1+0
=

1+eπ

1+π
.

八、（本题满分 9分）
设 L 是一条平面曲线，其上任意一点 P (x , y )（x > 0）到坐标原点的距离恒等
于该点处的切线在 y 轴上的的截距，且 L 经过点

�
1

2
,0
�
．

(Ⅰ)试求曲线 L 的方程．
(Ⅱ)求 L 位于第一象限部分的一条切线，使该切线与 L 以及两坐标轴所围图形
面积最小．

解. (Ⅰ)设曲线 L 过点 P (x , y )的切线方程为 Y − y = y ′(X − x )，令 X = 0，则有
Y =−x y ′+ y，即它在 y 轴上的截距为 −x y ′+ y．由题设可得

−x y ′+ y =
p

x 2+ y 2, (x > 0).

此为一阶齐次微分方程，求得通解为
y

x
+

s
1+

� y

x

�2
=

C

x
⇒ y +

p
x 2+ y 2 =C .

由题设曲线经过点
�

1

2
,0
�
，代入通解得 C =

1

2
，故所求方程为

y +
p

x 2+ y 2 =
1

2
⇒ y =

1

4
− x 2.

(Ⅱ)由 (1)知 y =
1

4
− x 2，则 y ′ =−2x，设过曲线上点 P (x , y )的切线方程为

Y −
�

1

4
− x 2

�
=−2x (X − x ).

它在 x 轴，y 轴上的截距分别为 x

2
+

1

8x
和 x 2+

1

4
．此切线与两坐标轴围成

的三角形面积为：
A(x ) =

1

2

�
x

2
+

1

8x

��
x 2+

1

4

�
=

1

64x

�
4x 2+1

�2
, x > 0.
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由于该曲线在第一象限中与两坐标轴所围成的面积为定值，记为 S0，于是
题中所要求的面积为

S (x ) = A(x )−S0 =
1

64x

�
4x 2+1

�2−S0.

对 S (x )求导得
S ′(x ) =

�
4x 2+1

� �
12x 2−1

�
64x 2

.

令 S ′(x ) = 0得 x =
1p
12
=
p

3

6
，当 0 < x <

p
3

6
时，S ′(x ) < 0；当 x >

p
3

6
时，

S ′(x )> 0，从而知 x =
p

3

6
是 S (x )在 x > 0处的唯一极小值点，即最小值点．

于是所求切线方程为：

Y −
�

1

4
−
�p

3

6

�2
�
=−2

p
3

6

�
X −
p

3

6

�
⇒ Y =−

p
3

3
X +

1

3
.

九、（本题满分 7分）
一个半球体状的雪堆，其体积融化的速率与半球面面积 S 成正比，比例常数
K > 0．假设在融化过程中雪堆始终保持半球体状，已知半径为 r0的雪堆在开
始融化的 3小时内，融化了其体积的 7

8
，问雪堆全部融化需要多少小时？

解. 设半球形雪堆在时刻 t 时的半径为 r，则半球的体积V =
2

3
πr 3，侧面积S = 2πr 2．

由题设体积融化的速率与半球面面积 S 成正比，则有
dV

dt
=−kS ⇒ dV

dr
· dr

dt
=−kS ⇒ dr

dt
=−k .

积分得 r = −k t + c，把 r |t=0 = r0代入得 c = r0，所以 r = −k t + r0．又半径为
r0的雪堆在开始融化的 3小时内，融化了其体积的 7

8
，即 V |t=3 =

1

8
V |t=0．以

V 的公式代入上式，得到
2

3
π(−3k + r0)

3 =
1

8
· 2

3
πr 3

0 ⇒ k =
1

6
r0,

于是 r =−k t + r0 = r0

�
1− t

6

�
．当 t = 6时 r = 0，雪堆全部融化需 6小时．

十、（本题满分 8分）
设 f (x )在区间 [−a , a ]（a > 0）上具有二阶连续导数， f (0) = 0．
(Ⅰ)写出 f (x )的带拉格朗日余项的一阶麦克劳林公式；
(Ⅱ)证明在 [−a , a ]上至少存在一点 η，使 a 3 f ′′(η) = 3

∫ a

−a
f (x )dx．

解. (Ⅰ) f (x )的拉格朗日余项一阶麦克劳林公式为：
f (x ) = f (0)+ f ′(0)x + 1

2
f ′′(ξ)x 2 = f ′(0)x + f ′′(ξ)

2
x 2,

其中 ξ位于 0和 x 为端点的开区间内，x ∈ [−a , a ]．
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(Ⅱ)将 f (x )的麦克劳林公式从 −a 到 a 积分，得到∫ a

−a
f (x )dx =

∫ a

−a
f ′(0)x dx +

1

2

∫ a

−a
f ′′(ξ)x 2 dx =

1

2

∫ a

−a
f ′′(ξ)x 2 dx .

因为 f ′′(x )在 [−a , a ]上连续，所以 f ′′(x )在 [−a , a ]上存在最大值M 和最小
值m，因此

1

3
ma 3 =

1

2
m

∫ a

−a
x 2 dx ¶ 1

2

∫ a

−a
f ′′(ξ)x 2 dx ¶ 1

2
M

∫ a

−a
x 2 dx =

M a 3

3
,

从而m ¶ 3

a 3

∫ a

−a
f (x )dx ¶M．由连续函数介值定理知，存在 η ∈ [−a , a ]，使

f ′′(η) = 3

a 3

∫ a

−a
f (x )dx ⇔ a 3 f ′′(η) = 3

∫ a

−a
f (x )dx .

十一、（本题满分 6分）

已知矩阵 A =

1 0 0

1 1 0

1 1 1

，B =

0 1 1

1 0 1

1 1 0

．且矩阵 X 满足

AX A+B X B = AX B +B X A+E ,

其中 E 是 3阶单位矩阵，求 X．

解. 由题设的关系式可得 (A−B )X (A−B ) = E．其中

A−B =

1 0 0

1 1 0

1 1 1

−
0 1 1

1 0 1

1 1 0

=
1 −1 −1

0 1 −1

0 0 1

 .

因为 |A−B |= 1 6= 0，故知矩阵 A−B 可逆，求其逆矩阵得

(A−B )−1 =

1 1 2

0 1 1

0 0 1

 ,

于是，在等式 (A−B )X (A−B ) = E 两边左乘和右乘 (A−B )−1可得

X =
�
(A−B )−1

�2
=

1 1 2

0 1 1

0 0 1


1 1 2

0 1 1

0 0 1

=
1 2 5

0 1 2

0 0 1

 .

十二、（本题满分 6分）
设 α1,α2,α3,α4为线性方程组 AX = 0的一个基础解系，

β1 =α1+ tα2,β2 =α2+ tα3,β3 =α3+ tα4,β4 =α4+ tα1.

试问实数 t 满足什么关系时，β1,β2,β3,β4也为 AX = 0的一个基础解系．
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解. 由题设知，β1,β2,β3,β4 均为 α1,α2,α3,α4 的线性组合，所以 β1,β2,β3,β4 均为
Ax = 0的解．下面证明 β1,β2,β3,β4线性无关．设

k1β1+k2β2+k3β3+k4β4 = 0,

代入整理得
(t k4+k1)α1+ (t k1+k2)α2+ (t k2+k3)α3+ (t k3+k4)α4 = 0

由 α1,α2,α3,α4为线性方程组 Ax = 0的基础解系，知 α1,α2,α3,α4线性无关，即
t k4+k1 = 0,

t k1+k2 = 0,

t k2+k3 = 0,

t k3+k4 = 0.

其系数行列式 ����������
1 0 0 t

t 1 0 0

0 t 1 0

0 0 t 1

����������
= 1− t 4.

由齐次线性方程组只有零解得充要条件可得：当 t 6= ±1时，上述方程组只有
零解 k1 = k2 = k3 = ks = 0，因此向量组 β1,β2,β3,β4线性无关，此时 β1,β2,β3,β4

也是方程组 Ax = 0的基础解系．
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二〇〇二年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题共 5小题，每小题 3分，满分 15分）

1. 设函数 f (x ) =


1−etan x

arcsin
x

2

, x > 0

a e2x , x ¶ 0

在 x = 0处连续，则 a = ．

解. 应填 −2．事实上，
lim

x→0+
f (x ) = lim

x→0+

1−etan x

arcsin
x

2

= lim
x→0+

− tan x
x

2

= lim
x→0+

−x
x

2

=−2;

lim
x→0−

f (x ) = lim
x→0−

a e2x = a = f (0).

如果 f (x )在 x = 0处连续，必有 f (0+) = f (0−) = f (0)，即 a =−2．

2. 位于曲线 y = x e−x (0¶ x <+∞)下方，x 轴上方的无界图形的面积是 ．

解. 应填 1．事实上，所求面积即为
S =

∫ +∞
0

x e−x dx =−
∫ +∞

0
x d

�
e−x

�
=− �x e−x

�+∞
0
+
∫ +∞

0
e−x dx = 0+1= 1.

3. 同试卷一第一 [3]题．

4. lim
n→∞

1

n

�r
1+ cos

π

n
+
È

1+ cos
2π

n
+ · · ·+

r
1+ cos

nπ

n

�
= ．

解. 应填 2
p

2

π
．令 f (x ) =

p
1+ cos x ,∆xi =

π

n
（i = 1, 2, · · · , n），由定积分的定义有

lim
n→∞

1

n

�r
1+ cos

π

n
+
È

1+ cos
2π

n
+ · · ·+

r
1+ cos

nπ

n

�
= lim

n→∞
1

π

n∑
i=1

r
1+ cos

π

n
i · π

n
=

1

π
lim

n→∞
n∑

i=1

f
�

iπ

n

�
∆xi

=
1

π

∫ π

0

p
1+ cos x dx =

p
2

π

∫ π

0
cos

x

2
dx =

2
p

2

π
.

5. 矩阵

 0 −2 −2

2 2 −2

−2 −2 2

的非零特征值是 ．

解. 应填 4．记 A =

 0 −2 −2

2 2 −2

−2 −2 2

，则
|λE −A|=

�������
λ 2 2

−2 λ−2 2

2 2 λ−2

�������=
�������
λ 2 2

0 λ λ

2 2 λ−2

�������=λ
�������
λ 2 2

0 1 1

2 2 λ−2

�������
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=λ

�������
λ 0 0

0 1 1

2 2 λ−2

�������=λ ·λ · (−1)1+1

�����1 1

2 λ−2

�����=λ2(λ−4).

令 |λE −A|= 0，解得 λ1 =λ2 = 0,λ3 = 4，故 λ= 4是矩阵的非零特征值．

二、选择题（本题共 5小题，每小题 3分，共 15分）

1. 设函数 f (u )可导，y = f (x 2)当自变量 x 在 x =−1处取得增量∆x =−0.1时，相
应的函数增量∆y 的线性主部为 0.1，则 f ′(1) = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) −1． (B) 0.1． (C) 1． (D) 0.5．

解. 应选 (D)．在可导条件下，∆y 的线性主部即为微分 dy．由于 dy = f ′(x 2)2x∆x，
以 x =−1,∆x =−0.1代入得 0.1= f ′(1)×0.2，于是 f ′(1) = 0.5，从而选 (D)．

2. 设函数 f (x )连续，则下列函数中，必为偶函数的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∫ x

0
f (t 2)dt． (B)

∫ x

0
f 2(t )dt．

(C)
∫ x

0
t [ f (t )− f (−t )]dt． (D)

∫ x

0
t [ f (t )+ f (−t )]dt．

解. 应选 (D)．对于 (D)，令 F (x ) =
∫ x

0
t [ f (t ) + f (−t )]dt，则

F (−x ) =
∫ −x

0
t [ f (t )+ f (−t )]dt =

∫ x

0
(−u )[ f (−u )+ f (u )]d(−u )

=
∫ x

0
u [ f (−u ) + f (u )]du = F (x ),

所以 (D)为偶函数．同理证得 (A)和 (C)为奇函数，而 (B)不确定，如 f (t ) = 1+ t．
故应选 (D)．

3. 设 y = (x )是二阶常系数微分方程 y ′′+p y ′+q y = e3x 满足初始条 y (0) = y ′(0) = 0

的特解，则当 x → 0，函数 ln(1+ x 2)
y (x )

的极限 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)不存在． (B)等于 1． (C)等于 2． (D)等于 3．

解. 应选 (C)．由 y ′′+p y ′+q y = e3x 和 y (0) = y ′(0) = 0得 y ′′(0) = 1．由洛必达法则
lim
x→0

ln(1+ x 2)
y (x )

= lim
x→0

x 2

y (x )
= lim

x→0

2x

y ′(x ) = lim
x→0

2

y ′′(x ) =
2

1
= 2.

本题也可利用泰勒公式求解．

4. 同试卷一第二 [3]题．
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5. 设向量组 α1,α2,α3线性无关，向量 β1可由 α1,α2,α3线性表示，而向量 β2不能
由 α1,α2,α3线性表示，则对于任意常数 k，必有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) α1,α2,α3,kβ1+β2线性无关． (B) α1,α2,α3,kβ1+β2线性相关．
(C) α1,α2,α3,β1+kβ2线性无关． (D) α1,α2,α3,β1+kβ2线性相关．

解. 应选 (A)．取 k = 0，则显然能排除 (B)和 (C)；而取 k = 1，则由反证法不难排除
(D)．故仅有 (A)是正确的．用反证法，若 α1,α2,α3,kβ1+β2线性相关，因已知
α1,α2,α3线性无关，故 kβ1+β2可由 α1,α2,α3线性表示．即存在常数 λ1,λ2,λ3，
使得

kβ1+β2 =λ1α1+λ2α2+λ3α3.

又已知 β1可由 α1,α2,α3线性表示，即存在常数 l1, l2, l3，使得
β1 = l1α1+ l2α2+ l3α3.

由上述两式得
β2 = (λ1−k l1)α1+ (λ2−k l2)α2+ (λ3−k l3)α3.

这与 β2不能由 α1,α2,α3线性表示矛盾．故向量组 α1,α2,α3,kβ1+β2线性无关．

三、（本题满分 6分）
已知曲线的极坐标方程是 r = 1− cosθ，求该曲线上对应于 θ = π

6
处的切线与

法线的直角坐标方程．

解. 由极坐标到直角坐标的变换公式
¨

x = r cosθ

y = r sinθ
，得参数方程为¨

x = (1− cosθ )cosθ ,

y = (1− cosθ )sinθ ,
⇒

¨
x = cosθ − cos2θ ,

y = sinθ − cosθ sinθ .

曲线上 θ = π
6
的点对应的直角坐标为

�p
3

2
− 3

4
,

1

2
−
p

3

4

�
，切线斜率为

dy

dx

���
θ=
π
6

=

dy

dθ
dx

dθ

����
θ=
π
6

=
cosθ + sin2θ − cos2θ

−sinθ +2cosθ sinθ

���
θ=
π
6

= 1.

于是切线的直角坐标方程为
y −

�
1

2
−
p

3

4

�
= x −

�p
3

2
− 3

4

�
⇒ x − y − 3

4

p
3+

5

4
= 0.

法线的直角坐标方程为
y −

�
1

2
−
p

3

4

�
=−1

1

�
x −

�p
3

2
− 3

4

��
⇒ x + y −

p
3

4
+

1

4
= 0.

四、（本题满分 7分）

设 f (x ) =

2x +
3

2
x 2, −1¶ x < 0;

x ex

(ex +1)2
, 0¶ x ¶ 1.

求函数 F (x ) =
∫ x

−1
f (t )dt 的表达式．
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解. 当 −1¶ x < 0时，
F (x ) =

∫ x

−1
f (t )dt =

∫ x

−1
(2t +

3

2
t 2)dt =

h
t 2+

1

2
t 3
ix

−1
=

1

2
x 3+ x 2− 1

2
.

当 0¶ x < 1时，
F (x ) =

∫ x

−1
f (t )dt =

∫ 0

−1
f (t )dt +

∫ x

0
f (t )dt =

h
t 2+

1

2
t 3
i0

−1
+
∫ x

0

t et

(et +1)2
dt

=−1

2
−
∫ x

0
t d

�
1

et +1

�
=−1

2
− � t

et +1

�x

0
+
∫ x

0

dt

et +1

=−1

2
− x

ex +1
−
∫ x

0

d(e−t )
1+e−t

=−1

2
− x

ex +1
− �ln(1+e−t )

�x

0

=−1

2
− x

ex +1
+ ln

ex

ex +1
+ ln 2.

所以

F (x ) =


1

2
x 3+ x 2− 1

2
, −1¶ x < 0;

ln
ex

ex +1
− x

ex +1
+ ln2− 1

2
, 0¶ x < 1.

五、（本题满分 7分）
已知函数 f (x )在 (0,+∞)内可导 f (x )> 0， lim

x→+∞ f (x ) = 1，且满足

lim
h→0

�
f (x +h x )

f (x )

� 1
h
= e

1
x ,

求 f (x )．
解. 当 x 6= 0时，

lim
h→0

1

h
ln
�

f (x +h x )
f (x )

�
= lim

h→0

1

h
(ln f (x +h x )− ln f (x ))

= x lim
h→0

ln f (x +h x )− ln f (x )
h x

= x [ln f (x )]′ = x f ′(x )
f (x )

,

从而得到

e
1
x = lim

h→0

�
f (x +h x )

f (x )

� 1
h
= exp

�
lim
h→0

1

h
ln
�

f (x +h x )
f (x )

��
= exp

�
x f ′(x )

f (x )

�
.

于是推得
x f ′(x )

f (x )
= x [ln f (x )]′ = 1

x
⇒ [ln f (x )]′ = 1

x 2
.

解此微分方程，得到 ln f (x ) = − 1

x
+ C1．整理得 f (x ) = C e−

1
x．再利用条件

lim
x→+∞ f (x ) =C = 1，求得 f (x ) = e−

1
x．

六、（本题满分 8分）
求微分方程 x dy + (x −2y )dx = 0的一个解 y = y (x )，使得由曲线 y = y (x )与
直线 x = 1，x = 2以及 x 轴所围成的平面图形绕 x 轴旋转一周的旋转体体积
最小．
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解. 这是一阶线性微分方程 y ′− 2

x
y =−1，由通解公式有

y = e
∫ 2

x dx
�
−
∫

e−
∫ 2

x dx dx +C
�
= x 2

�
−
∫

1

x 2
dx +C

�
= x 2

�
1

x
+C

�
= x +C x 2.

由曲线 y = x +C x 2与 x = 1, x = 2及 x 轴围成的图形绕 x 轴旋转一周的旋转体
的体积为

V =π
∫ 2

1
(x +C x 2)2 dx =π

�
31

5
C 2+

15

2
C +

7

3

�
.

求导并令导数为零，得到
dV

dC
=π

�
62

5
C +

15

2

�
= 0.

解得 C =− 75

124
．又 V ′′(C )> 0，故 C =− 75

124
为 V 的惟一极小值点，也是最小值

点，于是所求曲线为 y = x − 75

124
x 2．

七、（本题满分 7分）
某闸门的形状与大小如图所示，其中直线 l 为对称轴，闸门的上部为矩形
AB C D，下部由二次抛物线与线段 AB 所围成，当水面与闸门的上端相平时，
欲使闸门矩形部分承受的水压力与闸门下部承受的水压力之比为 5 : 4，闸门矩
形部分的高 h 应为多少m(米)？

解. 建立坐标系如下图：

设底部抛物线为 y = p x 2+q，由坐标轴的建立知此抛物线过 (0, 0), (1,1)点，代
入抛物线的方程，解得 q = 0, p = 1．即底部抛物线是 y = x 2（−1¶ x ¶ 1）．已
知压力 =压强 ×面积．设 ρ为水的密度，g 为重力加速度，则平板 AB C D 上
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所受的总压力为
P1 =

∫ 1+h

1
2ρg (1+h − y )dy =ρg h 2,

抛物板 AO B 上所受的总压力为
P2 =

∫ 1

0
2ρg (1+h − y )

p
y dy = 4ρg

�
1

3
h +

2

15

�
.

由题意得
P1 : P2 = 5 : 4 ⇒ h 2

4
�

1

3
h +

2

15

� = 5

4
.

解之得 h =−1

3
(舍去)或 h = 2(米)，即闸门矩形部分的高应为 2m．

八、（本题满分 8分）
设 0< x1 < 3，xn+1 =

p
xn (3− xn )（n = 1, 2, · · ·），证明数列 {xn}的极限存在，并

求此极限．

解. 先说明有界性：由 0< x1 < 3知 x1及 3− x1均为正数，故
0< x2 =

Æ
x1(3− x1)¶

1

2
(x1+3− x1) =

3

2
.

假设 0< xk ¶
3

2
（k ¾ 2），则有

xk+1 =
Æ

xk (3− xk )¶
1

2
(xk +3− xk ) =

3

2
.

由数学归纳法知，对任意正整数 n ¾ 2有 0< xn ¶
3

2
，即数列有界．再说明单调

性：因为
xn+1− xn =

Æ
xn (3− xn )− xn ¶

xn (3− xn )− x 2
np

xn (3− xn )+ xn

=
xn (3−2xn )p

xn (3− xn )+ xn

¾ 0,

所以 {xn}单调增加．数列 {xn}单调增加且有上界，所以 lim
n→∞ xn 存在，记为 a．

由 xn+1 =
p

xn (3− xn )两边取极限得 a =
p

a (3−a )，即 2a 2−3a = 0．解得 a =
3

2

或 a = 0，但因 x1 > 0且单调增加，故 a 6= 0，所以 lim
n→∞ xn =

3

2
．

九、（本题满分 8分）
设 0< a < b，证明不等式 2a

a 2+ b 2
<

ln b − ln a

b −a
<

1p
a b
．

解. (Ⅰ)先证左边不等式．由拉格朗日中值定理．存在 ξ ∈ (a , b )，使得
ln b − ln a

b −a
= (ln x )′

��
x=ξ
=

1

ξ
.

而 1

ξ
>

1

b
>

2a

a 2+ b 2
，所以左边不等式成立．

(Ⅱ)再证右边不等式．令
ψ(x ) = ln x − ln a − 1p

a x
(x −a ),
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则有ψ(a ) = 0，及
ψ′(x ) = 1

x
− 1p

a

�
1

2
p

x
+

a

2x
p

x

�
=− (
p

x −pa )2

2x
p

a x
< 0.

所以当 x > a > 0时，ψ(x )< 0，再以 x = b 代入，得
ln b − ln a <

1p
a b
(b −a ) ⇒ ln b − ln a

b −a
<

1p
a b

.

从而右边不等式成立．

十、（本题满分 8分）
设函数 f (x )在 x = 0的某邻域内具有二阶连续导数，且 f (0) 6= 0， f ′(0) 6= 0，
f ′′(0) 6= 0．证明：存在惟一的一组实数 λ1,λ2,λ3，使得当 h→ 0时，

λ1 f (h )+λ2 f (2h )+λ3 f (3h )− f (0)

是比 h 2高阶的无穷小．

解. 要证存在唯一的一组 λ1,λ2,λ3，使得
L = lim

h→0

λ1 f (h )+λ2 f (2h ) +λ3 f (3h )− f (0)
h 2

= 0.

由极限的四则运算法则知，分子极限应为 0，即
lim
h→0

�
λ1 f (h )+λ2 f (2h ) +λ3 f (3h )

�
= f (0)

由 f (0) 6= 0，求得 λ1+λ2+λ3 = 1．再由洛必达法则得
L = lim

h→0

λ1 f (h ) +λ2 f (2h )+λ3 f (3h )− f (0)
h 2

= lim
h→0

λ1 f ′(h )+2λ2 f ′(2h )+3λ3 f ′(3h )
2h

.

由极限的四则运算法则知分子的极限应是 0，即
lim
h→0
(λ1 f ′(h )+2λ2 f ′(2h ) +3λ3 f ′(3h )) = 0.

由 f ′(0) 6= 0，求得 λ1+2λ2+3λ3 = 0．继续用洛必达法则，由 f ′′(x )在 x = 0连
续可得

L = lim
h→0

λ1 f ′′(h )+4λ2 f ′′(2h ) +9λ3 f ′′(3h )
2

=
1

2
(λ1+4λ2+9λ3) f

′′(0) = 0.

由 f ′′(0) 6= 0，求得 λ1+4λ2+9λ3 = 0．所以 λ1,λ2,λ3应满足
λ1+λ2+λ3 = 1,

λ1+2λ2+3λ3 = 0,

λ1+4λ2+9λ3 = 0.

由于系数行列式

�������
1 1 1

1 2 3

1 4 9

�������= 2 6= 0，由克莱姆法则知，存在唯一的一组解满足题

设要求，证毕．
注记：也可由泰勒公式求得 λ1,λ2,λ3应满足的方程组．
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十一、（本题满分 6分）
已知 A, B 为 3阶矩阵，且满足 2A−1B = B −4E，其中 E 是 3阶单位矩阵．(Ⅰ)证

明：矩阵 A−2E 可逆； (Ⅱ)若 B =

1 −2 0

1 2 0

0 0 2

，求矩阵 A．

解. (Ⅰ)由题设条件 2A−1B = B −4E，两边左乘 A，整理得 AB −2B −4A = 0．所以
(A−2E )(B −4E ) = 8E ⇒ (A−2E ) · 1

8
(B −4E ) = E .

根据可逆矩阵的定义知 A−2E 可逆，且 (A−2E )−1 =
1

8
(B −4E )．

(Ⅱ)由 (Ⅰ)结果知 A = 8(B −4E )−1+2E．而

B −4E =

−3 −2 0

1 −2 0

0 0 −2

 ⇒ (B −4E )−1 =


−1

4

1

4
0

−1

8
−3

8
0

0 0 −1

2

.

代入 A = 8(B −4E )−1+2E 可得

A = 8(B −4E )−1+2E =

 0 2 0

−1 −1 0

0 0 −2

 .

十二、（本题满分 6分）
同试卷一第九题．
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二〇〇三年考研数学试卷二解答
一、填空题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分）

1. 若 x → 0时，(1−a x 2)
1
4 −1与 x sin x 是等价无穷小，则 a = ．

解. 应填 −4．由等价无穷小量代换可得

1= lim
x→0

(1−a x 2)
1
4

x sin x
= lim

x→0

−1

4
a x 2

x 2
=−1

4
a ,

从而 a =−4．

2. 设函数 y = f (x )由方程 x y +2ln x = y 4所确定，则曲线 y = f (x )在点 (1,1)处的
切线方程是 ．

解. 应填 x − y = 0．对所给方程两边对 x 求导数得
y + x y ′+ 2

x
= 4y 3 y ′.

将 x = 1, y = 1代入上式，得 y ′(1) = 1．故曲线在点 (1,1)处的切线方程为
y −1= 1 · (x −1) ⇒ x − y = 0.

3. y = 2x 的麦克劳林公式中 x n 项的系数是 ．

解. 应填 (ln 2)n

n !
．因为 y (n ) = 2x (ln 2)n，所以 y (n )(0) = (ln2)n，从而所求系数为

y (n )(0)
n !
=
(ln2)n

n !
.

4. 设曲线的极坐标方程为ρ = eaθ（a > 0），则该曲线上相应于 θ 从 0变到 2π的一
段弧与极轴所围成的图形的面积为 ．

解. 应填 1

4a
(e4πa −1)．由极坐标下平面图形的面积公式得

S =
1

2

∫ 2π

0
ρ2(θ )dθ =

1

2

∫ 2π

0
e2aθ dθ =

h
1

4a
e2aθ

i2π

0
=

1

4a
(e4πa −1).

5. 设α为 3维列向量，αT 是α的转置．若ααT =

 1 −1 1

−1 1 −1

1 −1 1

，则αTα= ．

解. 应填 3．若矩阵的秩为 1，则可把它其分解为一列乘一行的形式．因为

A =ααT =

 1 −1 1

−1 1 −1

1 −1 1

=
 1

−1

1

�1 −1 1
�

,
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所以 α=

 1

−1

1

，于是 αTα=
�
1 −1 1

� 1

−1

1

= 3．

6. 设三阶方阵A, B满足A2B−A−B = E，其中 E 为三阶单位矩阵，若A =

 1 0 1

0 2 0

−2 0 1

，
则 |B |= ．

解. 应填 1

2
．由 A2B −A−B = E，知 (A+E )(A−E )B = A+E．易知矩阵 A+E 可逆，

于是有 (A−E )B = E．两边取行列式得 |A−E | · |B |= 1，所以

|B |= |A−E |−1 =

�������
0 0 1

0 1 0

−2 0 0

�������
−1

=
1

2
.

二、选择题（本题共 6小题，每小题 4分，满分 24分）

1. 同试卷一第二 [2]题．

2. 设 an =
3

2

∫ n
n+1

0
x n−1
p

1+ x n dx，则极限 lim
n→∞nan 等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) (1+e)
3
2 +1． (B) (1+e−1)

3
2 −1． (C) (1+e−1)

3
2 +1． (D) (1+e)

3
2 −1．

解. 应选 (B)．由换元积分法得

an =
3

2

∫ n
n+1

0
x n−1

p
1+ x n dx =

3

2n

∫ n
n+1

0

p
1+ x n d (1+ x n )

=
�

1

n
(1+ x n )

3
2

� n
n+1

0
=

1

n

�
1+

� n

n +1

�n� 3
2 − 1

n
.

由重要极限之二可得

lim
n→∞nan = lim

n→∞

��
1+

� n

n +1

�n� 3
2 −1

�
= (1+e−1)

3
2 −1.

3. 已知 y =
x

ln x
是微分方程 y ′ = y

x
+ϕ

�
x

y

�
的解，则ϕ

�
x

y

�
的表达式为 · · · · · · ( )

(A) − y 2

x 2
． (B)

y 2

x 2
． (C) − x 2

y 2
． (D)

x 2

y 2
．

解. 应选 (A)．由 y =
x

ln x
得 y ′ = ln x −1

ln2 x
．代入微分方程得

ln x −1

ln2 x
=

1

ln x
+ϕ(ln x ) ⇒ ϕ(ln x ) =− 1

ln2 x
⇒ ϕ

�
x

y

�
=− y 2

x 2
.
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4. 同试卷一第二 [1]题．

5. 设 I1 =
∫ π

4

0

tan x

x
dx，I2 =

∫ π
4

0

x

tan x
dx，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) I1 > I2 > 1． (B) 1> I1 > I2． (C) I2 > I1 > 1． (D) 1> I2 > I1．

解. 应选 (B)．当 x ∈ �0,
π

4

�
时 tan x > x > 0， tan x

x
> 1， x

tan x
< 1．从而有

I1 =
∫ π

4

0

tan x

x
dx >

π

4
>

∫ π
4

0

x

tan x
dx = I2.

利用 I1 > I2且 I2 <
π

4
，可以排除选项 (A)，(C)，(D)．也可以利用 tan x

x
在

�
0,
π

4

�
上单调增加直接得到 I1 < 1．

6. 同试卷一第二 [4]题．

三、（本题满分 10分）

设函数 f (x ) =


ln(1+a x 3)
x −arcsin x

, x < 0;

6, x = 0;
ea x + x 2−a x −1

x sin
x

4

, x > 0.

问 a 为何值时， f (x )在 x = 0处连续；

a 为何值时，x = 0是 f (x )的可去间断点？

解. 因为 f (0) = 6，而单侧极限为
f (0−) = lim

x→0−
f (x ) = lim

x→0−
ln(1+a x 3)
x −arcsin x

= lim
x→0−

a x 3

x −arcsin x

= lim
x→0−

3a x 2

1− 1p
1− x 2

= lim
x→0−

3a x 2p
1− x 2−1

· lim
x→0−
p

1− x 2 = lim
x→0−

3a x 2

−1

2
x 2

=−6a ,

f (0+) = lim
x→0+

f (x ) = lim
x→0+

ea x + x 2−a x −1

x sin
x

4

= lim
x→0+

ea x + x 2−a x −1

x 2

4

= 4 lim
x→0+

ea x + x 2−a x −1

x 2
= 4 lim

x→0+

a ea x +2x −a

2x

= 4 lim
x→0+

a 2ea x +2

2
= 2 lim

x→0+
(a 2ea x +2) = 2a 2+4.

所以，x = 0为 f (x )的连续点当且仅当 −6a = 6= 2a 2+4，即 a =−1；x = 0为
f (x )的可去间断点当且仅当 −6a = 2a 2 + 4 6= 6，即 2a 2 + 6a + 4 = 0但 a 6= −1，
即 a =−2．

四、（本题满分 9分）

设函数 y = y (x )由参数方程


x = 1+2t 2,

y =
∫ 1+2 ln t

1

eu

u
du
（t > 1）所确定，求 d2 y

dx 2

���
x=9
．
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解. 设 x =φ(t ) = 1+2t 2,y =ψ(t ) =
∫ 1+2ln t

1

eu

u
du，则

dx

dt
=φ′(t ) = 4t ,

dy

dt
=ψ′(t ) = e1+2ln t

1+2ln t
· 2

t
=

e · t 2

1+2ln t
· 2

t
=

2et

1+2 ln t
.

所以
dy

dx
=

2et

1+2 ln t
4t

=
e

2(1+2ln t )
,

d2 y

dx 2
=

d

dx

�
dy

dx

�
=

d

dt

�
ψ′(t )
φ′(t )

�
· dt

dx
=
�

e

2(1+2ln t )

�′ · 1

4t

=
−4e

1

t
4(1+2ln t )2

· 1

4t
=− e

4t 2(1+2ln t )2
.

当 x = 9时，由 x = 1+2t 2及 t > 1得 t = 2．故有
d2 y

dx 2

���
x=9
= − e

4t 2(1+2ln t )2

���
t=2
=− e

16(1+2 ln 2)2
.

五、（本题满分 9分）
计算不定积分

∫
x earctan x

(1+ x 2)3/2
dx．

解. 作积分换元 x = tan t（−π
2
< x <

π

2
），得到∫

x earctan x

(1+ x 2)3/2
dx =

∫
et tan t

(1+ tan2 t )3/2
sec2 t dt =

∫
et tan t

sec t
dt =

∫
et sin t dt .

又由分部积分法得到∫
et sin t dt =−

∫
et d(cos t ) =−et cos t +

∫
et cos t dt

=−et cos t +
∫

et d(sin t ) =−et cos t +et sin t −
∫

et sin t dt .

从而有 ∫
et sin t dt =

1

2
et (sin t − cos t )+C .

因此 ∫
x earctan x

(1+ x 2)3/2
dx =

1

2
earctan x

�
xp

1+ x 2
− 1p

1+ x 2

�
+C =

(x −1)earctan x

2
p

1+ x 2
+C .

六、（本题满分 12分）
同试卷一第七题．

七、（本题满分 12分）
讨论曲线 y = 4 ln x +k 与 y = 4x + ln4 x 的交点个数．
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解. 问题等价于讨论ϕ(x ) = ln4 x −4 ln x +4x −k 在区间 (0,+∞)内的零点个数，对
ϕ(x )求导得

ϕ′(x ) = 4 ln3 x

x
− 4

x
+4=

4

x
(ln3 x −1+ x ).

可以看出 x = 1是 ϕ(x )的驻点，而且当 0 < x < 1时，ϕ′(x ) < 0，即 ϕ(x )单调
减少；当 x > 1时，ϕ′(x ) > 0，即 ϕ(x )单调增加，故 ϕ(1) = 4− k 为函数 ϕ(x )
的惟一极小值即最小值．
(Ⅰ)当ϕ(1) = 4−k > 0，即当 k < 4时，ϕ(x )¾ϕ(1)> 0，ϕ(x )无零点．
(Ⅱ)当ϕ(1) = 4−k = 0，即当 k = 4时，ϕ(x )¾ϕ(1) = 0，ϕ(x )有且仅有一个零点．
(Ⅲ)当ϕ(1) = 4−k < 0，即当 k > 4时，由于

lim
x→0+

ϕ(x ) = lim
x→0+
[ln x (ln3 x −4)+4x −k ] = +∞,

lim
x→+∞ϕ(x ) = lim

x→+∞[ln x (ln3 x −4)+4x −k ] = +∞.

由连续函数的介值定理和函数的单调性，ϕ(x )有且仅有两个零点，分别位
于区间 (0,1)与 (1,+∞)内．

综上所述，当 k < 4时，两曲线没有交点；当 k = 4时，两曲线仅有一个交点；
当 k > 4时，两曲线有两个交点．

八、（本题满分 12分）
设位于第一象限的曲线 y = f (x )过点

�p
2

2
,

1

2

�
，其上任一点 P (x , y )处的法线与

y 轴的交点为Q，且线段 PQ 被 x 轴平分．
(Ⅰ)求曲线 y = f (x )的方程；
(Ⅱ)已知曲线 y = sin x 在 [0,π]上的弧长为 l，试用 l 表示曲线 y = f (x )的弧长

s．

解. (Ⅰ)曲线 y = f (x )在点 P (x , y )处的法线方程为
Y − y =− 1

y ′ (X − x ).

令 X = 0，则它与 y 轴的交点为Q
�

0, y +
x

y ′
�
．由题设，线段 PQ 被 x 轴平

分，从而
1

2
(y + y +

x

y ′ ) = 0 ⇒ 2y dy + x dx = 0.

积分得 x 2

2
+ y 2 = C（C 为任意常数），代入初始条件 y

��
x=
p

2
2

=
1

2
得 C =

1

2
，

故曲线 y = f (x )的方程为 x 2

2
+ y 2 =

1

2
，即 x 2+2y 2 = 1．

(Ⅱ)曲线 y = sin x 在 [0,π]上的弧长为
l =

∫ π

0

p
1+ y ′2 dx =

∫ π

0

p
1+ cos2 x dx
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=
∫ π

2

−π2

p
1+ cos2 t dt = 2

∫ π
2

0

p
1+ cos2 t dt .

另一方面，曲线 y = f (x )的参数方程为x = cos t ,

y =
p

2

2
sin t ,

�
0¶ t ¶ π

2

�
.

于是该曲线的弧长为（其中换元 u =
π

2
− t）

s =
∫ π

2

0

Æ
(x ′t )2+ (y ′t )2 dt =

∫ π
2

0

È
sin2 t +

1

2
cos2 t dt =

1p
2

∫ π
2

0

p
1+ sin2 t dt

=
1p
2

∫ 0

π
2

p
1+ cos2 u (−du ) =

1p
2

∫ π
2

0

p
1+ cos2 u du

所以 s =
p

2

4
l．

九、（本题满分 10分）
有一平底容器，其内侧壁是由曲线 x =ϕ(y )（y ¾ 0）绕 y 轴旋转而成的旋转
曲面（如图），容器的底面圆的半径为 2m．根据设计要求，当以 3m 3/min的
速率向容器内注入液体时，液面的面积将以 πm 2/min的速率均匀扩大（假设
注入液体前，容器内无液体）．
(Ⅰ)根据 t 时刻液面的面积，写出 t 与ϕ(y )之间的关系式；
(Ⅱ)求曲线 x =ϕ(y )的方程．
（注：m 表示长度单位米，min表示时间单位分．）

解. (Ⅰ)设在 t 时刻液面的高度为 y，则此时液面的面积为 πϕ2(y ) = 4π+πt，从而
t =ϕ2(y )−4．

(Ⅱ)液面的高度为 y 时，液体的体积

π

∫ y

0
ϕ2(u )du = 3t = 3ϕ2(y )−12.
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上式两边对 y 求导得
πϕ2(y ) = 6ϕ(y )ϕ′(y ) ⇒ dϕ(y )

dy
=
π

6
ϕ(y ).

解此微分方程，得ϕ(y ) =C e
π
6 y，其中 C 为任意常数．由ϕ(0) = 2知 C = 2，

故所求曲线方程为 x = 2e
π
6 y .

十、（本题满分 10分）
设函数 f (x )在闭区间 [a , b ]上连续，在开区间 (a , b )内可导，且 f ′(x )> 0．若
极限 lim

x→a+

f (2x −a )
x −a

存在，证明：
(Ⅰ)在 (a , b )内 f (x )> 0；
(Ⅱ)在 (a , b )内存在点 ξ，使 b 2−a 2∫ b

a
f (x )dx

=
2ξ

f (ξ)
；

(Ⅲ)在 (a , b )内存在与 (2)中 ξ相异的点 η，使 f ′(η)(b 2−a 2) =
2ξ

ξ−a

∫ b

a
f (x )dx．

解. (Ⅰ)因为 lim
x→a+

f (2x −a )
x −a

存在，且 lim
x→a+

(x −a ) = 0，故 lim
x→a+

f (2x −a ) = 0．又 f (x )在
[a , b ]上连续，从而 lim

x→a+
f (2x−a ) = f (a )，则 f (a ) = 0．由于 f ′(x )> 0，则 f (x )

在 (a , b )内严格单调增加，所以 f (x )在 x = a处取最小值，即 f (x )> f (a ) = 0，
x ∈ (a , b )．

(Ⅱ)取 F (x ) = x 2，g (x ) =
∫ x

a
f (t )dt (a ¶ x ¶ b )，则 g ′(x ) = f (x ) > 0，则 F (x )，

g (x )满足柯西中值定理的条件，于是在 (a , b )内存在点 ξ，使
F (b )− F (a )
g (b )− g (a )

=
b 2−a 2∫ b

a
f (t )dt −

∫ a

a
f (t )dt

=
2ξ

f (ξ)
⇒ b 2−a 2∫ b

a
f (x )dx

=
2ξ

f (ξ)
.

(Ⅲ)在区间 [a ,ξ]上应用拉格朗日中值定理，得在 (a ,ξ)内存在一点 η，使
f (ξ)− f (a ) = f ′(η)(ξ−a ).

因 f (a ) = 0，上式即 f (ξ) = f ′(η)(ξ−a )，代入 (II)的结论得
b 2−a 2∫ b

a
f (x )dx

=
2ξ

f ′(η)(ξ−a )
⇒ f ′(η)(b 2−a 2) =

2ξ

ξ−a

∫ b

a
f (x )dx .

十一、（本题满分 10分）

若矩阵 A =

2 2 0

8 2 a

0 0 6

相似于对角阵 Λ，试确定常数 a 的值；并求可逆矩阵 P

使 P −1AP =Λ．
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解. 矩阵 A的特征多项式为

|λE −A|=
�������
λ−2 −2 0

−8 λ−2 −a

0 0 λ−6

�������= (λ−6)[(λ−2)2−16] = (λ−6)2(λ+2).

故 A的特征值为 λ1 = λ2 = 6,λ3 = −2．由于 A相似于对角矩阵 Λ，故对应 λ1 =

λ2 = 6应有两个线性无关的特征向量，因此 r (6E −A) = 1．从而由

6E −A =

 4 −2 0

−8 4 −a

0 0 0

→
2 −1 0

0 0 −a

0 0 0


知 a = 0．于是对应于 λ1 =λ2 = 6的两个线性无关的特征向量可取为

ξ1 =

0

0

1

 , ξ2 =

1

2

0

 .

当 λ3 =−2时，

−2E −A =

−4 −2 0

−8 −4 0

0 0 −8

→
2 1 0

0 0 1

0 0 0

 .

解方程组
¨

2x1+ x2 = 0,

x3 = 0,
得对应于 λ3 =−2的特征向量

ξ3 =

 1

−2

0

 .

令 P =

0 1 1

0 2 −2

1 0 0

，则 P 可逆，并有 P −1AP =Λ．

十二、（本题满分 8分）
同试卷一第十题．
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二〇〇四年考研数学试卷二解答
一、填空题（1～6小题，每小题 4分，共 24分）

1. 设 f (x ) = lim
n→∞

(n −1)x
n x 2+1

，则 f (x )的间断点为 x = ．

解. 应填 0．当 x = 0时， f (x ) = 0；而当 x 6= 0时，
f (x ) = lim

n→∞
(n −1)x
n x 2+1

=
x

x 2
=

1

x
,

故 x = 0为 f (x )的间断点．

2. 设函数 y (x )由参数方程
¨

x = t 3+3t +1

y = t 3−3t +1
确定，则曲线 y = y (x )向上凸的 x 取

值范围为 ．

解. 应填 (−∞,1]．由参数方程可得
dy

dx
=

dy /dt

dx/dt
=

3t 2−3

3t 2+3
=

t 2−1

t 2+1
= 1− 2

t 2+1
,

d2 y

dx 2
=

d

dt

�
dy

dx

�
dt

dx
=
�

1− 2

t 2+1

�′ · 1

3(t 2+1)
=

4t

(t 2+1)2
· 1

3(t 2+1)
=

4t

3(t 2+1)3
.

令 d2 y

dx 2
< 0，t < 0．又 x ′(t ) = 3t 2+3> 0，所以 x (t )单调增．当 t = 0时，x = 1，

当 t →−∞时，x →−∞．从而 x ∈ (−∞,1]时，曲线是向上凸的．

3.
∫ +∞

1

dx

x
p

x 2−1
= ．

解. 应填 π

2
．令 x = sec t，则有

∫ +∞
1

dx

x
p

x 2−1
=
∫ π

2

0

sec t · tan t

sec t · tan t
dt =

∫ π
2

0
dt =

π

2
.

4. 设函数 z = z (x , y )由方程 z = e2x−3z +2y 确定，则 3
∂ z

∂ x
+
∂ z

∂ y
= ．

解. 应填 2．令 F (x , y , z ) = e2x−3z +2y − z = 0，则有
∂ z

∂ x
=−

∂ F

∂ x
∂ F

∂ z

=− e2x−3z ·2
−(1+3e2x−3z )

=
2e2x−3z

1+3e2x−3z
,

∂ z

∂ y
=−

∂ F

∂ y
∂ F

∂ z

=− 2

−(1+3e2x−3z )
=

2

1+3e2x−3z
.

从而 3
∂ z

∂ x
+
∂ z

∂ y
= 2．
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5. 微分方程 (y + x 3)dx −2x dy = 0满足 y
��

x=1
=

6

5
的特解为 ．

解. 应填 y =
1

5
x 3+
p

x．原方程变形为 dy

dx
− 1

2x
y =

1

2
x 2，则由一阶线性微分方程的

通解公式，可得（由初始条件可设 x > 0）
y = e

∫ 1
2x dx

�∫
1

2
x 2e−

∫ 1
2x dx dx +C

�
= e

1
2 ln x

�∫
1

2
x 2e−

1
2 ln x dx +C

�
=
p

x
�∫

1

2
x

3
2 dx +C

�
=
p

x
h

1

5
x

5
2 +C

i
.

再由 y (1) =
6

5
得 C = 1，从而特解为 y =

1

5
x 3+
p

x．

6. 同试卷一第一 [5]题．

二、选择题（7～14小题，每小题 4分，共 32分）

7. 同试卷一第二 [7]题．

8. 设 f (x ) = |x (1− x )|，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) x = 0是 f (x )的极值点，但 (0, 0)不是曲线 y = f (x )的拐点．
(B) x = 0不是 f (x )的极值点，但 (0,0)是曲线 y = f (x )的拐点．
(C) x = 0是 f (x )的极值点，且 (0, 0)是曲线 y = f (x )的拐点．
(D) x = 0不是 f (x )的极值点，(0,0)也不是曲线 y = f (x )的拐点．

解. 应选 (C)．由于 f (x ) = |x (1− x )|¾ 0= f (0)，所以 x = 0为极小值点．又

f (x ) =

¨−x (1− x ), −1< x ¶ 0;

x (1− x ), 0< x < 1.
⇒ f ′′(x ) =

¨
2, −1< x < 0;

−2, 0< x < 1.

于是 (0, 0)为拐点．

9. lim
n→∞ ln

n

s�
1+

1

n

�2 �
1+

2

n

�2 · · ·�1+ n

n

�2等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∫ 2

1
ln2 x dx． (B) 2

∫ 2

1
ln x dx．

(C) 2
∫ 2

1
ln(1+ x )dx． (D)

∫ 2

1
ln2(1+ x )dx．

解. 应选 (B)．由对数性质和定积分的定义可得

lim
n→∞ ln

n

√√�
1+

1

n

�2 �
1+

2

n

�2 · · ·�1+ n

n

�2

= lim
n→∞

2

n

h
ln
�

1+
1

n

�
+ ln

�
1+

2

n

�
+ · · ·+ ln

�
1+

n

n

�i
= lim

n→∞2
n∑

i=1

ln
�

1+
i

n

�
1

n
= 2

∫ 1

0
ln(1+ x )dx = 2

∫ 2

1
ln t dt = 2

∫ 2

1
ln x dx .
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10. 同试卷一第二 [8]题．

11. 微分方程 y ′′+ y = x 2+1+ sin x 的特解形式可设为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) y ∗ = a x 2+ b x + c + x (A sin x +B cos x )．
(B) y ∗ = x (a x 2+ b x + c +A sin x +B cos x )．
(C) y ∗ = a x 2+ b x + c +A sin x．
(D) y ∗ = a x 2+ b x + c +A cos x．

解. 应选 (A)．原方程对应的齐次方程 y ′′ + y = 0的特征方程为 λ2 + 1 = 0，则特
征根为 λ = ±i．对 y ′′ + y = x 2 + 1，其特解形式可设为 y ∗1 = a x 2 + b x + c；对
y ′′+ y = sin x，其特解形式可设为 y ∗2 = x (A sin x +B cos x )．由叠加原理，方程
y ′′+ y = x 2+1+ sin x 的特解形式可设为

y ∗ = y ∗1 + y ∗2 = a x 2+ b x + c + x (A sin x +B cos x ).

12. 设函数 f (u )连续，区域D = {(x , y )|x 2+ y 2 ¶ 2y }，则
∫∫

D
f (x y )dx dy 等于( )

(A)
∫ 1

−1
dx

∫ p1−x 2

−p1−x 2

f (x y )dy . (B) 2
∫ 2

0
dy

∫ p2y−y 2

0
f (x y )dx .

(C)
∫ π

0
dθ

∫ 2 sinθ

0
f (r 2 sinθ cosθ )dr . (D)

∫ π

0
dθ

∫ 2sinθ

0
f (r 2 sinθ cosθ )r dr .

解. 应选 (D)．由 D =
�
(x , y )

��x 2+ y 2 ¶ 2y
	，则积分区域是以 (0, 1)为圆心，1为半

径的圆及其内部，积分区域见图．

在直角坐标系下，先 x 后 y，则有∫∫
D

f (x y )dx dy =
∫ 2

0
dy

∫ p2y−y 2

−p2y−y 2

f (x y )dx .

先 y 后 x，则有 ∫∫
D

f (x y )dx dy =
∫ 1

−1
dx

∫ 1+
p

1−x 2

1−p1−x 2

f (x y )dy .
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在极坐标系下，则有∫∫
D

f (x y )dx dy =
∫ π

0
dθ

∫ 2 sinθ

0
f (r 2 sinθ cosθ )r dr.

13. 同试卷一第二 [11]题．

14. 同试卷一第二 [12]题．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
求极限 lim

x→0

1

x 3

h�
2+ cos x

3

�x −1
i
．

解. 由等价无穷小量代换可得

原式= lim
x→0

e
x ln

� 2+cos x
3

�
−1

x 3
= lim

x→0

ln
�

2+ cos x

3

�
x 2

= lim
x→0

ln
�

1+
cos x −1

3

�
x 2

= lim
x→0

cos x −1

3x 2
=− lim

x→0

1− cos x

3x 2
=− lim

x→0

x 2

2
3x 2
=−1

6
.

16.（本题满分 10分）
设函数 f (x )在 (−∞,+∞)上有定义，在区间 [0,2]上， f (x ) = x (x 2− 4)，若对
任意的 x 都满足 f (x ) = k f (x +2)，其中 k 为常数．
(Ⅰ)写出 f (x )在 [−2,0]上的表达式；
(Ⅱ)问 k 为何值时， f (x )在 x = 0处可导．

解. (Ⅰ)当 −2¶ x < 0，即 0¶ x +2< 2时，
f (x ) = k f (x +2) = k (x +2)[(x +2)2−4] = k x (x +2)(x +4).

(Ⅱ)由题设 f (0) = 0，
f ′+(0) = lim

x→0+

f (x )− f (0)
x −0

= lim
x→0+

x (x 2−4)−0

x
=−4,

f ′−(0) = lim
x→0−

f (x )− f (0)
x −0

= lim
x→0−

k x (x +2)(x +4)−0

x
= 8k .

令 f ′−(0) = f ′+(0)，得 k =−1

2
．即当 k =−1

2
时， f (x )在 x = 0处可导．

17.（本题满分 11分）

设 f (x ) =
∫ x+

π
2

x
|sin t |dt．

(Ⅰ)证明 f (x )是以 π为周期的周期函数； (Ⅱ)求 f (x )的值域．
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解. (Ⅰ)令 t = u +π．则有

f (x +π) =
∫ x+

3π
2

x+π
|sin t |dt =

∫ x+
π
2

x
|sin(u +π)|d(u +π)

=
∫ x+

π
2

x
|sin u |du = f (x )

故 f (x )是以 π为周期的周期函数．
(Ⅱ)因为 f (x )是以 π为周期的周期函数，故只需在 [0,π]上讨论其值域．令

f ′(x ) =
���sin(x +

π

2
)
���− |sin x |= |cos x | − |sin x |= 0,

在区间 [0,π]内求得驻点 x1 =
π

4
，x2 =

3π

4
．计算

f
�π

4

�
=
∫ 3π

4

π
4

|sin t | dt =
∫ 3π

4

π
4

sin t dt =
p

2,

f
�

3π

4

�
=
∫ 5π

4

3π
4

|sin t |dt =
∫ π

3π
4

sin t dt −
∫ 5π

4

π
sin t dt = 2−p2,

f (0) =
∫ π

2

0
|sin t |dt =

∫ π
2

0
sin t dt = 1,

f (π) =
∫ 3π

2

π
|sin t |dt =

∫ 3π
2

π
(−sin t )dt = 1.

因此 f (x )的最小值是 2−p2，最大值是p2．故 f (x )的值域是 [2−p2,
p

2]．

18.（本题满分 12分）
曲线 y =

ex +e−x

2
与直线 x = 0, x = t（t > 0）及 y = 0围成一曲边梯形．该曲边

梯形绕 x 轴旋转一周得一旋转体，其体积为 V (t )，侧面积为 S (t )，在 x = t 处
的底面积为 F (t )．
(Ⅰ)求 S (t )

V (t )
的值； (Ⅱ)计算极限 lim

t→+∞
S (t )
F (t )
．

解. (Ⅰ)旋转体体积
V (t ) =π

∫ t

0
y 2 dx =π

∫ t

0

�
ex +e−x

2

�2

dx ,

旋转体的侧面积

S (t ) =
∫ t

0
2πy

p
1+ y ′2 dx = 2π

∫ t

0

�
ex +e−x

2

�√√
1+

�
ex −e−x

2

�2

dx

= 2π
∫ t

0

�
ex +e−x

2

�√√�
ex +e−x

2

�2

dx = 2π
∫ t

0

�
ex +e−x

2

�2

dx ,

所以 S (t )
V (t )

= 2．
(Ⅱ)在 x = t 处旋转体的底面积为

F (t ) = πy 2
��

x=t
=π

�
et +e−t

2

�2

,
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所以由洛必达法则有

lim
t→+∞

S (t )
F (t )
= lim

t→+∞
2π

∫ t

0

�
ex +e−x

2

�2

dx

π

�
et +e−t

2

�2 = lim
t→+∞

2
�

et +e−t

2

�2

2
�

et +e−t

2

��
et −e−t

2

�
= lim

t→+∞
et +e−t

et −e−t
= lim

t→+∞
1+e−2t

1−e−2t
= 1.

19. 同试卷一第三 [15]题．

20. 同试卷一第三 [16]题．

21.（本题满分 10分）
设 z = f (x 2− y 2, ex y )，其中 f 具有连续二阶偏导数，求 ∂ z

∂ x
， ∂ z

∂ y
， ∂ 2z

∂ x∂ y
．

解. 令 u = x 2− y 2, v = ex y，则 z = f (x 2− y 2,ex y ) = f (u , v )，所以
∂ z

∂ x
=
∂ f

∂ u

∂ u

∂ x
+
∂ f

∂ v

∂ v

∂ x
= 2x f ′1 + y ex y f ′2 ,

∂ z

∂ y
=
∂ f

∂ u

∂ u

∂ y
+
∂ f

∂ v

∂ v

∂ y
=−2y f ′1 + x ex y f ′2 .

从而二阶偏导数
∂ 2z

∂ x∂ y
=
∂

∂ x

�
∂ z

∂ y

�
=
∂

∂ x

�−2y f ′1 + x ex y f ′2
�

=−2y
�

f ′′11

∂ u

∂ x
+ f ′′12

∂ v

∂ x

�
+ex y f ′2 + x y ex y f ′2 + x ex y

�
f ′′21

∂ u

∂ x
+ f ′′22

∂ v

∂ x

�
=−2y

�
2x f ′′11+ y ex y f ′′12

�
+ex y f ′2 + x y ex y f ′2 + x ex y

�
2x f ′′21+ y ex y f ′′22

�
=−4x y f ′′11+2(x 2− y 2)ex y f ′′12++x y e2x y f ′′22+ex y (1+ x y ) f ′2 .

22.（本题满分 9分）
设有齐次线性方程组 

(1+a )x1+ x2+ x3+ x4 = 0,

2x1+ (2+a )x2+2x3+2x4 = 0,

3x1+3x2+ (3+a )x3+3x4 = 0,

4x1+4x2+4x3+ (4+a )x4 = 0.

试问 a 取何值时，该方程组有非零解，并求出其通解．

解. 对方程组的系数矩阵 A作初等行变换，有

A =


1+a 1 1 1

2 2+a 2 2

3 3 3 3

4 4 4 4+a

→


1+a 1 1 1

−2a a 0 0

−3a 0 a 0

−4a 0 0 a

= B .
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当 a = 0时，r (A) = 1< 4，故次方程组有非零解．其同解方程组为
x1+ x2+ x3+ x4 = 0,

由此得基础解系为
η1 = (−1, 1, 0, 0)T , η2 = (−1,0, 1, 0)T , η3 = (−1,0, 0, 1)T .

于是方程组的通解为 x = k1η1+k2η2+k3η3，其中 k1, k2, k3为任意常数．当 a 6= 0

时，对矩阵 B 作初等行变换，有

B →


1+a 1 1 1

−2 1 0 0

−3 0 1 0

−4 0 0 1

→


a +10 0 0 0

−2 1 0 0

−3 0 1 0

−4 0 0 1

 ,

可知 a =−10时，r (A) = 3< 4，故此方程组也有非零解．其同解方程组为
−2x1+ x2 = 0,

−3x1+ x3 = 0,

−4x1+ x4 = 0,

由此得基础解系为 η= (1, 2, 3, 4)T，于是方程组的通解为 x = kη，其中 k 为任意
常数．

23. 同试卷一第三 [21]题．
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二〇〇五年考研数学试卷二解答
一、填空题（1～6小题，每小题 4分，共 24分）

1. 设 y = (1+ sin x )x，则 dy
��

x=π
= ．

解. 应填 −πdx．两边取对数得 ln y = x ln(1+ sin x )．对 x 求导得
1

y
· y ′ = ln(1+ sin x )+

x cos x

1+ sin x
,

于是导函数
y ′ = (1+ sin x )x · �ln(1+ sin x )+ x · cos x

1+ sin x

�
.

故 dy
��

x=π
= y ′(π)dx =−πdx．

2. 曲线 y =
(1+ x )3/2p

x
的斜渐近线方程为 ．

解. 应填 y = x +
3

2
．由求斜渐近线公式得：

k = lim
x→+∞

f (x )
x
= lim

x→+∞
(1+ x )3/2

x
p

x
= 1,

b = lim
x→+∞

�
f (x )−k x

�
= lim

x→+∞
(1+ x )3/2− x 3/2p

x
=

3

2
,

于是所求斜渐近线方程为 y = x +
3

2
．

3.
∫ 1

0

x dx

(2− x 2)
p

1− x 2
= ．

解. 应填 π

4
．令p1− x 2 = t，有 x 2 = 1− t 2，x dx =−t dt．从而∫ 1

0

x dx

(2− x 2)
p

1− x 2
=
∫ 1

0

dt

1+ t 2
= [arctan t ]10 =

π

4
.

4. 同试卷一第一 [2]题．

5. 当 x → 0时，α(x ) = k x 2与 β (x ) =p1+ x arcsin x −pcos x 是等价无穷小，则 k =

．

解. 应填 3

4
．由题设，

1= lim
x→0

p
1+ x arcsin x −pcos x

k x 2
= lim

x→0

x arcsin x +1− cos x

k x 2(
p

1+ x arcsin x +
p

cos x )

=
1

2k
lim
x→0

x arcsin x +1− cos x

x 2
=

1

2k

h
lim
x→0

arcsin x

x
+ lim

x→0

1− cos x

x 2

i
=

1

2k

�
1+

1

2

�
=

3

4k
,

所以 k =
3

4
．
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6. 同试卷一第一 [5]题．

二、选择题（7～14小题，每小题 4分，共 32分）

7. 同试卷一第二 [7]题．

8. 同试卷一第二 [8]题．

9. 设函数 y = y (x )由参数方程
¨

x = t 2+2t ,

y = ln(1+ t )
确定，则曲线 y = y (x )在 x = 3处的

法线与 x 轴交点的横坐标是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
1

8
ln2+3． (B) −1

8
ln2+3． (C) −8ln 2+3． (D) 8 ln 2+3．

解. 应选 (A)．当 x = 3时，有 t 2+2t = 3，得 t =−3（舍去）或 t = 1．曲线 y = y (x )

的导数为
dy

dx
=

dy

dt
dx

dt

=

1

1+ t
2t +2

=
1

2(t +1)2
,

所以曲线 y = y (x )在 x = 3（即 t = 1）处的切线斜率为 1

8
．于是在该处的法线

的斜率为 −8，所以过点 (3, ln 2)的法线方程为
y − ln 2=−8(x −3).

令 y = 0，得其与 x 轴交点的横坐标为 1

8
ln 2+3．

10. 设区域D =
�
(x , y )

��x 2+ y 2 ¶ 4, x ¾ 0, y ¾ 0
	，f (x )为D 上的正值连续函数，a , b

为常数，则
∫∫

D

a
p

f (x )+ b
p

f (y )p
f (x )+

p
f (y )

dσ= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a bπ． (B)
a b

2
π． (C) (a + b )π． (D)

a + b

2
π．

解. 应选 (D)．由于积分区域D 是关于 y = x 对称的，所以 x 与 y 互换后积分值不
变，所以有∫∫

D

a
p

f (x )+ b
p

f (y )p
f (x )+

p
f (y )

dσ=
∫∫

D

a
p

f (y ) + b
p

f (x )p
f (y ) +

p
f (x )

dσ

=
1

2

∫∫
D

�
a
p

f (x )+ b
p

f (y )p
f (x )+

p
f (y )

+
a
p

f (y )+ b
p

f (x )p
f (y )+

p
f (x )

�
dσ

=
a + b

2

∫∫
D

dσ=
a + b

2
· 1

4
·π ·22 =

a + b

2
π.

11. 同试卷一第二 [9]题．

第 91页 共 174页



12. 设函数 f (x ) =
1

e
x

x−1 −1
，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) x = 0, x = 1都是 f (x )的第一类间断点．
(B) x = 0, x = 1都是 f (x )的第二类间断点．
(C) x = 0是 f (x )的第一类间断点，x = 1是 f (x )的第二类间断点．
(D) x = 0是 f (x )的第二类间断点，x = 1是 f (x )的第一类间断点．

解. 应选 (D)．由于函数 f (x )在 x = 0和 x = 1点处无定义，因此它们是间断点．因为
lim
x→0

f (x ) =∞，所以 x = 0为第二类间断点；因为 lim
x→1+

f (x ) = 0， lim
x→1−

f (x ) =−1，
所以 x = 1为第一类间断点．

13. 同试卷一第二 [11]题．

14. 同试卷一第二 [12]题．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 11分）

设函数 f (x )连续，且 f (0) 6= 0，求极限 lim
x→0

∫ x

0
(x − t ) f (t )dt

x
∫ x

0
f (x − t )dt

．

解. 作积分变量代换，令 x − t = u，则∫ x

0
f (x − t )dt =

∫ 0

x
f (u )(−du ) =

∫ x

0
f (u )du .

于是由洛必达法则和微分中值定理，存在 ξ介于 0和 x 之间，使得

lim
x→0

∫ x

0
(x − t ) f (t )dt

x
∫ x

0
f (x − t )dt

= lim
x→0

x
∫ x

0
f (t )dt −

∫ x

0
t f (t )dt

x
∫ x

0
f (u )du

= lim
x→0

∫ x

0
f (t )dt + x f (x )− x f (x )∫ x

0
f (u )du + x f (x )

= lim
x→0

∫ x

0
f (t )dt∫ x

0
f (u )du + x f (x )

= lim
x→0

x f (ξ)
x f (ξ) + x f (x )

= lim
x→0

f (ξ)
f (ξ)+ f (x )

=
f (0)

f (0)+ f (0)
=

1

2
.

16.（本题满分 11分）
如图，C1和 C2分别是 y =

1

2
(1+ ex )和 y = ex 的图象，过点 (0,1)的曲线 C3是

一单调增函数的图象．过 C2上任一点M (x , y )分别作垂直于 x 轴和 y 轴的直
线 lx 和 l y．记 C1, C2与 lx 所围图形的面积为 S1(x )；C2, C3与 l y 所围图形的面
积为 S2(y )．如果总有 S1(x ) = S2(y )，求曲线 C3的方程 x =ϕ(y )．
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解. 由题设图形知，C3在 C1的左侧，根据平面图形的面积公式得，
S1(x ) =

∫ x

0

h
et − 1

2
(1+et )

i
dt =

1

2
(ex − x −1),

S2(y ) =
∫ y

1
(ln t −ϕ(t ))dt .

由 S1(x ) = S2(y )得
1

2
(ex − x −1) =

∫ y

1
(ln t −ϕ(t ))dt .

注意到M (x , y )是 y = ex 的点，于是
1

2
(y − ln y −1) =

∫ y

1
(ln t −ϕ(t ))dt .

两边对 y 求导得
1

2

�
1− 1

y

�
= ln y −ϕ(y ).

整理得曲线 C3的方程为：x =ϕ(y ) = ln y − y −1

2y
.

17. 同试卷一第三 [17]题．

18.（本题满分 12分）
用变量代换 x = cos t（0< t <π）化简微分方程 (1− x 2)y ′′− x y ′+ y = 0，并求
其满足 y

��
x=0
= 1, y ′

��
x=0
= 2的特解．

解. 由复合函数求导的链式法则得
y ′ = dy

dt
· dt

dx
=− 1

sin t

dy

dt
,

y ′′ = dy ′
dt
· dt

dx
=
�

cos t

sin2 t

dy

dt
− 1

sin t

d2 y

dt 2

�
·
�
− 1

sin t

�
.

代入原方程得
(1− cos2 t )

�
cos t

sin2 t

dy

dt
− 1

sin t

d2 y

dt 2

�
·
�
− 1

sin t

�
− cos t

�
− 1

sin t

dy

dt

�
+ y = 0.
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化简得 d2 y

dt 2
+ y = 0，其特征方程为 r 2 + 1 = 0，特征根 r1,2 = ±i，通解为 y =

C1 cos t +C2 sin t．所以
y =C1 cos t +C2 sin t =C1 x +C2

p
1− x 2,

y ′ =C1 x ′+C2

�p
1− x 2

�′
=C1+

2x

2
p

1− x 2
.

将初始条件 y
��

x=0
= 1, y ′

��
x=0
= 2代入，解得 C1 = 2, C2 = 1．故所求特解为

y = 2x +
p

1− x 2, −1< x < 1.

19. 同试卷一第三 [18]题．

20.（本题满分 10分）
已知函数 z = f (x , y )的全微分 dz = 2x dx −2y dy，并且 f (1, 1) = 2．求 f (x , y )

在椭圆域D =
§
(x , y )

���x 2+
y 2

4
¶ 1

ª
上的最大值和最小值．

解. (Ⅰ)由 dz = 2x dx −2y dy 知 ∂ z

∂ x
= 2x ,

∂ z

∂ y
=−2y．对 ∂ z

∂ x
= 2x 两边积分得

z = f (x , y ) = x 2+ c (y ).

将 z (x , y ) = x 2+c (y )代入 ∂ z

∂ y
=−2y 得 c ′(y ) = 2y．所以 c (y ) = y 2+c．所以

z = x 2− y 2+ c .

再由 x = 1, y = 1时 z = 2知 c = 2．于是所讨论的函数为
z = x 2− y 2+2.

(Ⅱ)先求 z 在 D 的内部 x 2 +
y 2

4
< 1中的驻点：由 ∂ z

∂ x
= 2x ,

∂ z

∂ y
= −2y 得驻点

(0,0)，对应的 z = f (0,0) = 2．再求 z = x 2− y 2+2在D 的边界 x 2+
y 2

4
= 1上

的最值：把 y 2 = 4(1− x 2)代入 z 的表达式有
z = x 2− y 2+2= 5x 2−2, −1¶ x ¶ 1.

令 z ′x = 10x = 0解得 x = 0，对应的 y = ±2，z
��

x=0,y=±2
= −2．还要考虑

−1¶ x ¶ 1的端点 x =±1，对应的 y = 0，z
��

x=±1,y=0
= 3．由 z = 2, z =−2, z = 3

比较大小，故 z = f (x , y )在椭圆域D 的最小值为−2（对应于 x = 0，y =±2），
最大值为 3（对应于 x = 0，y =±2）．

21.（本题满分 9分）
计算二重积分

∫∫
D

��x 2+ y 2−1
��dσ，其中D =

�
(x , y )

��0¶ x ¶ 1,0¶ y ¶ 1
	

解. 如图，将D 划分为D1与D2两部分：
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则有∫∫
D

��x 2+ y 2−1
��dσ= ∫∫

D1

(1− x 2− y 2)dx dy +
∫∫

D2

(x 2+ y 2−1)dx dy .

前一个积分用极坐标计算：∫∫
D1

(1− x 2− y 2)dx dy =
∫ π

2

0
dθ

∫ 1

0
(1− r 2)r dr =

∫ π
2

0

�
1

2
− 1

4

�
dθ =

π

8
.

后一个积分用直角坐标计算：∫∫
D2

(x 2+ y 2−1)dx dy =
∫ 1

0
dx

∫ 1

p
1−x 2

(x 2+ y 2−1)dy

=
∫ 1

0

��
x 2− 2

3

�
+

2

3

�
1− x 2

� 3
2

�
dx =

∫ 1

0

�
x 2− 2

3

�
dx +

2

3

∫ 1

0

�
1− x 2

� 3
2

dx

=− 1

3
+

2

3

∫ π
2

0
cos4 t dt =−1

3
+

2

3

�
3

4
· 1

2
· π

2

�
=−1

3
+
π

8
.

所以原积分 ∫∫
D

��x 2+ y 2−1
��dσ= π

8
− 1

3
+
π

8
=
π

4
− 1

3
.

22.（本题满分 9分）
确定常数 a，使向量组 α1 = (1,1, a )T , α2 = (1, a ,1)T , α3 = (a , 1, 1)T 可由向量组
β1 = (1,1, a )T , β2 = (−2, a , 4)T , β3 = (−2, a , a )T 线性表示，但向量组 β1, β2, β3不
能由向量组 α1, α2, α3线性表示．

解. 记 A = (α1,α2,α3), B = (β1,β2,β3)．由于 β1,β2,β3不能由 α1,α2,α3线性表示，故
r (A)< 3（若 r (A) = 3，则任何三维向量都可以由 α1,α2,α3线性表示）．从而

|A|=
�������
1 1 a

1 a 1

a 1 1

�������=−(2+a )(a −1)2 = 0,

从而得 a = 1或 a =−2．当 a = 1时，α1 = α2 = α3 = β1 = (1, 1, 1)T，则 α1 = α2 =

α3 =β1+0 ·β2+0 ·β3，故 α1,α2,α3可由 β1,β2,β3线性表示，但 β2 = (−2,1, 4)T 不

第 95页 共 174页



能由 α1,α2,α3线性表示，故 a = 1符合题意．当 a =−2时，作初等行变换

(B
...A) =


1 −2 −2

... 1 1 −2

1 −2 −2
... 1 −2 1

−2 4 −2
... −2 1 1

→


1 −2 −2
... 1 1 −2

0 0 −6
... 0 3 −3

0 0 0
... 0 −3 3


因 r (B ) = 2 6= r (B

...α2) = 3，系数矩阵的秩和增广矩阵的秩不相等，故方程组
B X = α2无解，即 α2不能由 β1,β2,β3线性表示，与题设矛盾．所以 a = −2不
合题意．

23. 同试卷一第三 [21]题．
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二〇〇六年考研数学试卷二解答
一、填空题（1～6小题，每小题 4分，共 24分）

1. 曲线 y =
x +4 sin x

5x −2cos x
的水平渐近线方程为 ．

解. 应填 y =
1

5
．由无穷小量的性质可知

lim
x→∞ y = lim

x→∞
x +4sin x

5x −2 cos x
= lim

x→∞
1+

4sin x

x

5− 2 cos x

x

= lim
x→∞

1+0

5−0
=

1

5
,

故 y =
1

5
是水平渐近线．

2. 设函数 f (x ) =


1

x 3

∫ x

0
sin t 2 dt , x 6= 0

a , x = 0
在 x = 0处连续，则 a = ．

解. 应填 1

3
．按连续性定义和洛必达法则，有 a = lim

x→0
f (x ) = lim

x→0

sin(x 2)
3x 2

=
1

3
．

3. 广义积分
∫ +∞

0

x dx

(1+ x 2)2
= ．

解. 应填 1

2
．因为

∫ +∞
0

x dx

(1+ x 2)2
=

1

2

∫ +∞
0

d(1+ x 2)
(1+ x 2)2

=−1

2
·
h

1

1+ x 2

i+∞
0
=

1

2
．

4. 同试卷一第一 [2]题．

5. 设函数 y = y (x )由方程 y = 1− x ey 确定，则 dy

dx

���
x=0
= ．

解. 应填−e．在原方程中令 x = 0，得 y = 1．方程两边对 x 求导得 y ′ =−ey −x ey y ′，
令 x = 0得 y ′(0) =−e．

6. 同试卷一第一 [5]题．

二、选择题（7～14小题，每小题 4分，共 32分）

7. 同试卷一第二 [7]题．

8. 设 f (x )是奇函数，除 x = 0外处处连续，x = 0是其第一类间断点，则
∫ x

0
f (t )dt

是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)连续的奇函数． (B)连续的偶函数．
(C)在 x = 0间断的奇函数． (D)在 x = 0间断的偶函数．
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解. 应选 (B)．由题设知 f (x )在任意区间 [a , b ]上都可积，故 F (x ) =
∫ x

0
f (t )dt 处处

连续．又
F (−x ) =

∫ −x

0
f (t )dt =−

∫ −x

0
f (−t )dt =

∫ x

0
f (s )ds = F (x ),

则 F (x )为偶函数．

9. 设函数 g (x )可微，h (x ) = e1+g (x )，h ′(1) = 1，g ′(1) = 2，则 g (1)等于 · · · · · · · ( )

(A) ln 3−1． (B) − ln 3−1． (C) − ln 2−1． (D) ln 2−1．

解. 应选 (C)．由复合函数求导法则有 h ′(x ) = g ′(x )e1+g (x )．将 x = 1 代入上式得
1= 2e1+g (1)．解得 g (1) = ln

1

2
−1=− ln 2−1．

10. 函数 y = c1ex + c2e−2x + x ex 满足的一个微分方程是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) y ′′− y ′−2y = 3x ex． (B) y ′′− y ′−2y = 3ex．
(C) y ′′+ y ′−2y = 3x ex． (D) y ′′+ y ′−2y = 3ex．

解. 应选 (D)．依题意，微分方程对应的齐次方程的特征根为 1和 −2，于是特征方
程为 λ2+λ−2= 0，对应的齐次微分方程为 y ′′+ y ′−2y = 0．又 α= 1是特征方
程的单根，故非齐次项为 f (x ) = Aex，所以选 (D)．

11. 同试卷一第二 [8]题．

12. 同试卷一第二 [10]题．

13. 同试卷一第二 [11]题．

14. 同试卷一第二 [12]题．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
试确定常数 A, B , C 的值，使得 e x (1+ B x +C x 2) = 1+ Ax + o (x 3)，其中 o (x 3)

是当 x → 0时比 x 3高阶的无穷小．

解. 用泰勒公式，将 e x = 1+ x +
x 2

2
+

x 3

6
+o (x 3)代入题设等式整理得

1+ (B +1)x +
�

C +B +
1

2

�
x 2+

�
B

2
+C +

1

6

�
+o (x 3) = 1+Ax +o (x 3).

比较两边同次幂函数得 
B +1= A,

C +B +
1

2
= 0,

B

2
+C +

1

6
= 0.

由此可解得 A =
1

3
，B =−2

3
，C =

1

6
．
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16.（本题满分 10分）
求

∫
arcsinex

ex
dx．

解. 由换元积分法和分部积分法，可得∫
arcsinex

ex
dx =

∫
arcsinex

e2x
d (ex ) =

∫
arcsin t

t 2
dt =−

∫
arcsin t d

�
1

t

�
=−arcsin t

t
+
∫

dt

t
p

1− t 2
=−arcsin t

t
+
∫

t dt

t 2
p

1− t 2

=−arcsin t

t
+

1

2

∫
d(1− t 2)

(1− t 2)
p

1− t 2−p1− t 2
=−arcsin t

t
+

1

2

∫
d(u 2)

u 3−u

=−arcsin t

t
+
∫

du

u 2−1
=−arcsin t

t
+

1

2
ln
���u −1

u +1

���+C

=−arcsinex

ex
+

1

2
ln

����p1−e2x −1p
1−e2x +1

����+C .

17. 同试卷一第三 [15]题．

18. 同试卷一第三 [16]题．

19.（本题满分 10分）
证明：当 0< a < b <π时，b sin b +2cos b +πb > a sin a +2cos a +πa．

解. 令 f (x ) = x sin x +2 cos x +πx，则有
f ′(x ) = sin x + x cos x −2 sin x +π= x cos x − sin x +π,

f ′′(x ) = cos x − x sin x − cos x =−x sin x < 0,

所以 f ′(x )严格单调减少．又 f ′(π) = πcosπ+π = 0，故 0 < x < π时 f ′(x ) > 0．
从而 f (x )严格单调增加，由 b > a 可得 f (b )> f (a )．

20. 同试卷一第三 [18]题．

21.（本题满分 12分）
已知曲线 L 的方程

¨
x = t 2+1,

y = 4t − t 2,
（t ¾ 0）．

(Ⅰ)讨论 L 的凹凸性；
(Ⅱ)过点 (−1, 0)引 L 的切线，求切点 (x0, y0)，并写出切线的方程；
(Ⅲ)求此切线与 L（对应 x ¶ x0的部分）及 x 轴所围成的平面图形的面积．

解. (Ⅰ)计算该参数方程的各阶导数得

dy

dx
=

dy

dt
dx

dt

=
4−2t

2t
=

2

t
−1,

d2 y

dx 2
=

d
�

dy

dx

�
dt
· 1

dx

dt

=
�
− 2

t 2

�
· 1

2t
=− 1

t 3
.

因为 t > 0时二阶导数小于零，所以曲线 L 在 t ¾ 0处是凸的．
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(Ⅱ)切线方程为 y −0=
�

2

t
−1

�
(x +1)，设 x0 = t 2

0 +1，y0 = 4t0− t 2
0，代入方程解

得 t0 = 1．所以切点为 (2,3)，切线方程为 y = x +1．
(Ⅲ)设 L 的方程 x = g (y )，则 S =

∫ 3

0

��
g (y )− (y −1)

��
dy．由 y = 4t − t 2 解得

t = 2±p4− y，从而 x =
�
2±p4− y

�2
+ 1．由于点 (2, 3)在 L 上，可知 x =�

2−p4− y
�2
+1= g (y )．所以
S =

∫ 3

0

��
9− y −4

p
4− y

�− (y −1)
�

dy

=
∫ 3

0
(10−2y )dy −4

∫ 3

0

p
4− y dy = 21− 56

3
=

7

3
.

22. 同试卷一第三 [20]题．

23. 同试卷一第三 [21]题．
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二〇〇七年考研数学试卷二解答
一、选择题（1～10小题，每小题 4分，共 40分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 函数 f (x ) =
(e

1
x +e) tan x

x (e
1
x −e)

在 [−π,π]上的第一类间断点是 x = · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1． (C) −π
2
． (D)

π

2
．

解. 应选 (A)． f (x )的不连续点为 0、1、±π
2
．由于

lim
x→0+

f (x ) = lim
x→0+

(e
1
x +e) tan x

x (e
1
x −e)

= lim
x→0+

e
1
x +e

e
1
x −e

= lim
x→0+

e(1+e1− 1
x )

e(1−e1− 1
x )
= 1,

lim
x→0−

f (x ) = lim
x→0−

(e
1
x +e) tan x

x (e
1
x −e)

= lim
x→0−

e
1
x +e

e
1
x −e

=
lim

x→0−

�
e

1
x +e

�
lim

x→0−

�
e

1
x −e

� = e

−e
=−1,

即 f (x )在 x = 0存在左右极限，且 lim
x→0+

f (x ) 6= lim
x→0−

f (x )，所以 x = 0是 f (x )的
第一类间断点；同样，可验证其余选项是第二类间断点：

lim
x→1

f (x ) =∞, lim
x→π2

f (x ) =∞, lim
x→−π2

f (x ) =∞.

3. 同试卷一第一 [3]题．

4. 同试卷一第一 [4]题．

5. 同试卷一第一 [2]题．

6. 同试卷一第一 [5]题．

7. 二元函数 f (x , y )在点 (0, 0)处可微的一个充分条件是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) lim
(x ,y )→(0,0)

�
f (x , y )− f (0, 0)

�
= 0．

(B) lim
x→0

�
f (x , 0)− f (0, 0)

�
x

= 0且 lim
y→0

�
f (0, y )− f (0,0)

�
y

= 0．

(C) lim
(x ,y )→(0,0)

�
f (x , y )− f (0,0)

�p
x 2+ y 2

= 0．

(D) lim
x→0

�
f ′x (x ,0)− f ′x (0, 0)

�
= 0且 lim

y→0

�
f ′y (0, y )− f ′y (0,0)

�
= 0．

解. 应选 (C)．由 lim
(x ,y )→(0,0)

�
f (x , y )− f (0, 0)

�p
x 2+ y 2

= 0推知

f (x , y )− f (0, 0) =α
p

x 2+ y 2 = 0 · x +0 · y +o (ρ),
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其中 ρ =px 2+ y 2，lim
ρ→0

o (ρ)
ρ
= lim
ρ→0
α= 0．对照全微分定义，相当于

x0 = 0, y0 = 0,∆x = x ,∆y = y , A = 0, B = 0.

可见 f (x , y )在 (0, 0)点可微，故选择 (C).选项 (A)相当于已知 f (x , y )在点 (0,0)

处连续；选项 (B)相当于已知两个一阶偏导数 f ′x (0,0)，f ′y (0,0)存在，(A)和 (B)

均不能保证 f (x , y )在点 (0, 0)处可微．选项 (D)相当于已知两个一元导函数
f ′x (x , 0)，f ′y

�
0, y

�分别在 x = 0和 y = 0处连续，但不能推出两个一阶偏导函数
f ′x
�
x , y

�，f ′y
�
x , y

�在点 (0,0)处连续，因此也不能保证 f (x , y )在点 (0, 0)处可微．

8. 设函数 f (x , y )连续，则二次积分
∫ π

π
2

dx
∫ 1

sin x
f (x , y )dy 等于 · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∫ 1

0
dy

∫ π

π+arcsin y
f (x , y )dx． (B)

∫ 1

0
dy

∫ π

π−arcsin y
f (x , y )dx．

(C)
∫ 1

0
dy

∫ π+arcsin y

π
2

f (x , y )dx． (D)
∫ 1

0
dy

∫ π−arcsin y

π
2

f (x , y )dx．

解. 应选 (B)．该二次积分所对应的积分区域D :
π

2
¶ x ¶π, sin x ¶ y ¶ 1．交换为先

x 后 y，则积分区域可化为：0¶ y ¶ 1, π−arcsin y ¶ x ¶π．所以∫ π

π
2

dx
∫ 1

sin x
f (x , y )dy =

∫ 1

0
dy

∫ π

π−arcsin y
f (x , y )dx .

9. 同试卷一第一 [7]题．

10. 同试卷一第一 [8]题．

二、填空题（11～16小题，每小题 4分，共 24分）

11. lim
x→0

arctan x − sin x

x 3
= ．

解. 应填 −1

6
．由洛必达法则，

lim
x→0

arctan x − sin x

x 3
= lim

x→0

1

1+ x 2
− cos x

3x 2
= lim

x→0

1− �1+ x 2
�

cos x

3x 2 (1+ x 2)

= lim
x→0

1

3 (1+ x 2)
· lim

x→0

�
1− cos x

x 2
− cos x

�
=

1

3

�
lim
x→0

x 2/2

x 2
−1

�
=−1

6
.

12. 曲线
¨

x = cos t + cos2 t

y = 1+ sin t
上对应于 t =

π

4
的点处的法线斜率为 ．
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解. 应填 1+
p

2．由参数方程的导数公式，
dy

dx
=

dy /dt

dx/dt
=

(1+ sin t )′
(cos t + cos2 t )′ =

cos t

−sin t −2sin t cos t
.

把 t =
π

4
代入得 dy

dx

���
t=
π
4

=− 1

1+
p

2
．所以法线斜率为 1+

p
2．

13. 设函数 y =
1

2x +3
，则 y (n )(0) = ．

解. 应填 (−1)n 2n n !

3n+1
．由数学归纳法可知 y (n ) = (−1)n 2n n ! (2x +3)−n−1．把 x = 0代入

得 y (n )(0) =
(−1)n 2n n !

3n+1
．

14. 同试卷一第二 [13]题．

15. 设 f (u , v )是二元可微函数，z = f
�

y

x
,

x

y

�
，则 x

∂ z

∂ x
− y

∂ z

∂ y
= ．

解. 应填 2
�
− y

x
f ′1 +

x

y
f ′2
�
．由复合函数导数公式，

∂ z

∂ x
= f ′1 ·

∂
� y

x

�
∂ x

+ f ′2 ·
∂

�
x

y

�
∂ x

= f ′1 ·
�− y

x 2

�
+ f ′2 · 1

y
,

∂ z

∂ y
= f ′1 ·

∂
� y

x

�
∂ y

+ f ′2 ·
∂

�
x

y

�
∂ y

= f ′1 · 1

x
+ f ′2 ·

�
− x

y 2

�
.

所以
x
∂ z

∂ x
− y

∂ z

∂ y
= x ·

h
f ′1 ·

�− y

x 2

�
+ f ′2 · 1

y

i
− y

h
f ′1 · 1

x
+ f ′2 ·

�
− x

y 2

�i
=
�− y

x

� · f ′1 + f ′2 · x

y
− f ′1 · y

x
+ f ′2 · x

y
= 2

�
− y

x
f ′1 +

x

y
f ′2
�

.

16. 同试卷一第二 [15]题．

三、解答题（17～24小题，共 86分）

17.（本题满分 10分）
设 f (x )是区间

�
0,
π

4

�
上的单调、可导函数，且满足∫ f (x )

0
f −1(t )dt =

∫ x

0
t

cos t − sin t

sin t + cos t
dt ,

其中 f −1是 f 的反函数，求 f (x )．

解. 方程两边对 x 求导得
f −1[ f (x )] · f ′(x ) = x

cos x − sin x

sin x + cos x
⇒ x f ′(x ) = x

cos x − sin x

sin x + cos x
.
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当 x 6= 0时，对上式两边同时除以 x，得 f ′(x ) = cos x − sin x

sin x + cos x
，所以

f (x ) =
∫

cos x − sin x

sin x + cos x
dx =

∫
d(sin x + cos x )

sin x + cos x
= ln |sin x + cos x |+C .

在已知等式中令 x = 0，得
∫ f (0)

0
f −1(t )dt = 0．因 f (x )是

�
0,
π

4

�
上的单调可导函

数，f −1(t )的值域为 [0,
π

4
]，它是单调非负的，故必有 f (0) = 0，从而两边对上式

取 x → 0+极限 lim
x→0+

f (x ) = f (0) =C = 0．于是 f (x ) = ln(sin x +cos x )，x ∈ �0,
π

4

�
．

18.（本题满分 11分）
设D 是位于曲线 y =

p
x a−

x
2a (a > 1,0¶ x <+∞)下方、x 轴上方的无界区域．

(Ⅰ)求区域D 绕 x 轴旋转一周所成旋转体的体积 V (a )；
(Ⅱ)当 a 为何值时，V (a )最小？并求出最小值．

解. (Ⅰ)由旋转体的体积公式，
V (a ) =π

∫ ∞
0

x a−
x
a dx =− a

ln a
π

∫ ∞
0

x d
�

a−
x
a

�
=− a

ln a
π
�
x a−

x
a
�+∞

0
+

a

ln a
π

∫ ∞
0

a−
x
a dx =π

� a

ln a

�2
.

(Ⅱ)对 V (a )求导得到

V ′(a ) =
h
π
� a

ln a

�2i′
=π · 2a ln2 a −a 2 ·2 ln a · 1

a
ln4 a

=π · 2a ln a −2a

ln3 a
= 2π

�
a (ln a −1)

ln3 a

�
.

令 V ′(a ) = 0，得 ln a = 1，从而 a = e．当 1< a < e时，V ′(a )< 0，V (a )单调
减少；当 a > e时，V ′(a )> 0，V (a )单调增加．所以 a = e时 V 最小，最小
体积为 Vmin(a ) =πe2．

19.（本题满分 11分）
求微分方程 y ′′(x + y ′2) = y ′满足初始条件 y (1) = y ′(1) = 1的特解．

解. 令 y ′ = p，则 y ′′ = p ′，原方程化为 p ′(x +p 2) = p．即
dx

dp
− x

p
= p .

由一阶线性微分方程求解公式，得
x = e

∫ 1
p dp

�∫
p e

∫
− 1

p dp
dp +C1

�
= p

�∫
dp +C1

�
= p (p +C1).

代入初始条件得 C1 = 0，于是 p 2 = x．由 y ′(1) = 1知 p =
p

x，即
dy

dx
=
p

x ⇒ y =
2

3
x

3
2 +C2.

代入初始条件得 C2 =
1

3
，所以特解为

y =
2

3
x

3
2 +

1

3
.

第 104页 共 174页



20.（本题满分 10分）
已知函数 f (u )具有二阶导数，且 f ′(0) = 1，函数 y = y (x )由方程 y − x ey−1 = 1

所确定．设 z = f (ln y − sin x )，求 dz

dx

���
x=0

,
d2z

dx 2

���
x=0
．

解. 在 y − x ey−1 = 1中，令 x = 0，得 y = 1．y − x ey−1 = 1两边对 x 求导，得
y ′−ey−1− x ey−1 y ′ = 0 ⇒ (2− y )y ′−ey−1 = 0.

由 x = 0, y = 1得 y ′
��

x=0
= 1．对上式两边求导，得
(2− y )y ′′− y ′2−ey−1 y ′ = 0.

令 x = 0，由 x = 0时 y = 1, y ′ = 1，得 y ′′
��

x=0
= 2．因为 z = f (ln y −sin x )，所以

dz

dx
= f ′(ln y − sin x )

�
y ′
y
− cos x

�
.

把 x = 0, y = 1, y ′ = 1代入，得 dz

dx

���
x=0
= 0．对上式再次求导，得

d2z

dx 2
= f ′′(ln y − sin x )

�
y ′
y
− cos x

�2

+ f ′(ln y − sin x )
�
− y ′2

y 2
+

y ′′
y
+ sin x

�
.

把 x = 0, y = 1, y ′ = 1, y ′′ = 2代入上式，得 d2z

dx 2
= f ′(0)(2−1) = 1．

21. 同试卷一第三 [19]题．

22.（本题满分 11分）

设二元函数 f (x , y ) =

x 2, |x |+ |y |¶ 1,
1p

x 2+ y 2
, 1< |x |+ |y |¶ 2,

计算二重积分
∫∫

D
f (x , y )dσ，

其中D =
�
(x , y )

��|x |+ |y |¶ 2
	．

解. 记D1 =
�
(x , y )

��|x |+ |y |¶ 1
	，D2 =

�
(x , y )

��1< |x |+ |y |¶ 2
	．则∫∫

D
f (x , y )dσ=

∫∫
D1

f (x , y )dσ+
∫∫

D2

f (x , y )dσ

=
∫∫

D1

x 2 dσ+
∫∫

D2

1p
x 2+ y 2

dσ.

再记σ1 =
�
(x , y )

��0¶ x + y ¶ 1, x ¾ 0, y ¾ 0
	，σ2 =

�
(x , y )

��1¶ x + y ¶ 2, x ¾ 0, y ¾ 0
	．

由于D1与D2都与 x 轴对称，也都与 y 轴对称，函数 x 2与 1p
x 2+ y 2

都是 x 的
偶函数，也都是 y 的偶函数，所以由区域对称性和被积函数的奇偶性有∫∫

D1

x 2 dσ= 4
∫∫

σ1

x 2 dσ= 4
∫ 1

0
dx

∫ 1−x

0
x 2 dy

= 4
∫ 1

0
x 2(1− x )dx = 4

∫ 1

0
(x 2− x 3)dx =

1

3
,∫∫

D2

1p
x 2+ y 2

dσ= 4
∫∫

σ2

1p
x 2+ y 2

dσ.
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对第二个积分采用极坐标，令 x = r cosθ , y = r sinθ ,0<θ <
π

2
．则 x + y = 1化

为 r =
1

cosθ + sinθ
，x + y = 2化为 r =

2

cosθ + sinθ
，p

x 2+ y 2 = r，于是∫∫
D2

1p
x 2+ y 2

dσ= 4
∫ π

2

0
dθ

∫ 2
cosθ+sinθ

1
cosθ+sinθ

dr = 4
∫ π

2

0

1

cosθ + sinθ
dθ

= 4
∫ π

2

0

1p
2cos(θ − π

4
)

dθ = 2
p

2
∫ π

2

0
sec(θ − π

4
)dθ

= 2
p

2ln
�
sec(θ − π

4
)+ tan(θ − π

4
)
����π2

0

= 2
p

2ln
�

ln
��� 2p

2
+1

���− ln
��� 2p

2
−1

����
= 2
p

2ln
2+
p

2

2−p2
= 2
p

2ln(3+2
p

2).

所以∫∫
D

f (x , y )dσ=
∫∫

D1

f (x , y )dσ+
∫∫

D2

f (x , y )dσ=
1

3
+2
p

2ln(3+2
p

2).

23. 同试卷一第三 [21]题．

24. 同试卷一第三 [22]题．
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二〇〇八年考研数学试卷二解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 设 f (x ) = x 2(x −1)(x −2)，求 f ′(x )的零点个数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1． (C) 2． (D) 3．

解. 应选 (D)．因为 f (0) = f (1) = f (2) = 0，由罗尔定理知至少有 ξ1 ∈ (0,1)，ξ2 ∈ (1,2)

使 f ′(ξ1) = f ′(ξ2) = 0，所以 f ′(x )至少有两个零点．又由于三次方程 f ′(x ) = 0的
实根不是三个就是一个，故 f ′(x )的零点个数为 3．

2. 如图，曲线段方程为 y = f (x )，函数在区间 [0, a ] 上有连续导数，则定积分∫ a

0
x f ′(x )dx 等于 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)曲边梯形 AB O D 面积． (B)梯形 AB O D 面积．
(C)曲边三角形 AC D 面积． (D)三角形 AC D 面积．

解. 应选 (C)．由分部积分法可得∫ a

0
x f ′(x )dx =

∫ a

0
x d

�
f (x )

�
=
�
x f (x )

�a

0
−
∫ a

0
f (x )dx = a f (a )−

∫ a

0
f (x )dx .

因为 a f (a )是矩形 AB O C 面积，
∫ a

0
f (x )dx 为曲边梯形 AB O D 的面积，所以∫ a

0
x f ′(x )dx 为曲边三角形的面积．

3. 同试卷一第一 [3]题．

4. 设函数 f (x ) =
ln |x |
|x −1| sin x，则 f (x )有 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 1个可去间断点，1个跳跃间断点． (B) 1个可去间断点，1个无穷间断点．
(C) 2个无穷间断点． (D) 2个跳跃间断点．

解. 应选 (A)．易知 x = 0和 x = 1是函数 f (x )的间断点．因为
lim
x→0

f (x ) = lim
x→0

ln |x | · sin x = lim
x→0

x ln |x |

第 107页 共 174页



= lim
x→0

ln |x |
1/x

= lim
x→0

1/x

−1/x 2
= lim

x→0
(−x ) = 0,

所以 x = 0是可去间断点．又因为
lim

x→1+
f (x ) = lim

x→1+

ln x

x −1
· lim

x→1+
sin x =

�
lim

x→1+

x −1

x −1

�
sin1= sin1,

lim
x→1−

f (x ) = lim
x→1−

ln x

1− x
· lim

x→1+
sin x =−sin 1,

所以 x = 1是跳跃间断点．

5. 同试卷一第一 [4]题．

6. 设函数 f 连续．若 F (u , v ) =
∫∫

Du v

f
�
x 2+ y 2

�p
x 2+ y 2

dx dy，其中区域Du v 为图中阴影部

分，则 ∂ F

∂ u
= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) v f
�
u 2
�． (B)

v

u
f
�
u 2
�． (C) v f (u )． (D)

v

u
f (u )．

解. 应选 (A)．化为极坐标得到

F (u , v ) =
∫∫

Du v

f
�
x 2+ y 2

�p
x 2+ y 2

dx dy =
∫ v

0
dθ

∫ u

1

f (r 2)
r

r dr = v
∫ u

1
f (r 2)dr,

所以 ∂ F

∂ u
= v f

�
u 2
�．

7. 同试卷一第一 [5]题．

8. 设 A =

�
1 2

2 1

�
，则在实数域上与 A合同的矩阵为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)

�−2 1

1 −2

�
． (B)

�
2 −1

−1 2

�
． (C)

�
2 1

1 2

�
． (D)

�
1 −2

−2 1

�
．

解. 应选 (D)．记 D =

�
1 −2

−2 1

�
，则可求得 A和 D 有相同的特征值 3和 −1，从而

A和D 有相同的正负惯性指数，所以 A和D 合同．
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二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 已知 f (x )连续，且 lim
x→0

1− cos[x f (x )]
(ex 2 −1) f (x )

= 1，则 f (0) = ．

解. 应填 2．因为

1= lim
x→0

1− cos[x f (x )]
(ex 2 −1) f (x )

= lim
x→0

1

2
[x f (x )]2

x 2 f (x )
=

1

2
lim
x→0

f (x ) =
1

2
f (0),

所以 f (0) = 2．

10. 微分方程 (y + x 2e−x )dx − x dy = 0的通解是 y = ．

解. 应填 x (−e−x +C )．原微分方程可变形为 dy

dx
− y

x
= x e−x，所以其通解为

y = e
∫ 1

x dx
�∫

x e−x e−
∫ 1

x dx dx +C
�
= x

�∫
x e−x · 1

x
dx +C

�
= x (−e−x +C ).

11. 同试卷一第二 [10]题．

12. 求函数 f (x ) = (x −5)x 2/3的拐点坐标为 ．

解. 应填 (−1,−6)．由 y = x 5/3−5x 2/3得
y ′ = 5

3
x 2/3− 10

3
x −1/3 =

10(x +2)
3x 1/3

,

y ′′ = 10

9
x −1/3+

10

9
x −4/3 =

10(x +1)
9x 4/3

.

当 x = 0时 y ′′不存在，但是在 x = 0左右邻域 y ′′ > 0，因此 x = 0不是拐点．当
x =−1时 y ′′ = 0，而且在 x =−1左右邻域 y ′′异号，f (−1) =−6，因此曲线的拐
点为 (−1,−6)．

13. 已知 z =
� y

x

� x
y，则 ∂ z

∂ x

���
(1,2)
= ．

解. 应填
p

2

2
(ln 2−1)．设 u =

y

x
, v =

x

y
，则 z = u v，所以

∂ z

∂ x
=
∂ z

∂ u
· ∂ u

∂ x
+
∂ z

∂ v
· ∂ v

∂ x
= v u v−1

�− y

x 2

�
+u v ln u · 1

y

= u v
�
− v y

u x 2
+

ln u

y

�
=
� y

x

�x/y · 1

y

�−1+ ln
y

x

�
,

所以 ∂ z

∂ x

���
(1,2)
=
p

2

2
(ln2−1)．

14. 设 3阶矩阵 A的特征值是 2, 3,λ，若行列式 |2A|=−48，则 λ= ．

解. 应填 −1．因为 |A|= 2×3×λ= 6λ，所以 −48= |2A|= 23|A|= 48λ，故 λ=−1．
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三、解答题（15～23小题，共 94分）

15. 同试卷一第三 [15]题．

16.（本题满分 10分）

设函数 y = y (x )由参数方程


x = x (t ),

y =
∫ t 2

0
ln(1+u )du

确定，其中 x (t )是初值问题


dx

dt
−2t e−x = 0,

x |t=0 = 0
的解，求 d2 y

dx 2
．

解. 由 dx

dt
−2t e−x = 0得 ex dx = 2t dt，两边同时积分，并由初始条件得 e x = 1+ t 2，

即 x = ln(1+ t 2)．所以

dy

dx
=

dy

dt
dx

dt

=
ln(1+ t 2) ·2t

2t

1+ t 2

= (1+ t 2) ln(1+ t 2) = ex x ,

从而 d2 y

dx 2
= ex (x +1)．

17.（本题满分 9分）
计算

∫ 1

0

x 2 arcsin xp
1− x 2

dx．

解. 令 arcsin x = t，则 x = sin t，t ∈ [0,π/2)，从而∫ 1

0

x 2 arcsin xp
1− x 2

dx =
∫ π

2

0

t sin2 t

cos t
cos t dt =

∫ π
2

0
t sin2 t dt =

∫ π
2

0

�
t

2
− t cos2t

2

�
dt

=
�

t 2

4

�π
2

0
− 1

4

∫ π
2

0
t d(sin 2t ) =

π2

16
−
h

t sin 2t

4

iπ
2

0
+

1

4

∫ π
2

0
sin 2t dt

=
π2

16
+
h
−1

8
cos2t

iπ
2

0
=
π2

16
+

1

4
.

18.（本题满分 11分）
计算

∫∫
D

max
�

x y ,1
	

dx dy，其中D = { (x , y )
��0¶ x ¶ 2, 0¶ y ¶ 2}．

解. 曲线 x y = 1将区域分成三个区域D1,D2,D3：
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从而所求的积分∫∫
D

max
�
x y , 1

�
dx dy =

∫∫
D1

x y dx dy +
∫∫

D2

dx dy +
∫∫

D3

dx dy

=
∫ 1

2

0
dx

∫ 2

0
1dy +

∫ 2

1
2

dx
∫ 1

x

0
1dy +

∫ 2

1
2

dx
∫ 2

1
x

x y dy

= 1+2 ln 2+
15

4
− ln 2=

19

4
+ ln2.

19.（本题满分 11分）
设 f (x )是区间 [0,+∞)上具有连续导数的单调增加函数，且 f (0) = 1．对于任
意的 t ∈ [0,+∞)，直线 x = 0，x = t，曲线 y = f (x )以及 x 轴所围成曲边梯形
绕 x 轴旋转一周生成一旋转体．若该旋转体的侧面面积在数值上等于其体积
的 2倍，求函数 f (x )的表达式．

解. 因为旋转体的体积 V =π
∫ t

0
f 2(x )dx，侧面积 S = 2π

∫ t

0
f (x )

p
1+ f ′2(x )dx，所

以由题设有 ∫ t

0
f 2(x )dx =

∫ t

0
f (x )

Æ
1+ f ′2(x )dx .

上式两端对 t 求导得 f 2(t ) = f (t )
p

1+ f ′2(t )，即 y ′ =
p

y 2−1．由分离变量法
解得 ln(y +

p
y 2−1) = t +C1，即 y +

p
y 2−1= C et．将 y (0) = 1代入知 C = 1，

故 y +
p

y 2−1= et，即 y =
1

2
(et +e−t )．于是所求函数为 y = f (x ) =

1

2
(et +e−t )．

20.（本题满分 11分）
(Ⅰ)证明积分中值定理：若函数 f (x )在闭区间 [a , b ]上连续，则至少存在一点
η ∈ [a , b ]，使得

∫ b

a
f (x )dx = f (η)(b −a )．

(Ⅱ)若函数φ(x )具有二阶导数，且满足φ(2)>φ(1)，φ(2)>
∫ 3

2
φ(x )dx，则至少

存在一点 ξ ∈ (1, 3)，使得φ′′(ξ)< 0．
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解. (Ⅰ)设M 与m 是连续函数 f (x )在 [a , b ]上的最大值与最小值，即
m ¶ f (x )¶M , x ∈ [a , b ].

由定积分性质有

m (b −a )¶
∫ b

a
f (x )dx ¶M (b −a ), ⇒ m ¶

∫ b

a
f (x )dx

b −a
¶M .

由连续函数介值定理，至少存在一点 η ∈ [a , b ]，使得

f (η) =

∫ b

a
f (x )dx

b −a
⇒

∫ b

a
f (x )dx = f (η)(b −a ).

(Ⅱ)由 (I)的结论可知至少存在一点 η ∈ [2,3]，使∫ 3

2
φ(x )dx =φ(η)(3−2) =φ(η).

又由φ(2)>
∫ 3

2
φ(x )dx =φ(η)，知 2<η¶ 3．对φ(x )在 [1,2]和 [2,η]上分别

应用拉格朗日中值定理，并注意到 φ(1)<φ(2)，φ(η)<φ(2)，得
φ′(ξ1) =

φ(2)−φ(1)
2−1

> 0, 1<ξ1 < 2;

φ′(ξ2) =
φ(η)−φ(2)
η−2

< 0, 2<ξ1 <η¶ 3.

在 [ξ1,ξ2]上对 φ′(x )应用拉格朗日中值定理，有 ξ ∈ (ξ1,ξ2)⊂ (1, 3)，使得
φ′′(ξ) = φ

′(ξ2)−φ′(ξ1)
ξ2−ξ1

< 0.

21.（本题满分 11分）
求函数 u = x 2+ y 2+ z 2在约束条件 z = x 2+ y 2和 x + y + z = 4下的最大和最
小值．

解. 作拉格朗日函数
F (x , y , z ,λ,µ) = x 2+ y 2+ z 2+λ(x 2+ y 2− z )+µ(x + y + z −4),

令各个偏导数为零得 

F ′x = 2x +2λx +µ= 0,

F ′y = 2y +2λy +µ= 0,

F ′z = 2z −λ+µ= 0,

F ′λ = x 2+ y 2− z = 0,

F ′µ = x + y + z −4= 0.

解方程组得 (x1, y1, z1) = (1, 1, 2)，(x2, y2, z2) = (−2,−2,8)．故所求的最大值为 72，
最小值为 6．

22. 同试卷一第三 [21]题．
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23.（本题满分 10分）
设 A为 3阶矩阵，α1, α2为 A的分别属于特征值 −1, 1的特征向量，向量 α3满
足 Aα3 =α2+α3．
(Ⅰ)证明 α1,α2,α3线性无关； (Ⅱ)令 P = (α1,α2,α3)，求 P −1AP．

解. (Ⅰ)设存在数 k1, k2, k3，使得
k1α1+k2α2+k3α3 = 0.

用 A左乘上式的两边，并由 Aα1 =−α1,Aα2 =α2得
−k1α1+ (k2+k3)α2+k3α3 = 0.

上面两式相减得 2k1α1 − k3α2 = 0．因为 α1,α2是 A的属于不同特征值的特
征向量，所以 α1,α2线性无关，从而 k1 = k3 = 0，代入第一式得 k2α2 = 0，又
由于 α2 6= 0，所以 k2 = 0，故 α1,α2,α3线性无关．

(Ⅱ)若 P = (α1,α2,α3)，则 P 可逆，而且
AP = A(α1,α2,α3) = (Aα1, Aα2, Aα3) = (−α1,α2,α2+α3)

= (α1,α2,α3)

−1 0 0

0 1 1

0 0 1

= P

−1 0 0

0 1 1

0 0 1

 ,

所以 P −1AP =

−1 0 0

0 1 1

0 0 1

．
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二〇〇九年考研数学试卷二解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 函数 f (x ) =
x − x 3

sin n x
的可去间断点的个数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 1． (B) 2． (C) 3． (D)无穷多个．

解. 应选 (C)．显然 f (x )的间断点为所有整数，但可去间断点为极限存在的点，故
应是 x − x 3 = 0的解 x = 0或 x =−1或 x = 1．因为

lim
x→0

x − x 3

sinπx
= lim

x→0

1−3x 2

πcosπx
=

1

π
,

lim
x→1

x − x 3

sinπx
= lim

x→1

1−3x 2

πcosπx
=

2

π
,

lim
x→−1

x − x 3

sinπx
= lim

x→−1

1−3x 2

πcosπx
=

2

π
,

所以可去间断点为 3个．

2. 同试卷一第一 [1]题．

3. 设函数 z = f
�
x , y

�的全微分为 dz = x dx + y dy，则点 (0, 0) · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)不是 f
�
x , y

�的连续点． (B)不是 f
�
x , y

�的极值点．
(C)是 f

�
x , y

�的极大值点． (D)是 f
�
x , y

�的极小值点．
解. 应选 (D)．因 dz = x dx + y dy 可得 ∂ z

∂ x
= x ,

∂ z

∂ y
= y，从而

A =
∂ 2z

∂ x 2
= 1, B =

∂ 2z

∂ x∂ y
=

∂ 2z

∂ y ∂ x
= 0, C =

∂ 2z

∂ y 2
= 1.

又在 (0,0)处，∂ z

∂ x
= 0,

∂ z

∂ y
= 0，AC −B 2 = 1> 0，故 (0,0)为函数 z = f (x , y )的一

个极小值点．

4. 设函数 f
�
x , y

�连续，则 ∫ 2

1
dx

∫ 2

x
f (x , y )dy +

∫ 2

1
dy

∫ 4−y

y
f (x , y )dx = · · · · ( )

(A)
∫ 2

1
dx

∫ 4−x

1
f (x , y )dy． (B)

∫ 2

1
dx

∫ 4−x

x
f (x , y )dy．

(C)
∫ 2

1
dy

∫ 4−y

1
f (x , y )dx． (D)

∫ 2

1
dy

∫ 2

y
f (x , y )dx．

解. 应选 (C)．
∫ 2

1
dx

∫ 2

x
f (x , y )dy +

∫ 2

1
dy

∫ 2

x
f (x , y )dx 的积分区域为两部分：

D1 =
�
(x , y )

��1¶ x ¶ 2, x ¶ y ¶ 2
	

, D2 =
�
(x , y )

��1¶ y ¶ 2, y ¶ x ¶ 4− y
	

.

将两部分合并得到D =
�
(x , y )

��1¶ y ¶ 2,1¶ x ¶ 4− y
	．故二重积分可以表示为∫ 2

1
dy

∫ 4−y

1
f (x , y )dx．
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5. 若 f ′′(x )不变号，且曲线 y = f (x )在点 (1,1)上的曲率圆为 x 2+ y 2 = 2，则 f (x )

在区间 (1,2)内 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)有极值点，无零点． (B)无极值点，有零点．
(C)有极值点，有零点． (D)无极值点，无零点．

解. 应选 (B)．由题意可知， f (1) = 1， f ′(1) =−1，且由 f (x )在点 (1,1)处的曲率
ρ =

|y ′′|�
1+ (y ′)2

� 3
2

=
1p
2

,

可得 f ′′(1) =−2．因为 f ′′(x )不变号，所以 f ′′(x )< 0．在 [1,2]上，
f ′(x )¶ f ′(1) =−1< 0,

即 f (x )单调减少，没有极值点．由拉格朗日中值定理，
f (2)− f (1) = f ′(ζ)<−1, ζ ∈ (1,2).

所以 f (2)< 0．而 f (1) = 1> 0，由零点定理知， f (x )在 [1,2]上有零点．

6. 同试卷一第一 [3]题．

7. 同试卷一第一 [6]题．

8. 设 A,P 均为 3 阶矩阵，P T 为 P 的转置矩阵，且 P T AP =

1 0 0

0 1 0

0 0 2

，若 P =

(α1,α2,α3)，Q = (α1+α2,α2,α3)，则Q T AQ 为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)

2 1 0

1 1 0

0 0 2

． (B)

1 1 0

1 2 0

0 0 2

． (C)

2 0 0

0 1 0

0 0 2

． (D)

1 0 0

0 2 0

0 0 2

．

解. 应选 (A)．记 E12(1) =

1 0 0

1 1 0

0 0 1

，则有Q = P E12(1)．从而

Q T AQ = [P E12(1)]
T A[P E12(1)] = E T

12(1)[P
T AP ]E12(1)

=

1 1 0

0 1 0

0 0 1


1 0 0

0 1 0

0 0 2


1 0 0

1 1 0

0 0 1

=
2 1 0

1 1 0

0 0 2

 .

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 曲线
x =

∫ 1-t

0
e−u 2

du

y = t 2 ln(2− t 2)
在 (0,0)处的切线方程为 ．
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解. 应填 y = 2x．因为

dy

dx
=

dy /dt

dx/dt

���
t=1
=

2t ln(2− t 2)− t 2 · 2t

2− t 2

e−(1−t )2 · (−1)

���
t=1
=
−2

−1
= 2,

所以切线方程为 y = 2x．

10. 已知
∫ +∞
−∞

ek |x |dx = 1，则 k = ．

解. 应填 −2．显然有 k < 0．所以

1=
∫ +∞
−∞

ek |x |dx = 2
∫ +∞

0
ek x dx =

h
1

k
ek x

i+∞
0
= 0− 2

k
=− 2

k
,

从而 k =−2．

11. lim
n→∞

∫ 1

0
e−x sin n x dx = ．

解. 应填 0．由分部积分法有
In =

∫
e−x sin n x dx =−e−x sin n x +n

∫
e−x cos n x dx

=−e−x sin n x −ne−x cos n x −n 2In ,

所以 In =−n cos n x + sin n x

n 2+1
e−x +C，即

lim
n→∞

∫ 1

0
e−x sin n x dx = lim

n→∞
h
−n cos n x + sin n x

n 2+1
e−x

i1

0

= lim
n→∞

�
−n cos n + sin n

n 2+1
e−1+

n

n 2+1

�
= 0.

12. 设 y = y (x )是由方程 x y +ey = x +1确定的隐函数，则 ∂ 2 y

∂ x 2

���
x=0
= ．

解. 应填 −3．对方程 x y +ey = x +1两边关于 x 求导有
y + x y ′+ y ′ey = 1 ⇒ y ′ = 1− y

x +ey .

对 y + x y ′+ y ′ey = 1再次求导可得
2y ′+ x y ′′+ y ′′ey + (y ′)2ey = 0, ⇒ y ′′ =−2y ′+ (y ′)2ey

x +ey .

当 x = 0时，y = 0，y ′(0) = 1，代入上式得 y ′′(0) =−3．

13. 函数 y = x 2x 在区间 (0,1]上的最小值为 ．

解. 应填 e−
2
e．因为 y ′ = x 2x (2ln x +2)，令 y ′ = 0得驻点为 x =

1

e
．又

y ′′ = x 2x (2 ln x +2)2+ x 2x · 2

x
⇒ y ′′

�
1

e

�
= 2e−

2
e+1 > 0.
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故 x =
1

e
为 y = x 2x 的极小值点，此时 y = e−

2
e．又当 x ∈

�
0,

1

e

�
时，y ′(x ) < 0；

x ∈
�

1

e
, 1
i
时，y ′(x )> 0，故 y 在

�
0,

1

e

�
上递减，在

�
1

e
, 1
�
上递增．而

y (1) = 1, y+(0) = lim
x→0+

x 2x = lim
x→0+

e2x ln x = 1,

所以 y = x 2x 在区间 (0,1]上的最小值为 y
�

1

e

�
= e−

2
e．

14. 设α,β为 3维列向量，βT 为β的转置，若矩阵αβT 相似于

2 0 0

0 0 0

0 0 0

，则βTα=

．

解. 应填 2．因为 αβT 相似于

2 0 0

0 0 0

0 0 0

，根据相似矩阵有相同的特征值，得到 αβT

的特征值是 2, 0, 0．而βTα是一个常数，是矩阵αβT 的对角元素之和，则βTα=

2+0+0= 2．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 9分）
求极限 lim

x→0

(1− cos x ) [x − ln(1+ tan x )]
sin4 x

．

解. 由等价无穷小量代换和洛必达法则，可得

lim
x→0

(1− cos x ) [x − ln(1+ tan x )]
sin4 x

= lim
x→0

1

2
x 2 [x − ln(1+ tan x )]

x 4

= lim
x→0

x − ln(1+ tan x )
2x 2

= lim
x→0

1− sec2 x

1+ tan x
4x

= lim
x→0

1+ tan x − sec2 x

4x

= lim
x→0

sec2 x −2sec2 x tan x

4
=

1

4
.

16.（本题满分 10分）
计算不定积分

∫
ln
�

1+
È

1+ x

x

�
dx（x > 0）．

解. 令
È

1+ x

x
= t，则 x =

1

t 2−1
,dx =

−2t dt

(t 2−1)2
，从而∫

ln
�

1+
È

1+ x

x

�
dx =

∫
ln(1+ t )d

�
1

t 2−1

�
=

ln(1+ t )
t 2−1

−
∫

1

t 2−1

1

t +1
dt

=
ln(1+ t )

t 2−1
− 1

4

∫ �
1

t −1
− 1

t +1
− 2

(t +1)2

�
dt

=
ln(1+ t )

t 2−1
− 1

4
ln(t −1) +

1

4
ln(t +1)− 1

2(t +1)
+C
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=
ln(1+ t )

t 2−1
+

1

4
ln

t +1

t −1
− 1

2(t +1)
+C

= x ln
�

1+
È

1+ x

x

�
+

1

2
ln(
p

1+ x +
p

x )− 1

2

p
xp

1+ x +
p

x
+C

= x ln
�

1+
È

1+ x

x

�
+

1

2
ln(
p

1+ x +
p

x )+
1

2
x − 1

2

p
x + x 2+C .

17.（本题满分 10分）
设 z = f (x + y , x − y , x y )，其中 f 具有 2阶连续偏导数，求 dz 与 ∂ 2z

∂ x∂ y
．

解. 因为 ∂ z

∂ x
= f ′1 + f ′2 + y f ′3，

∂ z

∂ y
= f ′1 − f ′2 + x f ′3，所以

dz =
∂ z

∂ x
dx +

∂ z

∂ y
dy = ( f ′1 + f ′2 + y f ′3 )dx + ( f ′1 − f ′2 + x f ′3 )dy ,

∂ 2z

∂ x∂ y
= f ′′11− f ′′12+ f ′′13 · x + f ′′21− f ′′22+ f ′′23 · x + f ′3 + y

�
f ′′31− f ′′32 ·+ f ′′33 · x

�
= f ′3 + f ′′11− f ′′22+ x y f ′′33+ (x + y ) f ′′13+ (x − y ) f ′′23.

18.（本题满分 10分）
设非负函数 y = y (x )（x ¾ 0）满足微分方程 x y ′′− y ′+2= 0，当曲线 y = y (x )

过原点时，其与直线 x = 1及 y = 0围成平面区域D 的面积为 2，求D 绕 y 轴
旋转所得旋转体体积．

解. 令 p = y ′，代入微分方程得 p ′− 1

x
p = − 2

x
，解得 p = 2+C1 x，即 y ′ = 2+C1 x．

因此通解为 y = C2+ 2x +
C1

2
x 2，其中 C1, C2为任意常数．由题设，y (0) = 0即

C2 = 0，而且
2=

∫ 1

0
y (x )dx =

∫ 1

0
(2x +

C1

2
x 2)dx =

h
x 2+

C1

6
x 3
i1

0
= 1+

C1

6
,

从而 C1 = 6，于是所求非负函数为 y = 2x +3x 2 (x ¾ 0)．所求体积为

V = 2π
∫ 1

0
x y (x )dx = 2π

∫ 1

0
(2x 2+3x 3)dx =

17

6
π.

19.（本题满分 10分）
计算二重积分

∫∫
D
(x − y )dx dy，其中D =

�
(x , y )

��(x −1)2+ (y −1)2 ¶ 2, y ¾ x
	．

解. 由 (x −1)2+ (y −1)2 ¶ 2得极坐标表示 π

4
¶ θ ¶ 3π

4
, 0¶ r ¶ 2(sinθ + cosθ )．
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故由二重积分的极坐标公式可得∫∫
D
(x − y )dx dy =

∫ 3π
4

π
4

dθ
∫ 2(sinθ+cosθ )

0
(r cosθ − r sinθ )r dr

=
∫ 3π

4

π
4

h
1

3
(cosθ − sinθ ) · r 3

i2(sinθ+cosθ )

0
dθ =

8

3

∫ 3π
4

π
4

(cosθ − sinθ )(sinθ + cosθ )3 dθ

=
8

3

∫ 3π
4

π
4

(sinθ + cosθ )3 d(sinθ + cosθ ) =
8

3
× 1

4

�
(sinθ + cosθ )4

� 3π
4
π
4
=−8

3
.

20.（本题满分 12分）
设 y = y (x )是区间 (−π,π)内过点

�
− πp

2
,
πp

2

�
的光滑曲线，当−π< x < 0时，曲

线上任一点处的法线都过原点，当 0¶ x <π时，函数 y (x )满足 y ′′+ y + x = 0．
求 y (x )的表达式．

解. 由题意，当 −π< x < 0时，y =− x

y ′，即 y dy =−x dx，得 y 2 =−x 2+C，又曲

线过点
�
− πp

2
,
πp

2

�
，故 C =π2，从而有 y =

p
π2− x 2．

当 0 ¶ x < π时，y (x )满足 y ′′ + y + x = 0．它对应的齐次方程的通解为
y ∗ = c1 cos x +c2 sin x；设它有特解 y ∗ = a x +b，解得 a =−1, b = 0，故 y ∗ =−x．
因此当 0¶ x <π时 y =C1 cos x +C2 sin x − x．
由于 y = y (x )是 (−π,π)内的光滑曲线，故它在 x = 0处连续且可导，于是

由 y (0−) =π= y (0+) =C1，得 C1 =π；由 y ′−(0) = 0= y ′+(0) =C2−1，得 C2 = 1．所
以 y (x )的表达式为

y =

¨p
π2− x 2, −π< x < 0;

πcos x + sin x − x , 0¶ x <π.

21. 同试卷一第三 [18]题．

22. 同试卷一第三 [20]题．

23. 同试卷一第三 [21]题．
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二〇一〇年考研数学试卷二解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 函数 f (x ) =
x 2− x

x 2−1

È
1+

1

x 2
的无穷间断点的个数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1． (C) 2． (D) 3．

解. 应选 (B)．易知 f (x )有间断点 x = 0,±1．因为
lim

x→0+
f (x ) = lim

x→0+

x (x −1)
(x +1)(x −1)

È
1+

1

x 2
= lim

x→0+
x
È

1+
1

x 2
= 1,

lim
x→0−

f (x ) = lim
x→0−

x (x −1)
(x +1)(x −1)

È
1+

1

x 2
= lim

x→0−
x
È

1+
1

x 2
=−1,

所以 x = 0为跳跃间断点．因为
lim
x→1

f (x ) =
1

2

p
1+1=

p
2

2
,

所以 x = 1为可去间断点点．因为

lim
x→−1

f (x ) = lim
x→−1

x (x −1)
(x +1)(x −1)

È
1+

1

x 2
=∞,

所以 x =−1为无穷间断点．总之，无穷间断点仅有一个．

2. 设 y1, y2是一阶线性非齐次微分方程 y ′+p (x )y = q (x )的两个特解，若常数 λ,µ

使 λy1+µy2是该方程的解，λy1−µy2是该方程对应的齐次方程的解，则 · ( )

(A) λ=
1

2
,µ=

1

2
． (B) λ=−1

2
,µ=−1

2
．(C) λ=

2

3
,µ=

1

3
． (D) λ=

2

3
,µ=

2

3
．

解. 应选 (A)．因为 λy1+µy2是非齐次微分方程 y ′+p (x )y = q (x )的解，代入方程解
得 λ+µ= 1；又因为 λy1−µy2是 y ′+p (x )y = 0的解，代入方程求得 λ−µ= 0．
由此可求得 λ=µ= 1

2
．

3. 曲线 y = x 2与曲线 y = a ln x（a 6= 0）相切，则 a = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 4e． (B) 3e． (C) 2e． (D) e．

解. 应选 (C)．设 y = x 2与 y = a ln x 的公切点为 (x0, y0)，则有
y0 = x 2

0 , y0 = a ln x0, 2x0 =
a

x0
.

从而解得 a = 2e．

4. 同试卷一第一 [3]题．

5. 同试卷一第一 [2]题．

6. 同试卷一第一 [4]题．
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7. 设向量组Ⅰ：α1,α2, · · · ,αr 可由向量组Ⅱ：β1,β2, · · · ,βs 线性表示，下列命题正确
的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)若向量组Ⅰ线性无关，则 r ¶ s． (B)若向量组Ⅰ线性相关，则 r > s．
(C)若向量组Ⅱ线性无关，则 r ¶ s． (D)若向量组Ⅱ线性相关，则 r > s．

解. 应选 (A)．由于向量组Ⅰ能由向量组Ⅱ线性表示，所以
r (α1, · · · ,αr )¶ r (β1, · · · ,βs )¶ s .

若向量组Ⅰ线性无关，则 r (α1, · · · ,αr ) = r，所以
r = r (α1, · · · ,αr )¶ r (β1, · · · ,βs )¶ s ,

即有 r ¶ s．

8. 同试卷一第一 [6]题．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 3阶常系数线性齐次微分方程 y ′′′−2y ′′+ y ′−2y = 0的通解为 y = ．

解. 应填 C1e2x +C2 cos x +C3 sin x．该常系数线性齐次微分方程的特征方程为 λ3−
2λ2+λ−2= 0，解得特征根为 λ= 2,λ=±i，所以通解为

y =C1e2x +C2 cos x +C3 sin x .

10. 曲线 y =
2x 3

x 2+1
的渐近线方程为 ．

解. 应填 y = 2x．易知曲线没有铅直和水平渐近线．因为 k = lim
x→∞

y

x
= 2 6= 0，所以

曲线有斜渐近线．又因为 b = lim
x→∞(y −k x ) = 0，所以斜渐近线方程为 y = 2x．

11. 函数 y = ln(1−2x )在 x = 0处的 n 阶导数 y (n )(0) = ．

解. 应填 −2n (n −1)!．由高阶导数公式可知 ln(n )(1+ x )= (−1)n−1 (n −1)!
(1+ x )n

，所以

ln(n )(1−2x ) = (−1)n−1 (n −1)!
(1−2x )n

· (−2)n =−2n (n −1)!
(1−2x )n

,

从而 y (n )(0) =−2n (n −1)!
(1−2 ·0)n =−2n (n −1)!．

12. 当 0¶ θ ¶π时，对数螺线 r = eθ 的弧长为 ．

解. 应填p2 (eπ−1)．由极坐标弧长公式可得

s =
∫ π

0

q
(eθ )2+ (eθ )2 dθ =

∫ π

0

p
2eθ dθ =

p
2 (eπ−1) .
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13. 已知一个长方形的长 l 以 2cm/s的速率增加，宽 w 以 3cm/s的速率增加．则
当 l = 12cm，w = 5cm时，它的对角线增加的速率为 ．

解. 应填 3cm/s．设 l = x (t ), w = y (t )，由题意知，在 t = t0时刻 x (t0) = 12, y (t0) = 5，
且 x ′(t0) = 2, y ′(t0) = 3．设该对角线长为 S (t )，则

S (t ) =
Æ

x 2(t )+ y 2(t ) ⇒ S ′(t ) = x (t )x ′(t )+ y (t )y ′(t )p
x 2(t )+ y 2(t )

.

代入易知数据可得
S ′(t0) =

x (t0)x ′(t0)+ y (t0)y ′(t0)p
x 2(t0) + y 2(t0)

=
12 ·2+5 ·3p

122+52
= 3.

14. 设 A, B 为 3阶矩阵，且 |A|= 3，|B |= 2，
��A−1+B

��= 2，则
��A+B−1

��= ．

解. 应填 3．由于 A(A−1+B )B−1 = (E +AB )B−1 = B−1+A，所以��A+B−1
��= ��A(A−1+B )B−1

��= |A| ��A−1+B
�� ��B−1

��= 3×2× 1

2
= 3.

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15. 同试卷一第三 [16]题．

16. 同试卷一第三 [17]题．

17.（本题满分 10分）
设函数 y = f (x )由参数方程

¨
x = 2t + t 2

y =ψ(t )
(t > −1)所确定，其中ψ(t )具有 2阶

导数，且ψ(1) = 5

2
，ψ′(1) = 6．已知 d2 y

dx 2
=

3

4(1+ t )
，求函数ψ(t )．

解. 根据题意，求导得
dy

dx
=

dy /d t

dx/d t
=
ψ′(t )
2t +2

,

d2 y

dx 2
=

d

dt

�
ψ′(t )
2t +2

�
· 1

dx/d t
=
ψ′′(t ) (2t +2)−2ψ′(t )

(2t +2)2
· 1

2t +2
=

3

4 (1+ t )
.

整理得ψ′′(t ) (t +1)−ψ′(t ) = 3 (t +1)2．令 y =ψ′(t )，则有
y ′− 1

1+ t
y = 3 (1+ t ) ⇒ y = (1+ t ) (3t +C1) .

因为 y (1) =ψ′(1) = 6，所以 C1 = 0，故 y = 3t (t +1)，即ψ′(t ) = 3t (t +1)．故

ψ(t ) =
∫

3t (t +1)dt =
3

2
t 2+ t 3+C2.

又由ψ(1) = 5

2
得 C2 = 0，故ψ(t ) = 3

2
t 2+ t 3．

第 122页 共 174页



18.（本题满分 10分）
一个高为 l 的柱体形贮油罐，底面是长轴为 2a，短轴为 2b 的椭圆．现将贮油
罐平放，当油罐中油面高度为 3

2
b 时（如图），计算油的质量．

（长度单位为m，质量单位为 kg，油的密度为常数 ρkg/m3）

解. 如图建立坐标系，则油罐底面的椭圆方程为 x 2

a 2
+

y 2

b 2
= 1．

阴影部分的面积（其中用到 y = b sin t 换元）

S =
∫ b

2

−b
2x dy =

2a

b

∫ b
2

−b

Æ
b 2− y 2 dy = 2a b

∫ π
6

−π2
cos2 t dt

= 2a b
∫ π

6

−π2

�
1

2
+

1

2
cos 2t

�
dt =

�
2

3
π+
p

3

4

�
a b .

所以油的质量m =
�

2

3
π+
p

3

4

�
a b lρ．

19.（本题满分 11分）
设函数 u = f (x , y )具有二阶连续偏导数，且满足等式 4

∂ 2u

∂ x 2
+12

∂ 2u

∂ x∂ y
+5
∂ 2u

∂ y 2
= 0．

确定 a ,b 的值，使等式在变换 ξ= x +a y ,η= x + b y 下化简为 ∂ 2u

∂ ξ∂ η
= 0．

解. 由复合函数链式法则得
∂ u

∂ x
=
∂ u

∂ ξ
· ∂ ξ
∂ x
+
∂ u

∂ y
· ∂ η
∂ x
=
∂ u

∂ ξ
+
∂ u

∂ η
,

∂ u

∂ y
=
∂ u

∂ ξ
· ∂ ξ
∂ y
+
∂ u

∂ η

∂ η

∂ y
= a

∂ u

∂ ξ
+ b

∂ u

∂ η
,
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∂ 2u

∂ x 2
=
∂ 2u

∂ ξ2
· ∂ ξ
∂ x
+
∂ 2u

∂ ξ∂ η
· ∂ η
∂ x
+
∂ 2u

∂ η2
· ∂ η
∂ x
+
∂ 2u

∂ ξ∂ η
· ∂ η
∂ x
=
∂ 2u

∂ ξ2
+
∂ 2u

∂ η2
+2

∂ 2u

∂ ξ∂ η
,

∂ 2u

∂ x∂ y
=
∂ 2u

∂ ξ2
· ∂ ξ
∂ y
+
∂ 2u

∂ ξ∂ η
· ∂ η
∂ y
+
∂ 2u

∂ η2
· ∂ η
∂ y
+
∂ 2u

∂ ξ∂ η
· ∂ η
∂ y
= a

∂ 2u

∂ ξ2
+ b

∂ 2u

∂ η2
+ (a + b )

∂ 2u

∂ ξ∂ η
,

∂ 2u

∂ y 2
= a

�
a
∂ 2u

∂ ξ2
+ b

∂ 2u

∂ ξ∂ η

�
+ b

�
a
∂ 2u

∂ η2
+a

∂ 2u

∂ ξ∂ η

�
= a 2 ∂

2u

∂ ξ2
+ b 2 ∂

2u

∂ η2
+2a b

∂ 2u

∂ ξ∂ η
.

因此 4
∂ 2u

∂ x 2
+12

∂ 2u

∂ x∂ y
+5

∂ 2u

∂ y 2
= 0变换为

(5a 2+12a +4)
∂ 2u

∂ ξ2
+ (5b 2+12b +4)

∂ 2u

∂ η2
+ [12(a + b )+10a b +8]

∂ 2u

∂ ξ∂ η
= 0.

所以由题设有 
5a 2+12a +4= 0,

5b 2+12b +4= 0,

12(a + b )+10a b +8 6= 0.

由前两式可解得a =−2

5
或−2,b =−2

5
或−2．又因为当 (a , b )为 (−2,−2)，

�
−2

5
,−2

5

�
时不满足第三式，所以当 (a , b )为

�
−2

5
,−2

�
,
�
−2,−2

5

�
时满足题意．

20.（本题满分 10分）
计算二重积分

I =
∫∫

D
r 2 sinθ

p
1− r 2 cos2θ dr dθ ,

其中D =
¦
(r,θ )

���0¶ r ¶ secθ , 0¶ θ ¶ π
4

©
．

解. 将积分区域用直角坐标表示得D =
�
(x , y )

��0¶ x ¶ 1,0¶ y ¶ x
	．所以

I =
∫∫

D
r sinθ

Ç
1− r 2

�
cos2θ − sin2θ

� · r dr dθ =
∫∫

D
y
p

1− x 2+ y 2 dx dy

=
∫ 1

0
dx

∫ x

0
y
p

1− x 2+ y 2 dy =
∫ 1

0

1

3

�
1− �1− x 2

� 3
2

�
dx

=
∫ 1

0

1

3
dx − 1

3

∫ 1

0

�
1− x 2

� 3
2 dx =

1

3
−
∫ π

2

0
cos4 t dt =

1

3
− 3

16
π.

21.（本题满分 10分）
设函数 f (x )在闭区间 [0, 1]上连续，在开区间 (0,1)内可导，且 f (0) = 0, f (1) =

1

3
．

证明：存在 ξ ∈
�

0,
1

2

�
, η ∈

�
1

2
,1
�
，使得 f ′(ξ)+ f ′(η) = ξ2+η2．

解. 令 F (x ) = f (x )− 1

3
x 3．对于 F (x )分别在

h
0,

1

2

i
和

h
1

2
,1
i
上应用拉格朗日中值定

理，得存在 ξ ∈
�

0,
1

2

�
，η ∈

�
1

2
, 1
�
，使得

F
�

1

2

�
− F (0) =

1

2
F ′ (ξ) , F (1)− F

�
1

2

�
=

1

2
F ′
�
η
�

.

两式相加，整理得 f ′(ξ)+ f ′(η) = ξ2+η2．
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22. 同试卷一第三 [20]题．

23.（本题满分 11分）

设 A =

 0 −1 4

−1 3 a

4 a 0

，正交矩阵Q 使得Q T AQ 为对角矩阵，若Q 的第 1列为

1p
6
(1, 2, 1)T，求 a , Q．

解. 由题设，A对应于 λ1的特征向量为 ξ1 =
1p
6
(1,2, 1)T．从而有 0 −1 4

−1 3 a

4 a 0


1

2

1

=λ1

1

2

1

 ,

由此可得 a =−1,λ1 = 2．故有

A =

 0 −1 4

−1 3 −1

4 −1 0

 ⇒ |λE −A|=
�������
λ 1 −4

1 λ−3 1

−4 1 λ

�������= (λ+4)(λ−2)(λ−5).

由此可得 A的特征值为 λ1 = 2,λ2 = −4,λ3 = 5．由 (λ2E −A)x = 0，可解得对应
于 λ2 =−4的线性无关的特征向量为 ξ2 = (−1, 0, 1)T．由 (λ3E −A)x = 0，可解得
对应于 λ3 = 5的特征向量为 ξ3 = (1,−1, 1)T．将 ξ1,ξ2,ξ3单位化，得到
η1 =

ξ1

‖ξ1‖ =
1p
6
(1,2, 1)T , η2 =

ξ2

‖ξ2‖ =
1p
2
(−1, 0, 1)T , η3 =

ξ3

‖ξ3‖ =
1p
3
(1,−1,1)T .

令Q =
�
η1,η2,η3

�
=


1p
6
− 1p

2

1p
3

2p
6

0 − 1p
3

1p
6

1p
2

1p
3

，则Q T AQ =Λ=

2

−4

5

．
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二〇一一年考研数学试卷二解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 已知当 x → 0时， f (x ) = 3sin x − sin 3x 与 c x k 是等价无穷小，则 · · · · · · · · ( )

(A) k = 1, c = 4． (B) k = 1, c =−4． (C) k = 3, c = 4． (D) k = 3, c =−4．

解. 应选 (C)．由三倍角公式和等价无穷小量代换得
1= lim

x→0

3sin x − sin 3x

c x k
= lim

x→0

3 sin x − (3 sin x −4sin3 x )
c x k

= lim
x→0

4sin3 x

c x k
= lim

x→0

4x 3

c x k
.

所以 c = 4, k = 3．

2. 已知 f (x )在 x = 0处可导，且 f (0) = 0，则 lim
x→0

x 2 f (x )−2 f
�
x 3
�

x 3
= · · · · · · · · · · · ( )

(A) −2 f ′(0)． (B) − f ′(0)． (C) f ′(0)． (D) 0．

解. 应选 (B)．由导数的定义可得
lim
x→0

x 2 f (x )−2 f
�
x 3
�

x 3
= lim

x→0

x 2 f (x )− x 2 f (0)−2 f
�
x 3
�
+2 f (0)

x 3

= lim
x→0

�
f (x )− f (0)

x
−2

f
�
x 3
�− f (0)

x 3

�
= f ′(0)−2 f ′(0) =− f ′(0).

3. 函数 f (x ) = ln |(x −1)(x −2)(x −3)|的驻点个数为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1． (C) 2． (D) 3．

解. 应选 (C)．由 f (x ) = ln |x −1|+ ln |x −2|+ ln |x −3|得
f ′(x ) = 1

x −1
+

1

x −2
+

1

x −3
=

3x 2−12x +11

(x −1)(x −2)(x −3)
.

令 f ′(x ) = 0，得 x1,2 =
6±p3

3
，故 f (x )有两个不同的驻点．

4. 微分方程 y ′′−λ2 y = eλx +e−λx（λ> 0）的特解形式为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a (eλx +e−λx )． (B) a x (eλx +e−λx )．
(C) x (a eλx + b e−λx )． (D) x 2(a eλx + b e−λx )．

解. 应选 (C)．微分方程对应的齐次方程的特征方程为 r 2 − λ2 = 0，解得特征根
r1 = λ, r2 = −λ．所以非齐次方程 y ′′ − λ2 y = eλx 有特解 y1 = x · a · eλx，非齐
次方程 y ′′ −λ2 y = e−λx 有特解 y2 = x · b · e−λx．故由叠加原理可知非齐次方程
y ′′−λ2 y = eλx +e−λx 的特解形式为 y = x (a eλx + b e−λx )．

5. 同试卷一第一 [3]题．
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6. 同试卷一第一 [4]题．

7. 同试卷一第一 [5]题．

8. 同试卷一第一 [6]题．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. lim
x→0

�
1+2x

2

� 1
x
= ．

解. 应填p2．由等价无穷小量代换得

lim
x→0

�
1+2x

2

� 1
x
= exp

�
lim
x→0

�
1+2x

2
−1

�
1

x

�
= exp

�
lim
x→0

2x −1

2x

�
= exp

�
lim
x→0

x ln 2

2x

�
= exp

�
1

2
ln 2

�
=
p

2.

10. 同试卷一第二 [10]题．

11. 同试卷一第二 [9]题．

12. 设函数 f (x ) =

¨
λe−λx , x > 0,

0, x ¶ 0,
λ> 0，则

∫ +∞
−∞

x f (x )dx = ．

解. 应填 1

λ
．由分部积分法可得∫ +∞
−∞

x f (x )dx =
∫ +∞

0
xλe−λx dx =−

∫ +∞
0

x d
�
e−λx

�
=− �x e−λx

�+∞
0
+
∫ +∞

0
e−λx dx = 0+

h
− 1

λ
e−λx

i+∞
0
=

1

λ
.

13. 设平面区域D由直线 y = x，圆 x 2+y 2 = 2y 及 y 轴围成，则二重积分
∫∫

D
x y dσ=

．

解. 应填 7

12
．由二重积分的极坐标公式得∫∫

D
x y dσ=

∫ π
2

π
4

dθ
∫ 2sinθ

0
r cosθ · r sinθ r dr =

∫ π
2

π
4

cosθ · sinθ dθ
∫ 2sinθ

0
r 3 dr

=
∫ π

2

π
4

sinθ · cosθ · 1
4
·16 sin4θ dθ =

∫ π
2

π
4

4cosθ · sin5θ dθ

= 4
∫ π

2

π
4

sin5θd (sinθ ) =
2

3

�
sin6θ

�π
2
π
4
=

7

12
.
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14. 二次型 f (x1, x2, x3) = x 2
1 + 3x 2

2 + x 2
3 + 2x1 x2+ 2x1 x3+ 2x2 x3，则 f 的正惯性指数

为 ．

解. 应填 2．因为
f (x1, x2, x3) = x 2

1 +3x 2
2 + x 2

3 +2x1 x2+2x1 x3+2x2 x3

= (x1+ x2+ x3)
2+2x 2

2 = y 2
1 +2y 2

2 ,

所以 f 的正惯性指数为 2．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）

已知函数 F (x ) =

∫ x

0
ln(1+ t 2)dt

x a
，设 lim

x→+∞F (x ) = lim
x→0+

F (x ) = 0，试求 a 的取值范围．

解. 若 a ¶ 0，则有

lim
x→+∞

∫ x

0
ln(1+ t 2)dt

x a
= lim

x→+∞ x −a ·
∫ x

0
ln(1+ t 2)dt =+∞,

与题设矛盾，故应有 a > 0．当 a > 0时，由

0= lim
x→0+

∫ x

0
ln(1+ t 2)dt

x a
= lim

x→0+

ln(1+ x 2)
a x a−1

= lim
x→0+

x 2

a x a−1
= lim

x→0+

1

a
· x 3−a ,

可得 3−a > 0即 a < 3．又由

0= lim
x→+∞

∫ x

0
ln(1+ t 2)dt

x a
= lim

x→+∞
ln(1+ x 2)

a x a−1
= lim

x→+∞

2x

1+ x 2

a (a −1)x a−2
=

2

a (a −1)
lim

x→+∞
x 3−a

1+ x 2
,

可得 3−a < 2即 a > 1．综上所述有 1< a < 3．

16.（本题满分 11分）

设函数 y = y (x )由参数方程
x =

1

3
t 3+ t +

1

3
,

y =
1

3
t 3− t +

1

3
,
确定，求 y = y (x )的极值和曲线

y = y (x )的凹凸区间及拐点．

解. 首先由参数方程的导数公式有
y ′(x ) = dy /dt

dx/dt
=

t 2−1

t 2+1
,

y ′′(x ) = d

dt

�
t 2−1

t 2+1

�
· 1

dx/dt
=

2t (t 2+1)− (t 2−1) ·2t

(t 2+1)2
· 1

t 2+1
=

4t

(t 2+1)3
.

令 y ′(x ) = 0得 t =±1．当 t = 1时，x =
5

3
，y =−1

3
，此时 y ′′ > 0，所以 y =−1

3

为极小值．当 t = −1时，x = −1，y = 1，此时 y ′′ < 0，所以 y = 1为极大值．
令 y ′′(x ) = 0得 t = 0，x = y =

1

3
．当 t < 0时，x <

1

3
，此时 y ′′ < 0；当 t > 0时，
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x >
1

3
，此时 y ′′ > 0．所以曲线的凸区间为

�
−∞,

1

3

�
，凹区间为

�
1

3
,+∞

�
，拐点

为
�

1

3
,

1

3

�
．

17. 同试卷一第三 [16]题．

18.（本题满分 10分）
设函数 y (x )具有二阶导数，且曲线 l : y = y (x )与直线 y = x 相切于原点，记
α为曲线 l 在点 (x , y )处切线的倾角，若 dα

dx
=

dy

dx
，求 y (x )的表达式．

解. 由题意可知当 x = 0时，y = 0，y ′(0) = 1．由导数的几何意义得 y ′ = tanα，即
α= arctan y ′，由题意

d

dx

�
arctan y ′

�
=

dy

dx
⇒ y ′′

1+
�
y ′
�2 = y ′.

令 y ′ = p，y ′′ = p ′，则 p ′
1+p 2

= p，分离变量得 dp

p (p 2+1)
= dx，积分得

1

2
ln

p 2

p 2+1
= x +C0 ⇒ p 2 =

1

C e−2x −1
.

当 x = 0，p = 1，代入得 C = 2，所以 y ′ = 1p
2e−2x −1

．积分得

y (x ) = y (0)+
∫ x

0

dtp
2e−2t −1

=
∫ x

0

et dtp
2−e2t

=
∫ x

0

d
�

etp
2

�
√√√

1−
�

etp
2

�2
=
h
arcsin

etp
2

ix

0
= arcsin

exp
2
− π

4
.

19. 同试卷一第三 [18]题．

20.（本题满分 11分）
一容器的内侧是由图中曲线绕 y 轴旋转一周而成的曲面，该曲线由 x 2+y 2 = 2y

（y ¾ 1

2
）与 x 2+ y 2 = 1（y ¶ 1

2
）连接而成．
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(Ⅰ)求容器的容积；
(Ⅱ)若将容器内盛满的水从容器顶部全部抽出，至少需要做多少功？
（长度单位：m，重力加速度为 g m/s2，水的密度为 103kg/m3．）

解. (Ⅰ)由对称性，所求的容积为

V = V1+V2 = 2
∫ 1

2

−1
πx 2 dy = 2π

∫ 1
2

−1

�
1− y 2

�
dy =

9

4
π.

(Ⅱ)所做的功为

W =πρg
∫ 1

2

−1
(2− y )(1− y 2)dy +πρg

∫ 2

1
2

(2− y )(2y − y 2)dy

=πρg

 ∫ 1
2

−1
(y 3−2y 2− y +2)dy +

∫ 2

1
2

(y 3−4y 2+4y )dy

!
=

27×103

8
πg = 3375gπ.

21. 同试卷一第三 [19]题．

22. 同试卷一第三 [20]题．

23. 同试卷一第三 [21]题．
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二〇一二年考研数学试卷二解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 同试卷一第一 [2]题．

3. 设 an > 0(n = 1, 2, · · · )，Sn = a1+a2+ · · ·+an，则数列 {sn}有界是数列 {an}收敛
的 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)充分必要条件． (B)充分非必要条件．
(C)必要非充分条件． (D)即非充分也非必要条件．

解. 应选 (B)．

4. 同试卷一第一 [4]题．

5. 设函数 f
�
x , y

�可微，且对任意 x , y 都有 ∂ f (x , y )
∂ x

> 0，∂ f (x , y )
∂ y

< 0．则使不等式
f
�
x1, y1

�
< f

�
x2, y2

�成立的一个充分条件是
(A) x1 > x2, y1 < y2． (B) x1 > x2, y1 > y1．
(C) x1 < x2, y1 < y2． (D) x1 < x2, y1 > y2．

解. 应选 (D)．∂ f (x , y )
∂ x

> 0，∂ f (x , y )
∂ y

< 0表示函数 f (x , y )关于变量 x 是单调递增的，
关于变量 y 是单调递减的．因此，当 x1 < x2, y1 > y2必有 f (x1, y1)< f (x2, y2)．

6. 设区域D由曲线 y = sin x , x =±π
2

, y = 1围成，则
∫∫

D
(x 5 y −1)dx dy = · · · ( )

(A) π． (B) 2． (C) −2． (D) −π．
解. 应选 (D)．由二重积分的奇偶对称性，∫∫

D
(x 5 y −1)dx dy =

∫ π
2

−π2
dx

∫ 1

sin x
(x 5 y −1)dy

=
∫ π

2

−π2

�
1

2
x 5− 1

2
x 5 sin x −1+ sin x

�
dx =

∫ π
2

−π2
(−1)dx =−π

7. 同试卷一第一 [5]题．

8. 同试卷一第一 [6]题．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 设 y = y (x )是由方程 x 2− y +1= ey 所确定的隐函数，则 d2 y

dx 2

���
x=0
= ．
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解. 应填 1．将 x = 0代入方程，可得 y = 0．求导得 dy

dx

���
x=0
= 0， d2 y

dx 2

���
x=0
= 1．

10. 计算 lim
x→∞n

�
1

1+n 2
+

1

22+n 2
+ · · ·+ 1

n 2+n 2

�
= ．

解. 应填 π

4
．原式 = lim

n→∞
1

n

n∑
i=1

1

1+
�

i

n

�2 =
∫ 1

0

dx

1+ x 2
=
�

arctan x
�1

0
=
π

4
.

11. 设 z = f
�

ln x +
1

y

�
，其中函数 f (u )可微，则 x

∂ z

∂ x
+ y 2 ∂ z

∂ y
= ．

解. 应填 0．因为 ∂ z

∂ x
= f ′ · 1

x
,
∂ z

∂ y
= f ′ ·

�
− 1

y 2

�
，所以 x

∂ z

∂ x
+ y 2 ∂ z

∂ y
= 0.

12. 微分方程 y dx + (x −3y 2)dy = 0满足初始条件 y |x=1=1的解为 y = ．

解. 应填px．微分方程整理得 dx

dy
+

1

y
x = 3y．这是一阶线性微分方程，

x = e
−
∫ 1

y dy
�∫

3y ·e
∫ 1

y dy
dy +C

�
=

1

y

�∫
3y 2 dy +C

�
= (y 3+C )

1

y
.

又因为 x = 1时 y = 1，解得 C = 0，故 x = y 2，由初始条件得到 y =
p

x．

13. 曲线 y = x 2+ x（x < 0）上曲率为
p

2

2
的点的坐标是 ．

解. 应填 (−1, 0)．将代入曲率计算公式，有

K =
|y ′′|

(1+ y ′2)3/2 =
2

[1+ (2x +1)2]
3
2

=
p

2

2

整理得 (2x +1)2 = 1，解得 x = 0（舍去）或 x =−1．此时 y = 0，故该点坐标为
(−1,0)．

14. 设 A为 3阶矩阵，|A|= 3，A∗为 A的伴随矩阵，若交换 A的第一行与第二行得
到矩阵 B，则 |B A∗|= ．

解. 应填 −27．由于 B = E12A，故 B A∗ = E12A ·A∗ = |A|E12 = 3E12，所以
|B A∗|= |3E12|= 33|E12|= 27× (−1) =−27.

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
已知函数 f (x ) =

1+ x

sin x
− 1

x ,
，记 a = lim

x→0
f (x )．

(Ⅰ)求 a 的值； (Ⅱ)若当 x → 0时， f (x )−a 是 x k 的同阶无穷小，求 k．

解. (Ⅰ) lim
x→0

f (x ) = lim
x→0

�
1

sin x
− 1

x
+1

�
= lim

x→0

x − sin x

x 2
+1= 1，即 a = 1．
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(Ⅱ)当 x → 0时，由 f (x )−a = f (x )−1=
1

sin x
− 1

x
=

x − sin x

x sin x
．又因为当 x → 0时，

x − sin x 与 1

6
x 3等价，故 f (x )−a ∼ 1

6
x，即 k = 1．

16. 同试卷一第三 [16]题．

17.（本题满分 10分）
过 (0, 1)点作曲线 L : y = ln x 的切线，切点为 A，又 L 与 x 轴交于 B 点，区域
D 由 L 与直线 AB 围成，求区域D 的面积及D 绕 x 轴旋转一周所得旋转体的
体积．

解. 设切点坐标为 A(x0, ln x0)，斜率为 1

x0
，切线方程为

y − ln x0 =
1

x0
(x − x0)

又因为该切线过 (0,1)，所以 x0 = e2，故切点为 A(e2, 2)．而 L 与 x 轴的交点为
B (1,0)．从而区域D 的面积

S =
∫ e2

1
ln x dx − 1

2
(e2−1) ·2= [x ln x − x ]e

2

1 − (e2−1)

= (e2+1)− (e2−1) = 2.

D 绕 x 轴旋转一周所得旋转体的体积
V =π

∫ e2

1
ln2 x dx − 1

3
π ·22 · (e2−1) =π

�
x ln2 x −2x ln x +2x

�e2

1

= (2e2−2)− 4

3
π(e2−1) =

2

3
π
�
e2−1

�
.

18.（本题满分 10分）
计算二重积分

∫∫
D

x y dσ，其中区域D为曲线
r = 1+ cosθ (0¶ θ ¶π)

与极轴围成．

解. 由极坐标的面积公式，有∫∫
D

x y dσ=
∫ π

0
dθ

∫ 1+cosθ

0
r cosθ · r sinθ · r dr

=
1

4

∫ π

0
sinθ · cosθ · (1+ cosθ )4 dθ

=
1

4

∫ 1

−1
t (1+ t )4 dt =

1

4

∫ 2

0
(u −1)u 4 du =

1

4
· 64

15
=

16

15
.

19.（本题满分 11分）
设函数 f (x )满足方程 f ′′(x )+ f ′(x )−2 f (x ) = 0及 f ′(x )+ f (x ) = 2ex．
(Ⅰ)求表达式 f (x )；
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(Ⅱ)求曲线的拐点 y = f (x 2)
∫ x

0
f (−t 2)dt．

解. (Ⅰ)解微分方程 f ′′(x )+ f ′(x )−2 f (x ) = 0，得到通解为 f (x ) =C1ex +C2e−2x．再由
f ′(x )+ f (x ) = 2ex 得 2C1ex −C2e−2x = 2ex，可知 C1 = 1, C2 = 0．故 f (x ) = ex．

(Ⅱ)曲线方程为 y = ex 2

∫ x

0
e−t 2

dt，则

y ′ = 1+2x ex 2
∫ x

0
e−t 2

dt , y ′′ = 2x +2
�
1+2x 2

�
ex 2

∫ x

0
e−t 2

dt .

当 x = 0时 y ′′ = 0；当 x > 0时，y ′′ > 0；当 x < 0时，y ′′ < 0．因此 (0,0)点
就是曲线 y = f (x 2)

∫ x

0
f (−t 2)dt 唯一的拐点．

20. 同试卷一第三 [15]题．

21.（本题满分 11分）
(Ⅰ)证明方程 x n + x n−1+ · · ·+ x = 1（n 为大于 1的整数）在区间

�
1

2
,1
�
内有且

仅有一个实根；
(Ⅱ)记 (I)中的实根为 xn，证明 lim

n→∞ xn 存在，并求此极限．

解. (Ⅰ)令 fn (x ) = x n + x n−1+ · · ·+ x −1，则 fn (1) = n −1> 0，而 fn

�
1

2

�
=−

�
1

2

�n

< 0，
由零点定理得 fn (x ) = 0在

�
1

2
, 1
�
肯定有实根．又因为

f ′n (x ) = n x n−1+ (n −1)x n−2+ · · ·+1> 1> 0

所以方程只有唯一的实根．
(Ⅱ)设该实根为 xn，则有 fn (xn ) = 0．因为 f ′n (x )> 1，由拉格朗日中值定理得���xn − 1

2

���< ��� f ′n (ξ)�xn − 1

2

����= ��� fn (xn )− fn

�
1

2

����= ���0− �− 1

2n

����= 1

2n

则由迫敛准则可知 lim
n→∞

�
xn − 1

2

�
= 0，从而 lim

n→∞ xn =
1

2
．

22. 同试卷一第三 [20]题．

23. 同试卷一第三 [21]题．
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二〇一三年考研数学试卷二解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 设 cos x −1= x sinα(x )，其中 |α(x )|< π
2
，则当 x → 0时，α(x )是 · · · · · · · · ( )

(A)比 x 高阶的无穷小． (B)比 x 低阶的无穷小．
(C)与 x 同阶但不等价的无穷小． (D)与 x 等价的无穷小．

解. 应选 (C)．因为 |α(x )|< π
2
，所以

lim
x→0

sinα(x ) = lim
x→0

cos x −1

x
= lim

x→0

−1

2
x 2

x
= 0 ⇒ lim

x→0
α(x ) = 0.

从而当 x → 0时 α(x )∼ sinα(x ) =
cos x −1

x
∼−1

2
x，即 α(x )与 x 同阶但不等价．

2. 设函数 y = f (x )由方程 cos(x y ) + ln y − x = 1确定，则 lim
n→∞n

h
f
�

2

n

�
−1

i
= ( )

(A) 2． (B) 1． (C) −1． (D) −2．

解. 应选 (A)．首先 f (0) = 1，方程两边对 x 求导得
−(y + x y ′)sin(x y )+

y ′
y
−1= 0 ⇒ f ′(0) = 1.

所以由导数的定义可得

lim
n→∞n

h
f
�

2

n

�
−1

i
= 2 lim

n→∞
f
�

2

n

�
− f (0)

2

n
−0

= 2 f ′(0) = 2.

3. 设函数 f (x ) =

¨
sin x , 0¶ x <π,

2, π¶ x ¶ 2π,
F (x ) =

∫ x

0
f (t )dt，则 · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) x =π是函数 F (x )的跳跃间断点． (B) x =π是函数 F (x )的可去间断点．
(C) F (x )在 x =π处连续但不可导． (D) F (x )在 x =π处可导．

解. 应选 (C)．依题意有

F (x ) =
∫ x

0
f (t )dt =


∫ x

0
sin t dt = 1− cos x , 0¶ x <π,∫ π

0
sin t dt +

∫ x

π
2 dt = 2+2x −2π, π¶ x ¶ 2π.

由于 F (π−) = F (π+) = F (π) = 2，F (x )在 x =π处连续．又因为
lim

x→π−
F (x )− F (π)

x −π = lim
x→π+

−1− cos x

x −π = 0, lim
x→π+

F (x )− F (π)
x −π = lim

x→π+
2(x −π)

x −π = 2,

所以 F (x )在 x =π处不可导．
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4. 设函数 f (x ) =


1

(x −1)α−1
, 1< x < e,

1

x lnα+1 x
, x ¾ e,

若反常积分
∫ +∞

1
f (x )dx 收敛，则 · · ( )

(A) α<−2． (B) α> 2． (C) −2<α< 0． (D) 0<α< 2．

解. 应选 (D)．因为积分
∫ e

1

1

(x −1)α−1
dx 收敛当且仅当 α− 1 < 1，即 α < 2．积分∫ +∞

e

1

x lnα+1 x
dx =

∫ +∞
e

d(ln x )

lnα+1 x
收敛当且仅当 α+1> 1，即 α> 0，所以反常积分∫ +∞

1
f (x )dx =

∫ e

1
f (x )dx +

∫ +∞
e

f (x )dx =
∫ e

1

1

(x −1)α−1
dx +

∫ +∞
e

1

x lnα+1 x
dx

收敛当且仅当 0<α< 2．

5. 设 z =
y

x
f (x y )，其中函数 f 可微，则 x

y

∂ z

∂ x
+
∂ z

∂ y
= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 2y f ′(x y )． (B) −2y f ′(x y )． (C)
2

x
f (x y )． (D) − 2

x
f (x y )．

解. 应选 (A)．已知 z =
y

x
f (x y )，所以

∂ z

∂ x
=− y

x 2
f (x y )+

y 2

x
f ′(x y ), ⇒ ∂ z

∂ y
=

1

x
f (x y )+ y f ′(x y ).

所以 x

y

∂ z

∂ x
+
∂ z

∂ y
= 2y f ′(x y )．

6. 设Dk 是圆域D =
�
(x , y )

��x 2+ y 2 ¶ 1
	在第 k 象限的部分，记

Ik =
∫∫

Dk

(y − x )dx dy（k = 1,2, 3, 4），则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) I1 > 0． (B) I2 > 0． (C) I3 > 0． (D) I4 > 0．

解. 应选 (B)．因为在D2内部 y − x > 0，故由二重积分的保号性可得 I2 > 0．

7. 同试卷一第一 [5]题．

8. 同试卷一第一 [6]题．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. lim
x→0

�
2− ln(1+ x )

x

� 1
x
= ．

解. 应填 e
1
2．取对数后求极限得

lim
x→0

ln
�

1+1− ln(1+ x )
x

�
x

= lim
x→0

1− ln(1+ x )
x

x
= lim

x→0

1−
�

1− 1

2
x +o (x )

�
x

=
1

2
,

因此原式 = e
1
2．
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10. 设函数 f (x ) =
∫ x

−1

p
1−et dt，则 y = f (x )的反函数 x = f −1(y )在 y = 0处的导

数 dx

dy

���
y=0
= ．

解. 应填 1p
1−e−1

．因为 dy

dx
=
p

1−ex，所以 dx

dy
=

1p
1−ex

，从而
dx

dy

���
y=0
=

1p
1−ex

���
x=−1

=
1p

1−e−1
.

11. 设封闭曲线 L的极坐标方程为 r = cos 3θ（−π
6
¶ θ ¶ π

6
），则 L所围成的平面图

形的面积为 ．

解. 应填 π

12
．由极坐标的面积公式可得

S =
1

2

∫ π
6

−π6
cos2 3θ dθ =

∫ π
6

0

1+ cos 6θ

2
dθ =

π

12
.

12. 曲线
¨

x = arctan t ,

y = ln
p

1+ t 2
上对应于 t = 1的点处的法线方程为 ．

解. 应填 y + x − π
4
− ln
p

2= 0．由参数方程的导数公式得

dy

dx
=

dy

dt
dx

dt

=

1p
1+ t 2

· tp
1+ t 2

1

1+ t 2

= t ⇒ dy

dx

���
t=1
= 1.

当 t = 1时，x =
π

4
, y = ln

p
2，故法线方程为 y + x − π

4
− ln
p

2= 0．

13. 已知 y1 = e3x − x e2x，y2 = ex − x e2x，y3 =−x e2x 是某二阶常系数非齐次线性微
分方程的 3个解，该方程满足条件 y

��
x=0
= 0，y ′

��
x=0
= 1的解为 y = ．

解. 应填 e3x −ex − x e2x．根据线性微分方程解的性质，e3x 和 ex 是对应齐次方程的
解，−x e2x 是非齐次方程的解，故非齐次通解为 y =C1e3x +C2ex − x e2x．由初
始条件求得 C1 = 1，C2 =−1，故满足条件的解为 y = e3x −ex − x e2x．

14. 同试卷一第二 [13]题．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
当 x → 0时，1− cos x · cos2x · cos3x 与 a x n 为等价无穷小，求 n 与 a 的值．
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解. 由 cos x 的麦克劳林公式有：当 x → 0时，
cos x = 1− 1

2
x 2+o (x 2), cos 2x = 1−2x 2+o (x 2), cos 3x = 1− 9

2
x 2+o (x 2).

故由 1− cos x · cos2x · cos 3x 与 a x n 为等价无穷小可得
1= lim

x→0

1− cos x · cos 2x · cos3x

a x n

= lim
x→0

1−
�
1− 1

2
x 2+o (x 2)

��
1−2x 2+o (x 2)

��
1− 9

2
x 2+o (x 2)

�
a x n

= lim
x→0

1− �1−7x 2+o (x 2)
�

a x n
= lim

x→0

7x 2+o (x 2)
a x n

.

所以 n = 2且 a = 7．
16.（本题满分 10分）
设D 是由曲线 y = x

1
3，直线 x = a（a > 0）及 x 轴所围成的平面图形，Vx，Vy

分别是D 绕 x 轴，y 轴旋转一周所得旋转体的体积，若 Vy = 10Vx，求 a 的值．
解. 依题意可得

Vx =π
∫ a

0
(x

1
3 )2 dx =

3

5
πa

5
3 , Vy = 2π

∫ a

0
x · x 1

3 dx =
6π

7
a

7
3 .

由 Vy = 10Vx 可得 6π

7
a

7
3 = 10 · 3

5
πa

5
3，解得 a = 7

p
7．

17.（本题满分 10分）
设平面内区域D 由直线 x = 3y , y = 3x 及 x + y = 8围成，计算

∫∫
D

x 2 dx dy．

解.
∫∫

D
x 2 dx dy =

∫ 2

0
x 2 dx

∫ 3x

x
3

dy +
∫ 6

2
x 2 dx

∫ 8−x

x
3

dy =
416

3
.

18. 同试卷一第三 [18]题．
19.（本题满分 11分）
求曲线 x 3− x y + y 3 = 1（x ¾ 0，y ¾ 0）上的点到坐标原点的最长距离与最短
距离．

解. 平面上点 (x , y )到坐标原点的距离为 d (x , y ) =
p

x 2+ y 2．构造拉格朗日函数
L
�
x , y ,λ

�
= x 2+ y 2+λ

�
x 3− x y + y 3−1

�
.

则由 x ¾ 0，y ¾ 0以及 
∂ L

∂ x
= 2x +3λx 2−λy = 0,

∂ L

∂ y
= 2y +3λy 2−λx = 0,

∂ L

∂ λ
= x 3− x y + y 3−1= 0,

可求得唯一条件极值点 x = 1, y = 1．由于 d (1, 1) =
p

2，d (0,1) = d (1, 0) =
p

2，
故所求的最长距离为p2，最短距离为 1．
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20.（本题满分 11分）
设函数 f (x ) = ln x +

1

x
．

(Ⅰ)求 f (x )的最小值；
(Ⅱ)设数列 {xn}满足 ln xn +

1

xn+1
< 1，证明 lim

n→∞ xn 存在，并求此极限．

解. (Ⅰ)求导得 f ′(x ) = 1

x
− 1

x 2
=

x −1

x 2
，f ′′(x ) =− 1

x 2
+

2

x 3
=

2− x

x 3
．则 f (x )有唯一驻点

x = 1，且 f ′′(1) = 1> 0，从而 f (x )有极小值和最小值 f (1) = 1．
(Ⅱ)由 (Ⅰ)知 ln xn +

1

xn
¾ 1，故由 ln xn +

1

xn+1
< 1得 1

xn+1
<

1

xn
，即 xn+1 > xn，故

{xn}单调递增．又由 ln xn < ln xn +
1

xn+1
< 1得 xn < e，故 xn 有上界．从而由

单调有界收敛定理可知 lim
n→∞ xn 存在．令 lim

n→∞ xn = a，则由 ln xn +
1

xn+1
< 1

得 ln a +
1

a
¶ 1．又由 (Ⅰ)有 ln a +

1

a
¾ 1，故 a = 1．

21.（本题满分 11分）
设曲线 L 的方程为 y =

1

4
x 2− 1

2
ln x（1¶ x ¶ e）．

(Ⅰ)求 L 的弧长；
(Ⅱ)设 D 是由曲线 L，直线 x = 1, x = e及 x 轴所围平面图形，求 D 的形心的
横坐标．

解. (Ⅰ) L 的弧长为

s =
∫ e

1

r
1+

�
y ′
�2

dx =
∫ e

1

√√
1+

�
x

2
− 1

2x

�2

dx

=
∫ e

1

s
1+

x 2

4
+

1

4x
− 1

2
dx =

∫ e

1

�
x

2
+

1

2x

�
dx =

e2+1

4
.

(Ⅱ) D 的形心的横坐标为

x =

∫ e

1
x
�

1

4
x 2− 1

2
ln x

�
dx∫ e

1

�
1

4
x 2− 1

2
ln x

�
dx
=

3
�
e4−2e2−3

�
4 (e3−7)

.

22. 同试卷一第三 [20]题．

23. 同试卷一第三 [21]题．
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二〇一四年考研数学试卷二解答
一、选择题（1～8小题．每小题 4分，共 32分）

1. 当 x → 0+时，若 lnα(1+2x )，(1− cos x )
1
α 均是比 x 高阶的无穷小，则 α的可能

取值范围是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) (2,+∞)． (B) (1, 2)． (C)
�

1

2
,1
�
． (D)

�
0,

1

2

�
．

解. 应选 (B)．lnα(1+2x )∼ 2αx α，是 α阶无穷小，(1−cos x )
1
α ∼ 1

2
1
α

x
2
α 是 2

α
阶无穷

小，由题意可知 α> 1且 2

α
> 1，所以 α的可能取值范围是 (1,2)．

2. 同试卷一第一 [1]题．

3. 同试卷一第一 [2]题．

4. 曲线
¨

x = t 2+7,

y = t 2+4t +1
上对应于 t = 1的点处的曲率半径是 · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
p

10

50
． (B)

p
10

100
． (C) 10

p
10． (D) 5

p
10．

解. 应选 (C)．由曲线的参数方程，可得

dx

dt
= 2t ,

dy

dt
= 2t +4, ⇒ dy

dx
=

2t +4

2t
= 1+

2

t
,

d2 y

dx 2
=
− 2

t 2

2t
=− 1

t 3
.

对应于 t = 1的点处 y ′ = 3, y ′′ =−1，所以

K =
��y ′′��p
(1+ (y ′)2)3

=
1

10
p

10
⇒ R =

1

K
= 10
p

10.

5. 设函数 f (x ) = arctan x，若 f (x ) = x f ′(ξ)，则 lim
x→0

ξ2

x 2
= · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 1． (B)
2

3
． (C)

1

2
． (D)

1

3
．

解. 应选 (D)．因为 f ′(x ) = 1

1+ x 2
，所以由题设可得

1

1+ξ2
= f ′(ξ) = f (x )

x
=

arctan x

x
⇒ ξ2 =

x −arctan x

(arctan x )2
.

由泰勒公式可得

lim
x→0

ξ2

x 2
= lim

x→0

x −arctan x

x (arctan x )2
= lim

x→0

x −
�

x − 1

3
x 3

�
+o (x 3)

x 3
=

1

3
.

6. 设 u (x , y )在平面有界闭区域 D 上连续，在 D 的内部具有二阶连续偏导数，且
满足 ∂ 2u

∂ x∂ y
6= 0及 ∂ 2u

∂ x 2
+
∂ 2u

∂ y 2
= 0，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )
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(A) u (x , y )的最大值点和最小值点必定都在区域D 的边界上．
(B) u (x , y )的最大值点和最小值点必定都在区域D 的内部．
(C) u (x , y )的最大值点在区域D 的内部，最小值点在区域D 的边界上．
(D) u (x , y )的最小值点在区域D 的内部，最大值点在区域D 的边界上．

解. 应选 (A)．u (x , y )在平面有界闭区域 D 上连续，故 u (x , y )在 D 内必有最大值
和最小值．如果在内部存在驻点 (x0, y0)，即 ∂ u

∂ x
=
∂ u

∂ y
= 0，在此处

A =
∂ 2u

∂ x 2
, C =

∂ 2u

∂ y 2
, B =

∂ 2u

∂ x∂ y
=

∂ 2u

∂ y ∂ x
.

由条件，显然 AC −B 2 < 0，从而 u (x , y )不是极值点，当然也不是最值点．所
以 u (x , y )的最大值点和最小值点必定都在区域D 的边界上．

7. 同试卷一第一 [5]题．

8. 同试卷一第一 [6]题．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9.
∫ 1

−∞
1

x 2+2x +5
dx = ．

解. 应填 3π

8
．这是因为∫ 1

−∞
1

x 2+2x +5
dx =

∫ 1

−∞
dx

(x +1)2+4

=
1

2

h
arctan

x +1

2

i1

−∞ =
1

2

�π
4
− �−π

2

��
=

3π

8
.

10. 同试卷一第二 [10]题．

11. 设 z = z (x , y )是由方程 e 2y z +x + y 2+z =
7

4
确定的函数，则 dz

���� 1
2 ,

1
2

� = ．

解. 应填 −1

2
dx − 1

2
dy．设 F (x , y , z ) = e2y z + x + y 2+ z − 7

4
，则有

Fx = 1, Fy = 2z e2y z +2y , Fz = 2y e2y z +1.

当 x = y =
1

2
时，z = 0，从而

∂ z

∂ x
=−Fx

Fz
=−1

2
,

∂ z

∂ y
=−Fy

Fz
=−1

2
⇒ dz

���� 1
2 ,

1
2

� =−1

2
dx − 1

2
dy .

12. 曲线 L的极坐标方程为 r = θ，则 L在点 (r,θ ) =
�π

2
,
π

2

�
处的切线方程为 ．

第 141页 共 174页



解. 应填 y =− 2

π
x +

π

2
．先把曲线方程化为参数方程¨

x = r (θ )cosθ = θ cosθ ,

y = r (θ )sinθ = θ sinθ .

于是在 θ = π
2
处，x = 0, y =

π

2
，从而

dy

dx

���π
2

=
sinθ +θ cosθ

cosθ −θ sinθ

���π
2

=− 2

π
.

则 L 在点 (r,θ ) =
�π

2
,
π

2

�
处的切线方程为 y − π

2
=− 2

π
(x −0)，即 y =− 2

π
x +

π

2
．

13. 一根长为 1的细棒位于 x 轴的区间 [0, 1]上，若其线密度 ρ(x ) = −x 2 + 2x + 1，
则该细棒的质心坐标 x = ．

解. 应填 11

20
．由质心坐标的公式得

x =

∫ 1

0
xρ(x )dx∫ 1

0
ρ(x )dx

=

∫ 1

0
(−x 3+2x 2+ x )dx∫ 1

0
(−x 2+2x +1)dx

=

11

12
5

3

=
11

20
.

14. 同试卷一第二 [13]题．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15. 同试卷一第三 [15]题．

16.（本题满分 10分）
已知函数 y = y (x )满足微分方程 x 2+ y 2 y ′ = 1− y ′，且 y (2) = 0，求 y (x )的极
大值和极小值．

解. 将微分方程分离变量得 (1+ y 2)dy = (1− x 2)dx，两边分别积分得通解为
1

3
y 3+ y = x − 1

3
x 3+C .

由 y (2) = 0得 C =
2

3
，即

1

3
y 3+ y = x − 1

3
x 3+

2

3
.

令 dy

dx
=

1− x 2

1+ y 2
= 0，得 x =±1，且有

d2 y

dx 2
=
−2x (1+ y 2)2−2y (1− x 2)2

(1+ y 2)3
.

当 x = 1时，可解得 y = 1，y ′′ =−1< 0，函数取得极大值 y = 1；当 x =−1时，
可解得 y = 0，y ′′ = 2> 0，函数取得极小值 y = 0．
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17.（本题满分 10分）
设平面区域D =

�
(x , y )

��1¶ x 2+ y 2 ¶ 4, x ¾ 0.y ¾ 0
	．计算∫∫

D

x sin(π
p

x 2+ y 2)
x + y

dx dy .

解. 积分区域关于直线 y = x 对称，所以∫∫
D

x sin(π
p

x 2+ y 2)
x + y

dx dy =
∫∫

D

y sin(π
p

x 2+ y 2)
x + y

dx dy .

从而所求积分
I =

∫∫
D

x sin(π
p

x 2+ y 2)
x + y

dx dy =
1

2

∫∫
D

(x + y )sin(π
p

x 2+ y 2)
x + y

dx dy

=
1

2

∫∫
D

sin(π
p

x 2+ y 2)dx dy =
1

2

∫ π
2

0
dθ

∫ 2

1
r sinπr dr =−3

4
.

18. 同试卷一第三 [17]题．

19.（本题满分 10分）
设函数 f (x ), g (x )在区间 [a .b ]上连续，且 f (x )单调增加，0¶ g (x )¶ 1，证明：
(Ⅰ) 0¶

∫ x

a
g (t )dt ¶ x −a，x ∈ [a , b ]；

(Ⅱ)
∫ a+

∫ b

a
g (t )dt

a
f (x )dx ¶

∫ b

a
f (x )g (x )dx．

解. (Ⅰ)因为 0¶ g (x )¶ 1，所以当 x ∈ [a , b ]时有∫ x

a
0dx ¶

∫ x

a
g (t )dt ¶

∫ x

a
1 dt ⇒ 0¶

∫ x

a
g (t )dt ¶ x −a .

(Ⅱ)令 F (x ) =
∫ x

a
f (u )g (u )du −

∫ a+
∫ x

a
g (t )dt

a
f (u )du，则可知 F (a ) = 0，且

F ′(x ) = f (x )g (x )− g (x ) f
�

a +
∫ x

a
g (t )dt

�
.

因为 0¶
∫ x

a
g (t )dt ¶ x −a，且 f (x )单调增加，所以

f
�

a +
∫ x

a
g (t )dt

�
¶ f (a + x −a ) = f (x ),

从而当 x ∈ [a , b ]时有
F ′(x )¾ f (x )g (x )− g (x ) f (x ) = 0.

也是 F (x )在 [a , b ]单调增加，则 F (b )¾ F (a ) = 0，即得到∫ a+
∫ b

a
g (t )dt

a
f (x )dx ¶

∫ b

a
f (x )g (x )dx .
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20.（本题满分 11分）
设函数 f (x ) =

x

1+ x
，x ∈ [0,1]．定义函数列

f1(x ) = f (x ), f2(x ) = f ( f1(x )), · · · , fn (x ) = f ( fn−1(x )), · · ·
设Sn是曲线 y = fn (x )，直线 x = 1, y = 0所围平面图形的面积．求极限 lim

n→∞nSn．

解. 依次计算得到

f1(x ) =
x

1+ x
, f2(x ) =

f1(x )
1+ f1(x )

=

x

1+ x

1+
x

1+ x

=
x

1+2x
, f3(x ) =

x

1+3x
, · · ·

利用数学归纳法可得 fn (x ) =
x

1+n x
．所以

Sn =
∫ 1

0
fn (x )dx =

∫ 1

0

x

1+n x
dx =

1

n

∫ 1

0

�
1− 1

1+n x

�
dx =

1

n

�
1− ln(1+n )

n

�
.

从而所求极限
lim

n→∞nSn = lim
n→∞

�
1− ln(1+n )

n

�
= 1.

21.（本题满分 11分）
已知函数 f (x , y )满足 ∂ f

∂ y
= 2(y +1)，且 f (y , y ) = (y +1)2− (2− y ) ln y，求曲线

f (x , y ) = 0所围成的图形绕直线 y =−1旋转所成的旋转体的体积．

解. 由于函数 f (x , y )满足 ∂ f

∂ y
= 2(y +1)，所以

f (x , y ) = y 2+2y +C (x ),

其中 C (x )为待定的连续函数．又因为
f (y , y ) = (y +1)2− (2− y ) ln y ,

从而可知 C (y ) = 1− (2− y ) ln y，即
f (x , y ) = y 2+2y +1− (2− x ) ln x .

令 f (x , y ) = 0，可得 (y +1)2 = (2− x ) ln x．且当 y =−1时，x1 = 1, x2 = 2．曲线
f (x , y ) = 0所成的图形绕直线 y =−1旋转所成的旋转体的体积为

V =π
∫ 2

1
(y +1)2 dx =π

∫ 2

1
(2− x ) ln x dx =

�
2ln 2− 5

4

�
π.

22. 同试卷一第三 [20]题．

23. 同试卷一第三 [21]题．
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二〇一五年考研数学试卷二解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 下列反常积分收敛的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∫ +∞

2

1p
x

dx． (B)
∫ +∞

2

ln x

x
dx． (C)

∫ +∞
2

1

x ln x
dx． (D)

∫ +∞
2

x

ex
dx．

解. 应选 (D)．这是因为∫ +∞
2

x

ex
dx =

�−(x +1)e−x
�+∞

2
= 3e−2− lim

x→+∞(x +1)e−x = 3e−2.

2. 函数 f (x ) = lim
t→0

�
1+

sin t

x

� x 2

t 在 (−∞,+∞)内 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)连续． (B)有可去间断点．
(C)有跳跃间断点． (D)有无穷间断点．

解. 应选 (B)．因为当 x 6= 0时有

f (x ) = lim
t→0

�
1+

sin t

x

� x 2

t
= exp

�
lim
t→0

sin t

x

x 2

t

�
= ex ,

所以 f (x )有可去间断点 x = 0．

3. 设函数 f (x ) =

(
x α cos

1

x β
, x > 0

0, x ¶ 0
（α> 0,β > 0），若 f ′(x )在 x = 0处连续，则( )

(A) α−β > 1． (B) 0<α−β ¶ 1． (C) α−β > 2． (D) 0<α−β ¶ 2．

解. 应选 (A)． f ′(x )在 x = 0处连续，故 f ′(0)存在，从而有

0= f ′−(0) = f ′+(0) = lim
x→0+

x α cos
1

x β
−0

x
= lim

x→0+
x α−1 cos

1

x β
.

从而得到 α−1> 0．当 x < 0时 f ′(x ) = 0．当 x > 0时，
f ′(x ) =αx α−1 cos

1

x β
+ (−1)x α sin

1

x β

�−β � 1

x β+1

=αx α−1 cos
1

x β
+β x α−β−1 sin

1

x β
.

由 f ′(x )在 x = 0处连续得
0= f ′

�
0−
�
= f ′

�
0+
�
= lim

x→0+

�
αx α−1 cos

1

x β
+β x α−β−1 sin

1

x β

�
.

由此得到 α−β −1> 0．

4. 同试卷一第一 [1]题．

5. 设函数 f (u , v )满足 f
�

x + y ,
y

x

�
= x 2− y 2，则 ∂ f

∂ u

��
u=1
v=1
与 ∂ f

∂ v

��
u=1
v=1
依次是 · · · ( )

(A)
1

2
, 0． (B) 0,

1

2
． (C) −1

2
, 0． (D) 0,−1

2
．
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解. 应选 (D)．令 u = x + y , v =
y

x
，则 x =

u

1+ v
, y =

u v

1+ v
，从而得到

f (u , v ) =
� u

1+ v

�2− � u v

1+ v

�2
=

u 2(1− v )
1+ v

.

求偏导得 ∂ f

∂ u
=

2u (1− v )
1+ v

,
∂ f

∂ v
=− 2u 2

(1+ v )2
．因而 ∂ f

∂ u

��
u=1
v=1
= 0,

∂ f

∂ v

��
u=1
v=1
=−1

2
．

6. 同试卷一第一 [4]题．

7. 同试卷一第一 [5]题．

8. 同试卷一第一 [6]题．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 设
¨

x = arctan t ,

y = 3t + t 3,
则 d2 y

dx 2

��
t=1
= ．

解. 应填 48．由参数方程的求导公式得
dy

dx
=

dy

dt
dx

dt

=
3+3t 2

1

1+ t 2

= 3(1+ t 2)2,

d2 y

dx 2
=

d

dx

�
3(1+ t 2)2

�
=

d[3(1+ t 2)2]
dt
dx

dt

=
12t (1+ t 2)

1

1+ t 2

= 12t (1+ t 2)2.

因此 d2 y

dx 2

���
t=1
= 48．．

10. 函数 f (x ) = x 2 ·2x 在 x = 0处的 n 阶导数 f (n )(0) = ．

解. 应填 n (n −1) (ln2)n−2．由莱布尼茨公式得
f (n )(x ) = x 2 ·2x (ln 2)n +C 1

n · (2x ) ·2x (ln2)n−1+C 2
n ·2 ·2x (ln2)n−2.

因此在 x = 0处的 n 阶导数为
f (n )(0) =

n (n −1)
2

2 (ln2)n−2 = n (n −1) (ln2)n−2 .

11. 设 f (x )连续，φ(x ) =
∫ x 2

0
x f (t )dt，若 φ(1) = 1，φ′(1) = 5，则 f (1) = ．

解. 应填 2．对 φ(x ) = x
∫ x 2

0
f (t )dt 求导得 φ′(x ) =

∫ x 2

0
f (t )dt +2x 2 f (x 2)，故有

φ(1) =
∫ 1

0
f (t )dt = 1, φ′(1) = 1+2 f (1) = 5.

从而 f (1) = 2．
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12. 设函数 y = y (x )是微分方程 y ′′+ y ′−2y = 0的解，且在 x = 0处 y (x )取得极值
3，则 y (x )= ．

解. 应填 e−2x + 2ex．由特征方程 λ2+λ− 2= 0解得 λ1 = 1,λ2 = −2，所以微分方程
的通解为 y =C1ex +C2e−2x．依题意得 y (0) = 3，y ′(0) = 0．代入通解求得 C1 = 2，
C2 = 1．即 y = 2ex +e−2x．

13. 若函数 z = z (x , y )由方程 ex+2y+3z + x y z = 1确定，则 dz
��
(0,0)
= ．

解. 应填 −1

3
(dx +2 dy )．对方程两边求偏导得

(3ex+2y+3z + x y )
∂ z

∂ x
=−y z −ex+2y+3z , (3ex+2y+3z + x y )

∂ z

∂ y
=−x z −2ex+2y+3z .

当 x = 0, y = 0时 z = 0，将该点代入可求得
∂ z

∂ x

���
(0,0)
=−1

3
,

∂ z

∂ y

���
(0,0)
=−2

3
.

故有 dz |(0,0) =−1

3
dx − 2

3
dy =−1

3
(dx +2dy )．

14. 若 3阶矩阵 A的特征值为 2,−2,1，B = A2− A + E，其中 E 为 3阶单位阵，则
行列式 |B |= ．

解. 应填 21．因为 A的所有特征值为 2,−2,1，所以 B 的所有特征值为 3,7, 1，从而
|B |= 3×7×1= 21．

三、解答题（15～23题，共 94分）

15. 同试卷一第三 [15]题．

16.（本题满分 10分）
设 A > 0，D 是由曲线段 y = A sin x（0¶ x ¶ π

2
）及直线 y = 0，x =

π

2
所围成的

平面区域，V1，V2分别表示D 绕 x 轴与绕 y 轴旋转成旋转体的体积，若V1 = V2，
求 A的值．

解. 由旋转体的体积公式，得

V1 =
∫ π

2

0
π f 2(x )dx =

∫ π
2

0
π(A sin x )2 dx =πA2

∫ π
2

0

1− cos2x

2
dx =

π2A2

4
,

V2 =
∫ π

2

0
2πx f (x )dx =−2πA

∫ π
2

0
x d(cos x ) = 2πA.

由题设 V1 = V2，因此可求得 A =
8

π
．
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17.（本题满分 11分）
已知函数 f (x , y )满足

f ′′x y (x , y ) = 2(y +1)ex , f ′x (x , 0) = (x +1)ex , f (0, y ) = y 2+2y .

求 f (x , y )的极值．

解. 在 f ′′x y (x , y ) = 2(y +1)ex 两边对 y 积分得
f ′x (x , y ) = (y 2+2y )ex +ϕ(x ).

故由 f ′x (x ,0) =ϕ(x ) = (x +1)ex，可求得ϕ(x ) = ex (x +1)，即有
f ′x (x , y ) = (y 2+2y )ex +ex (1+ x ).

在上式两边对 x 积分得
f (x , y ) = (y 2+2y )ex + x ex +C

故由 f (0, y ) = y 2+2y +C = y 2+2y，可求得 C = 0，即有
f (x , y ) = (y 2+2y )ex + x ex .

对上式求偏导数并令它们等于零得
f ′x = (y

2+2y )ex + (x +1)ex = 0, f ′y = (2y +2)ex = 0.

因此得到驻点 (0,−1)．又
f ′′x x = (y

2+2y )ex + (x +2)ex , f ′′x y = 2(y +1)ex , f ′′y y = 2ex ,

故在驻点 (0,−1)处 AC −B 2 > 0，所以 f (0,−1) =−1为极小值．

18.（本题满分 10分）
计算二重积分

∫∫
D

x (x + y )dx dy，其中D =
�
(x , y )

��x 2+ y 2 ¶ 2, y ¾ x 2
	．

解. 由二重积分的奇偶对称性和换元积分法有∫∫
D

x (x + y )dx dy =
∫∫

D
x 2 dx dy = 2

∫ 1

0
dx

∫ p2−x 2

x 2

x 2 dy

= 2
∫ 1

0
x 2
�p

2− x 2− x 2
�

dx = 2
∫ 1

0
x 2
p

2− x 2 dx − 2

5

= 2
∫ π

4

0
2sin2 t ·2 cos2 t dt − 2

5
= 2

∫ π
4

0
sin2 2t dt − 2

5

=
∫ π

2

0
sin2 u du − 2

5
=
π

4
− 2

5
.

19.（本题满分 11分）
已知函数 f (x ) =

∫ 1

x

p
1+ t 2 dt +

∫ x 2

1

p
1+ t dt，求 f (x )的零点个数．
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解. 对 f (x )求导得
f ′(x ) =−p1+ x 2+2x

p
1+ x 2 =

p
1+ x 2(2x −1).

令 f ′(x ) = 0，得驻点为 x =
1

2
．因为在

�
−∞,

1

2

�
内 f (x )单调递减；在

�
1

2
,+∞

�
内 f (x )单调递增，所以 f

�
1

2

�
为唯一的极小值，也是最小值．因为 f (1) = 0，所

以函数在
�

1

2
,+∞

�
内存在唯一的零点．又因为

f
�

1

2

�
< f (1) = 0, f (−1) =

∫ 1

−1

p
1+ t 2 dt > 0,

所以函数在
�
−∞,

1

2

�
内存在唯一的零点．综上所述， f (x )的零点个数为 2．

20.（本题满分 10分）
已知高温物体置于低温介质中，任一时刻该物体温度对时间的变化率与该时
刻物体和介质的温差成正比，现将一初始温度为 120◦C 的物体在 20◦C 的恒温
介质中冷却，30min后该物体降至 30◦C，若要将该物体的温度继续降至 21◦C，
还需冷却多长时间？

解. 设 t 时刻物体温度为 x (t )，比例常数为 k > 0，则有
dx

dt
=−k (x −20) ⇒ x (t ) =C e−k t +20.

由 x (0) = 120得 C = 100，即有 x (t ) = 100e−k t +20．又由 x (30) = 30得 k =
ln 10

30
，

即有 x (t ) = 100exp
�
− ln10

30
t
�
+20．当 x = 21时，t = 60，所以还需要冷却 60−30=

30min．

21.（本题满分 10分）
已知函数 f (x )在区间 [a ,+∞)上具有 2阶导数，f (a ) = 0，f ′(x )> 0，f ′′(x )> 0．
设 b > a，曲线 y = f (x )在点 (b , f (b ))处的切线与 x 轴的交点是 (x0, 0)，证明
a < x0 < b．

解. 曲线在点 (b , f (b ))处的切线方程为 y − f (b ) = f ′(b )(x − b )．令 y = 0，得交点
x0 = b − f (b )

f ′(b )．因为 f ′(x )> 0，所以 f (x )单调递增，从而 f (b )> f (a ) = 0．又因

为 f ′(b ) > 0，所以 x0 = b − f (b )
f ′(b ) < b．在区间 [a , b ]上应用拉格朗日中值定理，

存在 ξ ∈ (a , b )使得
f (b )− f (a )

b −a
= f ′(ξ) ⇒ f (b ) = f ′(ξ)(b −a ).

从而得到
x0−a = b −a − f (b )

f ′(b ) =
f ′(b )(b −a )− f ′(ξ)(b −a )

f ′(b ) =
[ f ′(b )− f ′(ξ)](b −a )

f ′(b ) .

因为 f ′′(x ) > 0，所以 f ′(x )单调递增，所以 f ′(b ) > f ′(ξ)，从而 x0−a > 0，即
x0 > a．综上所述，a < x0 < b．
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22.（本题满分 11分）

设矩阵 A =

a 1 0

1 a −1

0 1 a

且 A3 =O．

(Ⅰ)求 a 的值；
(Ⅱ)若矩阵 X 满足 X −X A2−AX +AX A2 = E，E 为 3阶单位阵，求 X．

解. (Ⅰ)因为 A3 =O，所以

|A|= 0 ⇒
�������
a 1 0

1 a −1

0 1 a

�������=
�������

0 1 0

1−a 2 a −1

−a 1 a

�������= a 3 = 0 ⇒ a = 0.

(Ⅱ)由 X −X A2−AX +AX A2 = E 得 (E −A)X
�
E −A2

�
= E，从而

X = (E −A)−1
�
E −A2

�−1
=
��

E −A2
�
(E −A)

�−1
=
�
E −A2−A

�−1

=

 0 −1 1

−1 1 1

−1 −1 2


−1

=

3 1 −2

1 1 −1

2 1 −1

 .

23. 同试卷一第三 [21]题．
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二〇一六年考研数学试卷二解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 设 a1 = x (cos
p

x −1)，a2 =
p

x ln(1+ 3px )，a3 =
3px +1−1．当 x → 0+时，以上

3个无穷小量按照从低阶到高阶的排序是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a1, a2, a3． (B) a2, a3, a1． (C) a2, a1, a3． (D) a3, a2, a1．

解. 应选 (B)．这是因为当 x → 0+时有
a1 = x (cos

p
x −1)∼−1

2
x 2, a2 =

p
x ln(1+ 3px )∼ x 5/6, a3 =

3
p

x +1−1∼ 1

3
x .

2. 同试卷一第一 [2]题．

3. 反常积分①
∫ 0

−∞
1

x 2
e

1
x dx，②

∫ +∞
0

1

x 2
e

1
x dx 的敛散性为 · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)①收敛，②收敛． (B)①收敛，②发散．
(C)①发散，②收敛． (D)①发散，②发散．

解. 应选 (B)．这是因为∫ 0

−∞
1

x 2
e

1
x dx =

�
−e

1
x

�0−

−∞
= 0− (−1) = 1,∫ +∞

0

1

x 2
e

1
x dx =

�
−e

1
x

�+∞
0+
=−1− (−∞) = +∞.

4. 设函数 f (x )在 (−∞,+∞)内连续，其导函数的图形如图所示，则 · · · · · · · ( )

(A)函数 f (x )有 2个极值点，曲线 y = f (x )有 2个拐点．
(B)函数 f (x )有 2个极值点，曲线 y = f (x )有 3个拐点．
(C)函数 f (x )有 3个极值点，曲线 y = f (x )有 1个拐点．
(D)函数 f (x )有 3个极值点，曲线 y = f (x )有 2个拐点．

解. 应选 (B)．由图像易知，函数在前面 2个驻点左右两侧导数符号相反，故有 2个
极值点；拐点是导函数单调性发生改变的点，故有 3个拐点．
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5. 设函数 fi (x )（i = 1, 2）具有二阶连续导数，且 fi (x0)< 0（i = 1, 2），若两条曲线
y = fi (x )（i = 1, 2）在点 (x0, y0)处具有公切线 y = g (x )，且在该点处曲线 y = f1(x )

的曲率大于曲线 y = f2(x )的曲率，则在 x0的某个邻域内，有 · · · · · · · · · · · ( )

(A) f1(x )¶ f2(x )¶ g (x )． (B) f2(x )¶ f1(x )¶ g (x )．
(C) f1(x )¶ g (x )¶ f2(x )． (D) f2(x )¶ g (x )¶ f1(x )．

解. 应选 (A)．由切线，凹凸性和曲率的几何意义，画图观察可得．

6. 已知函数 f (x , y ) =
ex

x − y
，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f ′x − f ′y = 0． (B) f ′x + f ′y = 0． (C) f ′x − f ′y = f． (D) f ′x + f ′y = f．

解. 应选 (D)． f ′x =
ex (x − y −1)
(x − y )2

， f ′y =
ex

(x − y )2
，所以 f ′x + f ′y = f．

7. 同试卷一第一 [5]题．

8. 设二次型 f (x1, x2, x3) = a (x 2
1 + x 2

2 + x 2
3 )+2x1 x2+2x2 x3+2x1 x3的正负惯性指数分

别为 1, 2，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a > 1． (B) a <−2．
(C) −2< a < 1． (D) a = 1或 a =−2．

解. 应选 (C)．当 a = 0时，f (x1, x2, x3) = 2x1 x2+2x2 x3+2x1 x3，其矩阵为

0 1 1

1 0 1

1 1 0

，
由此得特征值为 2,−1,−1，满足题目条件，故 a = 0成立，因此 (C)为正确选项．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 曲线 y =
x 3

1+ x 2
+arctan(1+ x 2)的斜渐近线方程为 ．

解. 应填 y = x +
π

2
．这是因为

k = lim
x→∞

y

x
= lim

x→∞

�
x 2

1+ x 2
+

arctan(1+ x 2)
x

�
= 1,

b = lim
x→∞(y −k x ) = lim

x→∞
� −x

1+ x 2
+arctan(1+ x 2)

�
=
π

2
.

10. 极限 lim
n→∞

1

n 2

�
sin

1

n
+2 sin

2

n
+ · · ·+n sin

n

n

�
= ．

解. 应填 sin1− cos 1．由定积分的定义
lim

n→∞
1

n 2

�
sin

1

n
+2 sin

2

n
+ · · ·+n sin

n

n

�
= lim

n→∞
1

n

�
1

n
sin

1

n
+

2

n
sin

2

n
+ · · ·+ n

n
sin

n

n

�
=
∫ 1

0
x sin x dx = sin1− cos1.
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11. 以 y = x 2−ex 和 y = x 2为特解的一阶非齐次线性微分方程为 ．

解. 应填 y ′− y = 2x − x 2．设微分方程为 y ′+p (x )y = q (x )，代入两个特解得到¨
2x +p (x )x 2 = q (x ),
(2x −ex ) +p (x )(x 2−ex ) = q (x ).

解得 p (x ) =−1，q (x ) = 2x − x 2．所以微分方程为 y ′− y = 2x − x 2．

12. 已知函数 f (x )在 (−∞,+∞)上连续，且 f (x ) = (x+1)2+2
∫ x

0
f (t )dt，则当n ¾ 2

时， f (n )(0) = ．

解. 应填 2n−1 ·5．易知 f (0) = 1，对已知等式两边依次求导得
f ′(x ) = 2(x +1) +2 f (x ) ⇒ f ′(0) = 4,

f ′′(x ) = 2+2 f ′(x ) ⇒ f ′′(0) = 2 ·5,

f ′′′(x ) = 2 f ′′(x ) ⇒ f ′′′(0) = 22 ·5,

f (n )(x ) = 2 f (n−2)(x ) ⇒ f (n )(0) = 2n−1 ·5.

13. 已知动点 P 在曲线 y = x 3上运动，记坐标原点与点 P 间的距离为 l．若点 P

的横坐标对时间的变化率为常数 v0，则当点 P 运动到点 (1,1)时，l 对时间的
变化率是 ．

解. 应填 2
p

2v0．首先求得 l =
p

x 2+ x 6，从而
dl

dt
=

dl

dx
· dx

dt
=

2x +6x 5

2
p

x 2+ x 6
v0 ⇒ dl

dt

���
x=1
= 2
p

2v0.

14. 设矩阵

 a −1 −1

−1 a −1

−1 −1 a

与
1 1 0

0 −1 1

1 0 1

等价，则 a = ．

解. 应填2．设A =

 a −1 −1

−1 a −1

−1 −1 a

，B =
1 1 0

0 −1 1

1 0 1

，则由两者等价可得 r (A) = r (B ) = 2．

因此 |A| = 0，解得 a = 2或 a = −1．当 a = −1时 r (A) = 1不满足条件，故有
a = 2．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
求极限 lim

x→0
(cos2x +2x sin x )

1
x 4．
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解. 由泰勒公式可得
cos 2x +2x sin x −1= 1− 4x 2

2
+

24 x 4

4!
+2x

�
x − x 3

3!

�
−1+o (x 4) =

1

3
x 4+o (x 4),

因此所求极限
lim
x→0
(cos 2x +2x sin x )

1
x 4 = lim

x→0
exp

�
cos2x +2x sin x −1

x 4

�
= e

1
3 .

16.（本题满分 10分）
设函数 f (x ) =

∫ 1

0

��t 2− x 2
��dt（x > 0），求 f ′(x )并求 f (x )的最小值．

解. 当 x ¾ 1时， f (x ) =
∫ 1

0

�
x 2− t 2

�
dt = x 2− 1

3
；当 0< x < 1时，

f (x ) =
∫ x

0

�
x 2− t 2

�
dt +

∫ 1

x

�
t 2− x 2

�
dt =

4

3
x 3− x 2+

1

3
.

所以

f (x ) =

(
4

3
x 3− x 2+

1

3
, 0¶ x < 1,

x 2, x ¾ 1;
⇒ f ′(x ) =

¨
4x 2−2x , 0< x < 1,

2x , x > 1.

令 f ′(x ) = 0，得到唯一的驻点 x =
1

2
．又因为 f ′′

�
1

2

�
= 2> 0，所以 f (x )的最小

值为 f
�

1

2

�
=

1

4
．

17.（本题满分 10分）
已知函数 z = z (x , y )由方程 (x 2+ y 2)z+ln z+2(x+ y +1) = 0确定，求 z = z (x , y )

的极值．

解. 对方程两边分别对 x 和 y 求偏导数得
2x z + (x 2+ y 2)z ′x +

z ′x
z
+2= 0,

2y z + (x 2+ y 2)z ′y +
z ′y
z
+2= 0.

令 z ′x = z ′y = 0，解得 (−1,−1)是函数 z = z (x , y )的惟一驻点．对上面两个方程
再求偏导数得

2z +2x z ′x +2x z ′x + (x 2+ y 2)z ′′x x +
1

z
z ′′x x − 1

z 2
(z ′x )2 = 0,

2x z ′y +2y z ′x + (x 2+ y 2)z ′′x y − 1

z 2
z ′x z ′y +

1

z
z ′′x y = 0,

2z +2y z ′y +2y z ′y + (x 2+ y 2)z ′′y y +
1

z
z ′′y y − 1

z 2
(z ′y )2 = 0.

代入 z (−1,−1) = 1和 z ′x (−1,−1) = z ′y (−1,−1) = 0，解得

A = z ′′x x (−1,−1) =−2

3
, B = z ′′x y (−1,−1) = 0, C = z ′′y y (−1,−1) =−2

3
.

由 AC −B 2 > 0和 A < 0可得，z (−1,−1) = 1是 z = z (x , y )的极大值．
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18.（本题满分 10分）
设D 是由直线 y = 1，y = x，y =−x 围成的有界区域，
计算二重积分

∫∫
D

x 2− x y − y 2

x 2+ y 2
dx dy .

解. 利用二重积分的对称性，可得
I =

∫∫
D

x 2− x y − y 2

x 2+ y 2
dx dy =

∫∫
D

x 2− y 2

x 2+ y 2
dx dy

=
∫ 3π

4

π
4

dθ
∫ 1

sinθ

0

r 2(cos2θ − sin2θ )
r 2

r dr = 1− π
2

.

19.（本题满分 10分）
已知 y1(x ) = ex，y2(x ) = u (x )ex 是二阶微分方程 (2x −1)y n − (2x +1)y ′+2y = 0

的解，若 u (−1) = e，u (0) =−1，求 u (x )，并写出该微分方程的通解．

解. 将 y2(x ) = u (x )ex 代入微分方程，整理得
(2x −1)u ′′(x ) + (2x −3)u ′(x ) = 0.

这是可降阶微分方程，解得 u (x ) =−(2x +1)e−x．所以原微分方程的通解为
y = k1 y1(x ) +k2 y2(x ) = k1ex −k2(2x +1),

其中 k1, k2为任意常数．

20.（本题满分 11分）
设D 是由曲线 y =

p
1− x 2（0¶ x ¶ 1）与

¨
x = cos3 t

y = sin3 t
（0¶ t ¶ π

2
）围成的平面

区域，求D 绕 x 轴旋转一周所得旋转体的体积和表面积．

解. 旋转体的体积
V = V1−V2 =π

∫ 1

0
(1− x 2)dx −

∫ 0

π
2

sin6 t ·3 cos2 t (−sin t )dt

=
2π

3
− 16π

105
=

18π

35
.

旋转体的表面积

S = S1+S2 = 2π+2π
∫ π

2

0
sin3 t

Æ
(3cos2 t sin t )2+ (3 sin2 t cos t )2 dt

= 2π+
6π

5
=

16π

5
.

21.（本题满分 11分）
已知 f (x )在

h
0,

3π

2

i
上连续，在

�
0,

3π

2

�
内是函数 cos x

2x −3π
的一个原函数 f (0) = 0．

(Ⅰ)求 f (x )在区间
h
0,

3π

2

i
上的平均值；

(Ⅱ)证明 f (x )在区间
�

0,
3π

2

�
内存在唯一零点．
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解. (Ⅰ)由题意， f (x ) =
∫ x

0

cos t

2t −3π
dt．所以 f (x )在区间

h
0,

3π

2

i
上的平均值为

f̄ =
2

3π

∫ 3π
2

0
f (x )dx =

2

3π

∫ 3π
2

0
dx

∫ x

0

cos t

2t −3π
dt

=
2

3π

∫ 3π
2

0
dt

∫ 3π
2

t

cos t

2t −3π
dx =

1

3π
.

(Ⅱ)由 f ′(x ) = cos x

2x −3π
，可得 f (x )在区间

�
0,

3π

2

�
内存在唯一驻点 x =

π

2
．而且当

0< x <
π

2
时 f ′(x )< 0，当 π

2
< x <

3π

2
时 f ′(x )> 0．因为 f (0) = 0，由单调性，

当 0< x <
π

2
时 f (x )无零点．因为 f

�π
2

�
< 0且 f

�
3π

2

�
> 0，由零值定理和单

调性，当 π

2
< x <

3π

2
时 f (x )有唯一零点．综上所述，f (x )在区间

�
0,

3π

2

�
内

存在唯一零点．

22.（本题满分 11分）

设矩阵 A =

 1 1 1−a

1 0 a

a +1 1 a +1

，β =
 0

1

2a −2

，且方程组 Ax =β 无解．

(Ⅰ)求 a 的值； (Ⅱ)求方程组 AT Ax = ATβ 的通解．

解. (Ⅰ)对增广矩阵作初等行变换得

�
A,β

�
=

 1 1 1−a 0

1 0 a 1

a +1 1 a +1 2a −2

=
1 1 1−a 0

0 −1 2a −1 1

0 0 −a 2+2a a −2

 .

由方程组 Ax =β 无解，可知 r (A)< r (A,β )，故 a = 0．
(Ⅱ)当 a = 0时，

AT A =

3 2 2

2 2 2

2 2 2

 , ATβ =

−1

−2

−2

 .

故由初等行变换有

(AT A, ATβ ) =

3 2 2 −1

2 2 2 −2

2 2 2 −2

→
1 0 0 1

0 1 1 −2

0 0 0 0

 .

因此方程组 AT Ax = ATβ的通解为 x = k

 0

−1

1

+
 1

−2

0

，其中 k为任意实数．

23. 同试卷一第三 [21]题．
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二〇一七年考研数学试卷二解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 设二阶可导函数 f (x )满足 f (1) = f (−1) = 1， f (0) =−1，且 f ′′(x )> 0，则 · · ( )

(A)
∫ 1

−1
f (x )dx > 0． (B)

∫ 1

−1
f (x )dx < 0．

(C)
∫ 0

−1
f (x )dx >

∫ 1

0
f (x )dx． (D)

∫ 0

−1
f (x )dx <

∫ 1

0
f (x )dx．

解. 应选 (B)．由 f ′′(x )< 0知 f (x )的图像在其任意两点连线的曲线下方，故有
f (x )¶ f (0)+ [ f (1)− f (0)]x = 2x −1, x ∈ (0, 1);

f (x )¶ f (0)+ [ f (0)− f (−1)]x =−2x −1, x ∈ (−1, 0).

因此由定积分的保号性得到∫ 1

0
f (x )dx <

∫ 1

0
(2x −1)dx = 0,

∫ 0

−1
f (x )dx <

∫ 0

−1
(−2x −1)dx = 0.

从而有 ∫ 1

−1
f (x )dx =

∫ 0

−1
f (x )dx +

∫ 1

0
f (x )dx < 0.

3. 设数列 {xn}收敛，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)当 lim
n→∞sin xn = 0时， lim

n→∞ xn = 0．
(B)当 lim

n→∞(xn +
p|xn |) = 0时， lim

n→∞ xn = 0．
(C)当 lim

n→∞(xn + x 2
n ) = 0时， lim

n→∞ xn = 0．
(D)当 lim

n→∞(xn + sin xn ) = 0时， lim
n→∞ xn = 0．

解. 应选 (D)．设 lim
n→∞ xn = a，则 lim

n→∞sin xn = sin a，可知当 sin a = 0，也即 a = kπ，
(k = 0,±1,±2, · · · )时，都有 lim

n→∞sin xn = 0，故 (A)错误．lim
n→∞(xn+

p|xn |) = a+
p|a |，

可知当 a +
p|a |= 0，也即 a = 0或者 a =−1时，都有 lim

n→∞(xn +
p|xn |) = 0，故

(B)错误． lim
n→∞(xn + x 2

n ) = a + a 2，可知当 a + a 2 = 0，也即 a = 0或者 a = −1

时，都有 lim
n→∞(xn + x 2

n ) = 0，故 (C)错误． lim
n→∞(xn + sin xn ) = a + sin a，而要使

a + sin a = 0只有 a = 0，故 (D)正确．

4. 微分方程 y ′′−4y ′+8y = e2x (1+ cos 2x )的特解可设为 y ∗ = · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) Ae2x +e2x (B cos 2x +C sin2x )．
(B) Ax e2x +e2x (B cos2x +C sin 2x )．
(C) Ae2x + x e2x (B cos2x +C sin 2x )．
(D) Ax e2x + x e2x (B cos2x +C sin 2x )．
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解. 应选 (C)．齐次方程的特征方程为 λ2−4λ+8= 0，特征根为 λ= 2±2i．将非齐
次方程拆分为：① y ′′−4y ′+8y = e2x 与② y ′′−4y ′+8y = e2x cos 2x．方程①和
②的特解可以分别设为

y ∗1 = Ae2x , y ∗2 = x e2x (B cos2x +C sin2x ).

由解的叠加原理可知，原方程的特解可以设为
y ∗2 = Ae2x + x e2x (B cos2x +C sin 2x ).

5. 设 f (x , y )具有一阶偏导数，且对任意的 (x , y )，都有 ∂ f (x , y )
∂ x

> 0，∂ f (x , y )
∂ y

< 0，
则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) f (0,0)> f (1, 1)． (B) f (0,0)< f (1, 1)．
(C) f (0,1)> f (1, 0)． (D) f (0,1)< f (1, 0)．

解. 应选 (D)．由于 ∂ f (x , y )
∂ x

> 0，可知 f (x , y )关于 x 单调递增，故有 f (0, 1)< f (1,1)．
又由于 ∂ f (x , y )

∂ y
< 0，可知 f (x , y )关于 y 单调递减，故有 f (1,1)< f (1, 0)，从而

f (0,1)< f (1, 0)．

6. 同试卷一第一 [4]题．

7. 设 A 为 3 阶矩阵，P = (α1,α2,α3) 为可逆矩阵，使得 P −1AP =

0 0 0

0 1 0

0 0 2

，则
A(α1+α2+α3) = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) α1+α2． (B) α2+2α3． (C) α2+α3． (D) α1+2α2．

解. 应选 (B)．这是因为

A(α1+α2+α3) = A(α1,α2,α3)

1

1

1



= (α1,α2,α3)(α1,α2,α3)
−1A(α1,α2,α3)

1

1

1



= (α1,α2,α3)

0 0 0

0 1 0

0 0 2


1

1

1

= (α1,α2,α3)

0

1

2

=α2+2α3.

8. 同试卷一第一 [6]题．
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二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. 曲线 y = x
�

1+arcsin
2

x

�
的斜渐近线方程为 ．

解. 应填 y = x +2．因为

k = lim
x→∞

x
�

1+arcsin
2

x

�
x

= 1, b = lim
x→∞ x

�
1+arcsin

2

x

�
− x = 2,

所以斜渐近线方程为 y = x +2．

10. 设函数 y = y (x )由参数方程
¨

x = t +et

y = sin t
确定，则 d2 y

dx 2

���
t=0
= ．

解. 应填 −1

8
．因为

dy

dx
=

y ′(t )
x ′(t ) =

cos t

1+et
,

d2 y

dx 2
=

�
cos t

1+et

�′
1+et

=

−sin t (1+et )−et cos t

(1+et )2

1+et
=
−sin t −et sin t −et cos t

(1+et )3
,

所以 d2 y

dx 2

���
t=0
=−1

8
．

11.
∫ +∞

0

ln(1+ x )
(1+ x )2

dx = ．

解. 应填 1．由分部积分法可得∫ +∞
0

ln(1+ x )
(1+ x )2

dx =
∫ +∞

0
ln(1+ x )d

�
− 1

1+ x

�
= − 1

1+ x
ln(1+ x )

���+∞
0
+
∫ +∞

0

�
1

1+ x

�2

dx

= − 1

1+ x
ln(1+ x )

���+∞
0
− 1

1+ x

���+∞
0
= 0+1= 1.

12. 设函数 f (x , y ) 具有一阶连续偏导数，且 d f (x , y ) = y ey dx + x (1 + y )ey dy，
f (0,0) = 0，则 f (x , y ) = ．

解. 应填 x y ey．由题可知， f ′x = y ey， f ′y = x
�
1+ y

�
ey，从而

f (x , y ) =
∫

y ey dx = x y ey + c (y ),

f ′y = x ey + x y ey + c ′(y ) = x ey + x y ey .

即 c ′(y ) = 0，即 c (y ) = c，由 f (0,0) = 0得 c = 0，从而 f
�
x , y

�
= x y ey．

13.
∫ 1

0
dy

∫ 1

y

tan x

x
dx = ．
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解. 应填 − ln(cos 1)．交换积分次序可得∫ 1

0
dy

∫ 1

y

tan x

x
dx =

∫ 1

0
dx

∫ x

0

tan x

x
dy =

∫ 1

0
tan x dx =− [ln |cos x |]10 =− ln cos 1.

14. 设矩阵 A =

4 1 −2

1 2 a

3 1 −1

的一个特征向量为
1

1

2

，则 a = ．

解. 应填 −1．因为 A

1

1

2

=
 1

3+2a

2

，即 3+2a = 1，可得 a =−1．

三、解答题（15～23小题，共 94分）

15.（本题满分 10分）

求极限 lim
x→0+

∫ x

0

p
x − t et dt
p

x 3
．

解. 先对变上限积分
∫ x

0

p
x − t et dt 作变量代换 u = x − t，得∫ x

0

p
x − t et dt =

∫ 0

x

p
uex−u (−du ) = ex

∫ x

0

p
ue−u du .

则由洛必达法则可知

lim
x→0+

∫ x

0

p
x − t et dt
p

x 3
= lim

x→0+

ex
∫ x

0

p
ue−u du +

p
x

3

2

p
x

=
2

3
lim

x→0+

∫ x

0

p
ue−u du
p

x e−x
+

2

3
=

2

3
lim

x→0+

p
x e−x

−px e−x +
1

2
p

x
e−x

+
2

3

=
2

3
lim

x→0+

x e−x

−x e−x +
1

2
e−x

+
2

3
=

2

3
.

16. 同试卷一第三 [15]题．

17. 同试卷一第三 [16]题．

18. 同试卷一第三 [17]题．

19. 同试卷一第三 [18]题．

20.（本题满分 11分）
已知平面区域D =

�
(x , y )|x 2+ y 2 ¶ 2y

	，计算二重积分 ∫∫
D
(x +1)2 dx dy．

第 160页 共 174页



解. 因为积分区域关于 y 轴对称，所以∫∫
D
(x +1)2 dx dy =

∫∫
D

x 2 dx dy +
∫∫

D
1dx dy

=
∫ π

0
dθ

∫ 2 sinθ

0
ρ3 cos2θ dρ+π=

π

4
+π=

5π

4
.

21.（本题满分 11分）
设 y (x )是区间

�
0,

3

2

�
内的可导函数，且 y (1) = 0．点 P 是曲线 L : y = y (x )上

的任意一点．L 在 P 处的切线与 y 轴相交于点 �
0, Yp

�，法线与 x 轴相交于点�
Xp , 0

�，若 Xp = Yp，求 L 上点的坐标 (x , y )满足的方程．

解. 曲线上点 P (x , y )的切线为
Y − y (x ) = y ′(x )(X − x );

令 X = 0得，Yp = y (x )− y ′(x )x．法线为
Y − y (x ) =− 1

y ′(x ) (X − x );

令 Y = 0得，Xp = x + y (x )y ′(x )．由 Yp = Xp 得
y − x y ′(x ) = x + y y ′(x ), ⇒ � y

x
+1

�
y ′(x ) = y

x
−1.

令 y

x
= u，则 y = u x，dy

dx
= x

du

dx
+u，从而得到

(u +1)
�

x
du

dx
+u

�
= (u −1) ⇒

∫
u +1

u 2+1
du =−

∫
dx

x
.

当 x > 0时解得
1

2
ln
�
u 2+1

�
+arctan u =− ln x +C .

代入初始条件 y (1) = 0得到 C = 0，从而
ln
�
x 2+ y 2

�
+2arctan

y

x
= 0.

22. 同试卷一第三 [20]题．

23. 同试卷一第三 [21]题．
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二〇一八年考研数学试卷二解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 若 lim
x→0

�
ex +a x 2+ b x

� 1
x 2 = 1，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a =
1

2
, b =−1． (B) a =−1

2
, b =−1．

(C) a =
1

2
, b = 1． (D) a =−1

2
, b = 1．

解. 应选 (B)．由题设有
1= lim

x→0
(ex +a x 2+ b x )

1
x 2 = exp

�
lim
x→0

1

x 2
ln(ex +a x 2+ b x )

�
.

所以由泰勒公式有

0= lim
x→0

ex +a x 2+ b x −1

x 2
= lim

x→0

(1+ b )x +
�

1

2
+a

�
x 2+o (x 2)

x 2

由此可得 (
1+ b = 0,
1

2
+a = 0.

⇒
(

a =−1

2
,

b =−1.

2. 同试卷一第一 [1]题．

3. 设函数 f (x ) =

¨−1, x < 0,

1, x ¾ 0;
，g (x ) =


2−a x , x ¶−1,

x , −1< x < 0,

x − b , x ¾ 0.

若 f (x )+g (x )在 R 上

连续，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) a = 3 , b = 1． (B) a = 3 , b = 2．
(C) a =−3 , b = 1． (D) a =−3 , b = 2．

解. 应选 (D)．由题设可得

f (x )+ g (x ) =


1−a x , x ¶−1,

−1+ x , −1< x < 0,

1+ x − b , x ¾ 0.

由 f (x ) + g (x )连续可得
lim

x→−1−
( f (x )+ g (x )) = 1+a , lim

x→−1+
( f (x )+ g (x )) =−2, ⇒ a =−3;

lim
x→0−
( f (x )+ g (x )) =−1, lim

x→0+
( f (x ) + g (x )) = 1− b , ⇒ b = 2.

4. 设函数 f (x )在 [0,1]上二阶可导，且
∫ 1

0
f (x )dx = 0，则 · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)当 f ′(x )< 0时， f
�

1

2

�
< 0． (B)当 f ′′(x )< 0时， f

�
1

2

�
< 0．

(C)当 f ′(x )> 0时， f
�

1

2

�
< 0． (D)当 f ′′(x )> 0时， f

�
1

2

�
< 0．
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解. 应选 (D)．对于选项 (A)，取 f (x ) =−x +
1

2
可以排除．对于选项 (B)，取 f (x ) =

−
�

x − 1

2

�2

+1可以排除．对于选项 (C)，取 f (x ) =−x − 1

2
可以排除．对于选项

(D)，由泰勒公式可得
f (x ) = f

�
1

2

�
+ f ′

�
1

2

��
x − 1

2

�
+

f ′′(ξ)
2

�
x − 1

2

�2

;

两边在 [0, 1]上积分可知它是正确的．

5. 同试卷一第一 [4]题．

6.
∫ 0

−1
dx

∫ 2−x 2

−x
(1− x y )dy +

∫ 1

0
dx

∫ 2−x 2

x
(1− x y )dy = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
5

3
． (B)

5

6
． (C)

7

3
． (D)

7

6
．

解. 应选 (C)．因为积分区域D 关于 y 轴对称，所以
原式=

∫∫
D
(1− x y )dx dy =

∫∫
D

dx dy = 2
∫∫

D1

dx dy

= 2
∫ 1

0
dx

∫ 2−x 2

x
dy = 2

∫ 1

0
(2− x 2− x )dx = 2

�
2− 1

3
− 1

2

�
=

7

3
.

7. 同试卷一第一 [5]题．

8. 同试卷一第一 [6]题．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. lim
x→+∞ x 2[arctan(x +1)−arctan x ] = ．

解. 应填 1．由拉格朗日中值定理得
arctan(x +1)−arctan x =

1

1+ξ2
, ξ ∈ (x , x +1).

所以有
x 2

1+ (x +1)2
< x 2[arctan(x +1)−arctan x ]<

x 2

1+ x 2
,

从而 lim
x→+∞ x 2[arctan(x +1)−arctan x ] = 1．

10. 曲线 y = x 2+2 ln x 在其拐点处的切线方程是 ．

解. 应填 y = 4x −3．对函数求导得
y ′ = 2x +

2

x
, y ′′ = 2+

−2

x 2
.

令 y ′′ = 0，得 x = 1．故拐点为 (1, 1)．在此处的斜率 k = y ′(1) = 4，从而切线方
程为 y = 4x −3．
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11.
∫ +∞

5

1

x 2−4x +3
dx = ．

解. 应填 ln2

2
．事实上，∫ +∞

5

1

x 2−4x +3
dx =

∫ +∞
5

1

(x −1)(x −3)
dx

=
1

2

∫ +∞
5

�
1

x −3
− 1

x −1

�
dx =

1

2

h
ln
��� x −3

x −1

���i+∞
5
=

ln2

2
.

12. 曲线
¨

x = cos3 t

y = sin3 t
在 t =

π

4
对应点的曲率为 ．

解. 应填 2

3
．先求导数和二阶导数，得到

dy

dx
=

dy /dt

dx/dt
=− tan t ,

d2 y

dx 2
=

d

dt

�
dy

dx

�
1

dx/dt
=

−sec2 t

−3cos2 t sin t
.

因此在 t =
π

4
处，dy

dx
=−1，d2 y

dx 2
=

8

3
p

2
．从而 K =

��y ′′���
1+ y ′2

� 3
2

=
2

3
．

13. 设函数 z = z (x , y )由方程 ln z +ez−1 = x y 确定，则 ∂ z

∂ x

����
2,

1
2

� = ．

解. 应填 1

4
．由 ln z +ez−1 = x y 知，当 x = 2, y =

1

2
时 z = 1．方程两边对 x 求偏导得

1

z
· ∂ z

∂ x
+ez−1 · ∂ z

∂ x
= y .

将 x = 2, y =
1

2
, z = 1代入得 ∂ z

∂ x

���
(2,

1
2 )
=

1

4
．

14. 设 A为 3阶矩阵，α1,α2,α3为线性无关的向量组，若 Aα1 = 2α1+α2+α3，Aα2 =

α2+2α3，Aα3 =−α2+α3，则 A的实特征值为 ．

解. 应填 2．由题设可得

A(α1,α2,α3) = (α1,α2,α3)

2 0 0

1 1 −1

1 2 1

 .

因为 (α1,α2,α3)可逆，所以 A ∼ B =

2 0 0

1 1 −1

1 2 1

，从而 A和 B 的特征值相等．由

|λE −B |=
�������
λ−2 0 0

−1 λ−1 1

−1 −2 λ−1

�������= (λ−2)
�
(λ−1)2+2

�
= 0,

可知 A的实特征值为 2．
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三、解答题（15～23小题，共 94分）

15. 同试卷一第三 [15]题．

16.（本题满分 10分）
已知连续函数 f (x )满足

∫ x

0
f (t )dt +

∫ x

0
t f (x − t )dt = a x 2．

(Ⅰ)求 f (x )；
(Ⅱ)若 f (x )在区间 [0, 1]上的平均值为 1，求 a 的值．

解. (Ⅰ)令 u = x − t 则 t = x −u，dt =−du，从而∫ x

0
t f (x − t )dt =

∫ 0

x
(x −u ) f (u )(−du ) = x

∫ x

0
f (u )du −

∫ x

0
u f (u )du .

原方程可化为∫ x

0
f (t )dt + x

∫ x

0
f (u )du −

∫ x

0
u f (u )du = a x 2.

两边对 x 求导，整理得

f (x )+
∫ x

0
f (u )du = 2a x .

所以 f (0) = 0．设 F (x ) =
∫ x

0
f (u )du 则 F ′(x ) = f (x )，且有

F ′(x ) + F (x ) = 2a x .

解这个微分方程，得
F (x ) = e−

∫
1dx

�
C +

∫
e−
∫

1 dx 2a x dx
�
= e−x

�
C +

∫
2a x ex dx

�
= e−x [C +2a (x −1)ex ] .

将 F (0) = 0代入得 C = 2a．所以
F (x ) = 2a e−x +2a (x −1) ⇒ f (x ) =−2a e−x +2a .

(Ⅱ)由题设可得

1=

∫ 1

0
f (x )dx

1
=
∫ 1

0
(−2a e−x +2a )dx =

�
2a e−x

�1

0
+2a = 2a e−1.

解得 a =
e

2
．

17.（本题满分 10分）
设平面区域D 由曲线

¨
x = t − sin t

y = 1− cos t
（0¶ t ¶ 2π）与 x 轴围成，计算二重积分∫∫

D

�
x +2y

�
dx dy．
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解. 曲线为摆线的一拱，将积分区域视为 X 型区域，可得
I =

∫∫
D

�
x +2y

�
dx dy =

∫ 2π

0
dx

∫ y (x )

0
(x +2y )dy

=
∫ 2π

0

�
x y + y 2

�y (x )

0
dx =

∫ 2π

0
[x y (x )+ y 2(x )]dx .

利用参数方程 x = t − sin t，y (x ) = 1− cos t，可得
I =

∫ 2π

0
[(t − sin t )(1− cos t )+ (1− cos t )2]d(t − sin t )

=
∫ 2π

0
[(t − sin t )(1− cos t )2+(1− cos t )3]dt .

作换元 t = u +π，并利用定积分的奇偶性，可得
I =

∫ π

−π
[(u +π+ sin t )(1+ cos u )2+ (1+ cos u )3]du

= 2
∫ π

0
[π(1+ cos u )2+ (1+ cos u )3]du .

再作换元 u = v +
π

2
，并利用定积分的奇偶性，可得

I = 2
∫ π/2

−π/2
[π(1− sin v )2+ (1− sin v )3]dv

= 4
∫ π/2

0
[(π+1)+ (π+3)sin2 v ]dv

= 4
�
(π+1)

π

2
+ (π+3)

h
v

2
+

sin 2v

4

iπ/2
0

�
= 3π2+5π.

18.（本题满分 10分）
已知常数 k ¾ ln2−1，证明：(x −1)

�
x − ln2 x +2k ln x −1

�
¾ 0．

解. (Ⅰ)当 x = 1时，易知不等式成立．
(Ⅱ)当 0< x < 1时，只需证 x − ln2 x +2k ln x −1¶ 0．设

f (x ) = x − ln2 x +2k ln x −1 ⇒ f ′(x ) = x −2ln x +2k

x
.

设 g (x ) = x −2ln x +2k（0< x < 1），则 g ′(x ) = 1− 2

x
< 0，所以 g (x )单调递

减，从而有
g (x )> g (1) = 1+2k ¾ 1+2(ln 2−1) = 2 ln 2−1> 0.

因此 f ′(x )> 0， f (x )单调递增，故 f (x )¶ f (1) = 0，结论成立．
(Ⅲ)当 x > 1时，只需证 x − ln2 x +2k ln x −1¾ 0．设

f (x ) = x − ln2 x +2k ln x −1 ⇒ f ′(x ) = x −2ln x +2k

x
.

设 g (x ) = x −2ln x +2k（x > 1），则 g ′(x ) = 1− 2

x
．当 1< x < 2时 g ′(x )< 0

g (x )递减；当 x > 2时 g ′(x )> 0，g (x )递增．从而有
g (x )¾ g (2) = 2+2k −2ln 2¾ 2+2(ln 2−1)−2ln 2= 0.
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因此 f ′(x )> 0， f (x )单调增加，故 f (x )¾ f (1) = 0，结论成立．

19. 同试卷一第三 [16]题．

20.（本题满分 11分）
已知曲线 L : y =

4

9
x 2 (x ¾ 0)，点O (0, 0)，点 A (0,1)．设 P 是 L 上的动点，S 是

直线 O A与直线 AP 及曲线 L 所围图形的面积．若 P 运动到 (3,4)时沿 x 轴正
向的速度是 4，求此时 S 关于时间 t 的变化率．

解. 依题意，所围图形的面积

S =
1

2
(1+ y )x −

∫ x

0
y (x )dx =

1

2

�
1+

4

9
x 2
�

x −
∫ x

0

4

9
x 2 dx =

x

2
+

2x 3

27
.

所以 P 运动到 (3, 4)时 S 关于时间 t 的变化率
dS

dt

���
x=3
=

dS

dx

dx

dt

���
x=3
= 4

�
1

2
+

2

9
x 2
����

x=3
= 10.

21. 同试卷一第三 [19]题．

22. 同试卷一第三 [20]题．

23. 同试卷一第三 [21]题．
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二〇一九年考研数学试卷二解答
一、选择题（1～8小题，每小题 4分，共 32分）

1. 同试卷一第一 [1]题．

2. 曲线 y = x sin x +2 cos x（−π
2
< x <

3π

2
）的拐点是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
�π

2
,
π

2

�
． (B) (0, 2)． (C) (π,−2)． (D)

�
3π

2
,−3π

2

�
．

解. 应选 (C)．由 y = x sin x +2 cos x；得
y ′ = x cos x − sin x , y ′′ =−x sin x .

令 y ′′ = 0得 x1 = 0, x2 =π．当 −π2 < x < 0或 0< x <π时，y ′′ < 0；当 π< x <
3π

2

时，y ′′ > 0．所以 (π,−2)是曲线的唯一拐点．

3. 下列反常积分发散的是 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A)
∫ +∞

0
x e−x dx． (B)

∫ +∞
0

x e−x 2
dx．

(C)
∫ +∞

0

arctan x

1+ x 2
dx． (D)

∫ +∞
0

x

1+ x 2
dx．

解. 应选 (D)．因为 ∫ +∞
0

x

1+ x 2
dx =

h
1

2
ln(x 2+1)

i+∞
0
=+∞,

所以反常积分
∫ +∞

0

x

1+ x 2
dx 发散．

4. 已知微分方程 y ′′+a y ′+b y = c ex 的通解为 y = (C1+C2 x )e−x +ex，则 a , b , c 依
次为 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 1, 0, 1． (B) 1, 0, 2． (C) 2, 1, 3． (D) 2, 1, 4．

解. 应选 (D)．由通解的结构可看出 r1 = r2 =−1是特征方程 r 2+a r + b = 0的实根，
从而 a = 2, b = 1．又 y ∗ = ex 是非齐次方程的特解，代入原方程得 c = 4．

5. 已知平面区域D =
¦
(x , y )

���|x |+ |y |¶ π
2

©
，记 I1 =

∫∫
D

p
x 2+ y 2 dx dy，

I2 =
∫∫

D
sin

p
x 2+ y 2 dx dy，I3 =

∫∫
D

�
1− cos

p
x 2+ y 2

�
dx dy，则 · · · · · · · ( )

(A) I3 < I2 < I1． (B) I2 < I1 < I3． (C) I1 < I2 < I3． (D) I2 < I3 < I1．

解. 应选 (A)．在区域 D 内部有 0 ¶ x 2 + y 2 ¶
�π

2

�2，因此 sin
p

x 2+ y 2 ¶
p

x 2+ y 2，
所以 I2 < I1．令 u =

p
x 2+ y 2， f (u ) = 1− cos u − sin u（0¶ u ¶ π

2
），则

f ′(u ) = sin u − cos u , f ′′(u ) = sin u + cos u .
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令 f ′(u ) = 0，得唯一驻点 u =
π

4
，且 f ′′

�π
4

�
> 0．因此 f (u )在 u =

π

4
处取得极小

值 f
�π

4

�
< 0，在 u = 0和 u =

π

2
处取得最大值 f (0) = f

�π
2

�
= 0，从而当 u ∈ �0,

π

2

�
时，1− cos u < sin u，也就得到了 I3 < I2．

6. 设函数 f (x ), g (x )的二阶导函数在 x = a 处连续，则 lim
x→a

f (x )− g (x )
(x −a )2

= 0是两条曲
线 y = f (x )，y = g (x )在 x = a 对应的点处相切及曲率相等的 · · · · · · · · · · · · ( )

(A)充分不必要条件． (B)充分必要条件．
(C)必要不充分条件． (D)既不充分也不必要条件．

解. 应选 (A)．令h (x ) = f (x )−g (x )，则由 lim
x→a

h (x )
(x −a )2

= 0得h (x ) = o ((x−a )2)（x → a）．
而由泰勒公式有

h (x ) = h (0)+h ′(0)(x −a ) +
h ′′(0)

2
(x −a )2+o ((x −a )2).

因此有 h (0) = h ′(0) = h ′′(0) = 0，即
f (a ) = g (a ), f ′(a ) = g ′(a ), f ′′(a ) = g ′′(a ).

由曲率公式 k =
��y ′′��p
(1+ y ′2)3

可知，两条曲线在 x = a 对应的点处曲率相等．反过
来；由相切及曲率相等可得

f (a ) = g (a ), f ′(a ) = g ′(a ), | f ′′(a )|= |g ′′(a )|.
当 f ′′(a ) =−g ′′(a )时，无法得出 lim

x→a

f (x )− g (x )
(x −a )2

= 0．比如 f (x ) = x 2，g (x ) =−x 2．
a = 0．

7. 设 A是四阶矩阵，A∗为其伴随矩阵，若线性方程组 Ax = 0的基础解系中只有两
个向量，则 r (A∗) = · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ( )

(A) 0． (B) 1． (C) 2． (D) 3．

解. 应选 (A)．Ax = 0基础解系中只有两个向量，故有 4− r (A) = 2，从而有 r (A) =

2< n −1= 3，因此 r (A∗) = 0．

8. 同试卷一第一 [5]题．

二、填空题（9～14小题，每小题 4分，共 24分）

9. lim
x→0
(x +2x )

2
x = ．

解. 应填 4e2．取对数并由等价无穷小量代换可得
lim
x→0

2ln(x +2x )
x

= lim
x→0

2ln(1+ x +2x −1)
x

= lim
x→0

2(x +2x −1)
x

= 2+2 lim
x→0

2x −1

x
= 2+2ln 2.

所以原极限等于 exp(2+2ln 2) = 4e2．
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10. 曲线
¨

x = t − sin t

y = 1− cos t
在 t =

3π

2
对应点处的切线在 y 轴的截距为 ．

解. 应填 2+
3π

2
．在 t =

3π

2
对应点处的斜率为

dy

dx

���
t=

3π
2

=
sin t

1− cos t

���
t=

3π
2

=−1.

所以在该点的切线方程为
y −1=−

�
x − 3π

2
−1

�
⇒ y =−x +

3π

2
+2.

它在 y 轴的截距为 2+
3π

2
．

11. 设函数 f (u )可导，z = y f
�

y 2

x

�
，则 2x

∂ z

∂ x
+ y

∂ z

∂ y
= ．

解. 应填 y f
�

y 2

x

�
．直接计算得

∂ z

∂ x
=− y 3

x 2
f ′
�

y 2

x

�
,
∂ z

∂ y
= f

�
y 2

x

�
+

2y 2

x
f ′
�

y 2

x

�
. ⇒ 2x

∂ z

∂ x
+ y

∂ z

∂ y
= y f

�
y 2

x

�
.

12. 曲线 y = ln cos x（0¶ x ¶ π
6
）的弧长为 ．

解. 应填 1

2
ln 3．因为

Ç
1+

�
y ′
�2
=
p

1+ tan2 x = sec x，所以弧长

s =
∫ π

6

0

r
1+

�
y ′
�2

dx =
∫ π

6

0
sec x dx =

�
ln(sec x + tan x )

�π
6

0
=

1

2
ln3.

13. 已知函数 f (x ) = x
∫ x

1

sin t 2

t
dt，则

∫ 1

0
f (x )dx = ．

解. 应填 1

4
(cos 1−1)．交换二重积分的积分次序得∫ 1

0
f (x )dx =−

∫ 1

0
x dx

∫ 1

x

sin t 2

t
dt =−

∫ 1

0

sin t 2

t
dt

∫ t

0
x dx

=−1

2

∫ 1

0
t sin t 2 dt =

1

4
(cos 1−1).

14. 已知矩阵 A =


1 −1 0 0

−2 1 −1 1

3 −2 2 −1

0 0 3 4

，Ai j 表示 |A|中元 (i , j )元的的代数余子式，则

A11−A12 = ．
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解. 应填 −4．直接计算得

A11−A12 =

�������
1 −1 1

−2 2 −1

0 3 4

�������+
�������
−2 −1 1

3 2 −1

0 3 4

�������=−4.

三、解答题（15～23题，共 94分）

15.（本题满分 10分）
已知函数 f (x ) =

¨
x 2x , x > 0,

x ex +1, x ¶ 0.
求 f ′(x )，并求函数 f (x )的极值．

解. 当 x > 0时， f ′(x ) = 2x 2x (ln x +1)；当 x < 0时， f ′(x ) = (x +1)ex．在 x = 0处，
f ′+(0) = lim

x→0+

f (x )− f (0)
x

= lim
x→0+

x 2x −1

x
= lim

x→0+

2x 2x (ln x −1)
1

=−∞,

因此 f (x )在 x = 0处不可导．于是

f ′(x ) =
¨

2x 2x (ln x +1), x > 0;

(x +1)ex , x < 0.

令 f ′(x ) = 0得到 x1 = −1, x2 =
1

e
．当 x < −1时， f ′(x ) < 0，当 −1 < x < 0时，

f ′(x )> 0，当 0< x <
1

e
时，f ′(x )< 0，当 x >

1

e
时，f ′(x )> 0．因此函数有极小

值 f (−1) = 1−e−1，极大值 f (0) = 1，极小值 f
�

1

e

�
= e−

2
e．

16.（本题满分 10分）
求不定积分

∫
3x +6

(x −1)2(x 2+ x +1)
dx．

解. 将有理分式拆分成部分分式得∫
3x +6

(x −1)2(x 2+ x +1)
dx =

∫ �
− 2

x −1
+

3

(x −1)2
+

2x +1

x 2+ x +1

�
dx

=−2ln |x −1| − 3

x −1
+
∫

d(x 2+ x +1)
x 2+ x +1

=−2ln |x −1| − 3

x −1
+ ln(x 2+ x +1)+C

17.（本题满分 10分）
设函数 y (x )是微分方程 y ′− x y =

1

2
p

x
e

x 2

2 满足条件 y (1) =
p

e的特解．
(Ⅰ)求 y (x )的表达式；
(Ⅱ)设平面区域 D = {(x , y )|1¶ x ¶ 2,0¶ y ¶ y (x )}，求 D 绕 x 轴旋转一周所形
成的旋转体的体积．

解. (Ⅰ)由一阶线性微分方程的通解公式，求得 y = (
p

x + C )e
x 2

2 ，再由初始条件
y (1) =

p
e得 C = 0，所以特解为 y (x ) =

p
x e

x 2

2 ．
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(Ⅱ)由旋转体的体积公式得
V =π

∫ 2

1
y (x )2 dx =π

∫ 2

1
x ex 2

dx =
π

2
(e4−e).

18.（本题满分 10分）
设平面区域D =

�
(x , y )

��|x |¶ y , (x 2+ y 2)3 ¶ y 4
	，计算二重积分∫∫

D

x + yp
x 2+ y 2

dx dy .

解. 由二重积分的对称性，并用极坐标计算，得到∫∫
D

x + yp
x 2+ y 2

dx dy =
∫∫

D

yp
x 2+ y 2

dx dy

=
∫ 3

4π

π
4

dθ
∫ sin2 θ

0
r sinθ dr =

1

2

∫ 3π
4

π
4

sin5θ dθ =
43
p

2

120
.

19.（本题满分 10分）
设 n 是正整数，记 Sn 为曲线 y = e−x sin x（0¶ x ¶ nπ）与 x 轴所围成图形的
面积，求 Sn，并求 lim

n→∞Sn．

解. 由不定积分
∫

e−x sin x dx =−1

2
e−x (sin x + cos x )+C 可得

Sn =
∫ nπ

0

��e−x sin x
��dx =

n−1∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ
e−x |sin x |dx =

n−1∑
k=0

∫ π

0
e−(t+kπ)|sin(t +kπ)|dt

=
∫ π

0
e−t sin t dt

n−1∑
k=0

e−kπ =
e−π+1

2
· 1−e−nπ

1−e−π =
eπ+1

2(eπ−1)
(1−e−nπ).

所以 lim
n→∞Sn =

eπ+1

2(eπ−1)
．

20.（本题满分 11分）
已知函数 u (x , y )满足关系式 2

∂ 2u

∂ x 2
−2

∂ 2u

∂ y 2
+3

∂ u

∂ x
+3

∂ u

∂ y
= 0．求 a , b 的值，使得

在变换 u (x , y ) = v (x , y )ea x+b y 之下，上述等式可化为函数 v (x , y )的不含一阶
偏导数的等式．

解. 由变换 u (x , y ) = v (x , y )ea x+b y 可得
∂ u

∂ x
=
∂ v

∂ x
ea x+b y +a v (x , y )ea x+b y ,

∂ u

∂ y
=
∂ v

∂ y
ea x+b y + b v (x , y )ea x+b y ,

∂ 2u

∂ x 2
=
∂ 2v

∂ x 2
ea x+b y +2a

∂ v

∂ x
ea x+b y +a 2v (x , y )ea x+b y ,

∂ 2u

∂ y 2
=
∂ 2v

∂ y 2
ea x+b y +2b

∂ v

∂ y
ea x+b y + b 2v (x , y )ea x+b y .

代入等式，整理得
2
∂ 2v

∂ x 2
−2

∂ 2v

∂ y 2
+ (4a +3)

∂ v

∂ x
+ (3−4b )

∂ v

∂ y
+ (2a 2−2b 2+3a +3b )v (x , y ) = 0.

依题意，当 a = 0，b =
3

4
时，可化为 v (x , y )的不含一阶偏导数的等式．
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21.（本题满分 11分）
已知函数 f (x )在 [0,1]上具有二阶导数，且

f (0) = 0, f (1) = 1,
∫ 1

0
f (x )dx = 1.

证明：(Ⅰ)存在 ξ ∈ (0,1)，使得 f ′(ξ) = 0； (Ⅱ)存在 η ∈ (0,1)，使得 f ′′(η)<−2．

解. (Ⅰ)由积分中值定理，存在 ξ1 ∈ (0, 1)，使得

f (1) = 1=
∫ 1

0
f (x )dx = f (ξ1).

对 f (x )在 (ξ1, 1)上用罗尔定理，则存在 ξ ∈ (ξ1, 1)⊂ (0, 1)，使得 f ′(ξ) = 0．
(Ⅱ)令 g (x ) = f (x ) + x 2，则 g (0) = 0, g (1) = 2, g (ξ1) = 1 + ξ2

1．对 g (x ) 分别在
[0,ξ1], [ξ1,1]上用拉格朗日中值定理，则存在 η1 ∈ (0,ξ1)，η2 ∈ (ξ1,1)，使得

g ′(η1) =
g (ξ1)− g (0)
ξ1−0

=
1+ξ2

1

ξ1
, g ′(η2) =

g (ξ1)− g (1)
ξ1−1

= 1+ξ1.

对 g ′(x ) = f ′(x )−2x 在 [η1,η2]上用拉格朗日中值定理，则存在 η ∈ (η1,η2)⊂
(0,1)，使得

g ′′(η) = g ′(η2)− g ′(η1)
η2−η1

=
1− 1

ξ1

η2−η1
< 0,

即 f ′′(η)<−2．

22.（本题满分 11分）

已知向量组Ⅰ：α1 =

1

1

4

, α2 =

1

0

4

, α3 =

 1

2

a 2+3

；向量组Ⅱ：β1 =

 1

1

a +3

,

β2 =

 0

2

1−a

, β3 =

 1

3

a 2+3

．若向量组Ⅰ和向量组Ⅱ等价，求常数 a 的值，并

将 β3用 α1,α2,α3线性表示．

解. 记 A = (α1,α2,α3), B = (β1,β2,β3)，向量组Ⅰ和向量组Ⅱ等价的充分必要条件是
r (A) = r (B ) = r (A, B ).

对矩阵 (A, B )作初等行变换得

(A, B ) =

1 1 1 1 0 1

1 0 2 1 2 3

4 4 a 2+3 a +3 1−a a 2+3



→
1 1 1 1 0 1

0 −1 1 0 2 2

0 0 a 2−1 a −1 1−a a 2−1


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当 a = 1时，r (A) = r (B ) = r (A, B ) = 2，两个向量组等价．此时

(A,β3)→
1 1 1 1

0 −1 1 2

0 0 0 0

→
1 0 2 3

0 1 −1 −2

0 0 0 0

 .

从而 β3 = (−2k +3)α1+(k −2)α2+kα3，其中 k 为任意常数．当 a 6= 1时，继续
作初等行变换得到

(A, B )→
1 1 1 1 0 1

0 −1 1 0 2 2

0 0 a 2−1 a −1 1−a a 2−1



→
1 1 1 1 0 1

0 −1 1 0 2 2

0 0 a +1 1 −1 a +1


因此当 a =−1时 r (A) = 2 6= r (A, B ) = 3，两个向量组不等价．当 a 6= 1且 a 6=−1

时，r (A) = r (B ) = r (A, B ) = 3，两个向量组等价．此时

(A,β3)→
1 1 1 1

0 −1 1 2

0 0 a +1 a +1

→
1 0 0 1

0 1 0 −1

0 0 1 1

 .

从而 β3 =α1−α2+α3．

23. 同试卷一第三 [21]题．
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