
...

第一章·数集与函数

.....

微积分课程

.

2020 年 8 月 29 日

.

�暨南大学数学系 �吕荐瑞

https://lvjr.bitbucket.io


.

. .

..数集与区间.第一节

..函数的概念.第二节

..函数的性质.第三节

..函数的构建.第四节

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

..数集与区间.第一节

..集合 .A

..实数集 .B

..区间 .C

..邻域 .D

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

. .

集合的概念

集合是具有某种属性的事物的全体；

构成集合的事物，称为集合的元素．
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集合的表示法

1 列举法：比如 A = {,b,c,d}
2 描述法：比如 B = { |3 + − 1 > 0}
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全集与空集

由所研究所有对象构成的集合称为全集，记为 Ω．
不包含任何元素的集合称为空集，记为 ∅．
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子集与包含

如果集合 A 的每一个元素都是集合 B 的元素，则称 A
是 B 的子集．

记为 A ⊂ B 或 B ⊃ A
或称为 A 包含于 B，或 B 包含 A
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集合的运算

1 交运算：A ∩ B = { | ∈ A 且  ∈ B}

2 并运算：A ∪ B = { | ∈ A 或  ∈ B}
3 差运算：A− B = { | ∈ A 且  ̸∈ B}
4 补运算：A = { | ∈ Ω 且  ̸∈ A}
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集合运算律

1 交换律

A ∩ B = B ∩ A
A ∪ B = B ∪ A

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

2 结合律

(A∩B)∩C = A∩ (B∩C)
(A∪B)∪C = A∪ (B∪C)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

3 分配律

(A ∩ B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C)
(A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

4 对偶律

A ∩ B = A ∪ B
A ∪ B = A ∩ B
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集合的笛卡尔乘积

设有集合 A 和 B．对任意的  ∈ A，y ∈ B，所有二元
有序数组 (,y) 构成的集合，称为集合 A 与 B 的笛卡
尔乘积，记为 A× B，即有

A× B = {(,y)| ∈ A,y ∈ B}
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数集

人类对数的认识是逐步发展的：

自然数集 N

整数集 Z

有理数集 Q

实数集 R

←− 微积分的研究对象

复数集 C

. .
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有限区间

区间可分为有限区间和无限区间两类．有限区间有如

下四种（其中  和 b 称为区间的端点）：
(,b) = { |  <  < b} 开区间

[,b] = { |  ¶  ¶ b} 闭区间

(,b] = { |  <  ¶ b} 左开右闭区间

[,b) = { |  ¶  < b} 左闭右开区间

例子 用区间表示下列数集：

(1) { | 1 <  < 3} (2) { | −5 ¶  < 0}

. .
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无限区间

无限区间有如下五种：

(−∞,b) = { |  < b} (,+∞) = { |  > }

(−∞,b] = { |  ¶ b} [,+∞) = { |  ¾ }
(−∞,+∞) = R

例子 用区间表示下列数集：

(1) { |  < 3} (2) { |  ¾ 2}
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绝对值

一个实数的绝对值定义为 || =
(
,  ¾ 0
−,  < 0

．

去绝对值号的方法（设 ,b > 0）：

|| < b 等价于 −b <  < b
|| >  等价于  < − 或  > 
 < || < b 等价于 −b <  < − 或  <  < b

绝对值的三角不等式：

|+ y| ¶ ||+ |y| |− y| ¾ || − |y|

. .
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一个实数的绝对值定义为 || =
(
,  ¾ 0
−,  < 0

．
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区间

例1 用区间表示下列数集：

(1)
¦

�� |− 2| < 1
©
．

(2)
¦

�� |+ 3| ¾ 5©．

(3)
¦

��1 ¶ |+ 1| < 4

©
．

. .
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. .

练习1 用区间表示下列数集：

(1)
¦

�� |+ 2| ¶ 3©

(2)
¦

�� |− 4| > 7
©

(3)
¦

��2 < |+ 3| ¶ 5©

解答

(1) [−5,1]
(2) (−∞,−3) ∪ (11,+∞)
(3) [−8,−5) ∪ (−1,2]
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练习1 用区间表示下列数集：

(1)
¦

�� |+ 2| ¶ 3©

(2)
¦

�� |− 4| > 7
©

(3)
¦

��2 < |+ 3| ¶ 5©
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. .

区间

例2 用区间表示下列数集：

(1)
¦

��2 − − 2 < 0

©
(2)
¦

��2 + − 6 ¾ 0

©

练习2 用区间表示下列数集：

(1)
¦

��2 + 2− 3 ¶ 0

©
(2)
¦

��2 − 3+ 2 > 0

©
例3 用区间表示数集

¦

�� |2 − 3− 2| < 2

©
．
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．
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..数集与区间.第一节

..集合 .A

..实数集 .B

..区间 .C

..邻域 .D

. .
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. .

邻域

 的邻域 U(, δ)：¦

�� |− | < δ
©
= (− δ,+ δ)

 的去心邻域 Ů(, δ)：¦

��0 < |− | < δ

©
= (− δ,) ∪ (,+ δ)

 的左邻域：(− δ,)
 的右邻域：(,+ δ)

其中  称为邻域的中心，δ 称为邻域的半径．

. .
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��0 < |− | < δ

©
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 的左邻域：(− δ,)
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..数集与区间.第一节

..函数的概念.第二节

..函数的性质.第三节

..函数的构建.第四节
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. .

..函数的概念.第二节

..函数的定义.A

..函数的记号.B

..自然定义域.C

. .
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. .

定义1 设非空数集 D ⊂ R，如果存在一个对应规

则 ƒ，使得对每个  ∈ D，都有一个确定的实数 y
与之对应，则称 ƒ 为定义在 D 上的一个函数，记为
ƒ : D −→ R，简记为 y = ƒ ()．

 称为自变量；
y 称为因变量；
D 称为定义域；

Z =
¦
y
��y = ƒ (), ∈ D© 称为值域．

. .
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定义1 设非空数集 D ⊂ R，如果存在一个对应规

则 ƒ，使得对每个  ∈ D，都有一个确定的实数 y
与之对应，则称 ƒ 为定义在 D 上的一个函数，记为
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Z =
¦
y
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注记 两个函数相同，当且仅当两者的定义域和对应

规则都相同．

例1 研究 y =  和 y =
2


是不是相同的函数．

例2 研究 y =  和 y =
p
2 是不是相同的函数．

. .
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注记 两个函数相同，当且仅当两者的定义域和对应

规则都相同．
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注记 两个函数相同，当且仅当两者的定义域和对应

规则都相同．
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..函数的概念.第二节

..函数的定义.A

..函数的记号.B

..自然定义域.C
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函数的记号

例3 已知 ƒ () = (+ 1)，求 ƒ (− 1)．

例4 已知 ƒ (− 1) = 2 + 1，求 ƒ ()．

. .
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. .

函数的记号

例3 已知 ƒ () = (+ 1)，求 ƒ (− 1)．

例4 已知 ƒ (− 1) = 2 + 1，求 ƒ ()．
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函数的记号

练习1 已知 ƒ (3− 1) = 92 + 6− 2，求 ƒ ()．

解答 ƒ () = 2 + 4+ 1．

练习2 已知 ƒ (−1+1) = + 2，求 ƒ ()．

解答 ƒ () = −3
−1．

. .
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..函数的概念.第二节

..函数的定义.A

..函数的记号.B

..自然定义域.C

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � �



.

. .

自然定义域

对未指明定义域的函数，通常根据函数表达式确定它

的自然定义域．例如

(1) y =
p
 的定义域为 D = [0,+∞)，

(2) y = log  的定义域为 D = (0,+∞)，

(3) y = 1
 的定义域为 D = (−∞,0) ∪ (0,+∞)．

求函数的自然定义域时有三个基本要求：

(1) 根号里面要求大于等于零；
(2) 对数里面要求大于零；
(3) 分母要求不能等于零．

. .
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自然定义域

例6 用区间表示下列函数的定义域：

(1) y = ln(2+ 6) +
p
5−  (2) y = 1

ln(−5)

练习4 用区间表示下列函数的定义域：

(1) y = 1
4−2 +

p
+ 3 (2) y = ln(+1−1)

. .
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..函数的性质.第三节

..函数的奇偶性.A

..函数的周期性.B

..函数的单调性.C

..函数的有界性.D
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函数的奇偶性

定义1 给定函数 y = ƒ ()，

(1) 若 ∀ ∈ D，总有 ƒ (−) = ƒ ()，则称 ƒ ()
为偶函数．

(2) 若 ∀ ∈ D，总有 ƒ (−) = −ƒ ()，则称 ƒ ()
为奇函数．

例子 , 3,
1


,
1

3
, sin, tn 为奇函数．

例子 2, 4,
1

2
,
1

4
, cos 为偶函数．

. .
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. .

函数的奇偶性

例1 判断下列函数的奇偶性：

(1) ƒ () = 4 − 22 + 1

(2) ƒ () = 3 + 

(3) ƒ () = 2 + + 1

练习1 判断下列函数的奇偶性：

(1) ƒ () = 1−2
cos

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·偶函数

(2) ƒ () = e−1
e+1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·奇函数

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � �



.

. .

函数的奇偶性

例1 判断下列函数的奇偶性：

(1) ƒ () = 4 − 22 + 1

(2) ƒ () = 3 + 

(3) ƒ () = 2 + + 1

练习1 判断下列函数的奇偶性：

(1) ƒ () = 1−2
cos

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·偶函数

(2) ƒ () = e−1
e+1

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·奇函数

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � �



.

. .

函数的奇偶性

例1 判断下列函数的奇偶性：

(1) ƒ () = 4 − 22 + 1

(2) ƒ () = 3 + 

(3) ƒ () = 2 + + 1

练习1 判断下列函数的奇偶性：

(1) ƒ () = 1−2
cos · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·偶函数

(2) ƒ () = e−1
e+1 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·奇函数

. .

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � �



.

. .

..函数的性质.第三节

..函数的奇偶性.A

..函数的周期性.B

..函数的单调性.C

..函数的有界性.D
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函数的周期性

定义2 对于函数 y = ƒ ()，如果存在正常数 T 使得
ƒ (+ T) = ƒ () 恒成立，则称此函数为周期函数；满
足这个等式的最小正数 T，称为此函数的周期．

例子 y = sin 和 y = cos 以 2π 为周期．

例子 y = tn 和 y = cot 以 π 为周期．
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..函数的性质.第三节
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..函数的有界性.D
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. .

函数的单调性

定义3 设函数 y = ƒ () 在区间  上有定义，对于区
间  上的任意两点 1 和 2，

(1) 若当 1 < 2 时有 ƒ (1) < ƒ (2)，则称 ƒ ()
在区间  上是单调增加的；

(2) 若当 1 < 2 时有 ƒ (1) > ƒ (2)，则称 ƒ ()
在区间  上是单调减少的；
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函数的单调性

例子 y =  在 (−∞,+∞) 上是单调增加的．

例子 y = ln 在 (0,+∞) 上是单调增加的．

例子 y = 1/ 在 (−∞,0) 和 (0,+∞) 上单调减少．

例子 y = 2 在 (−∞,0] 上单调减少，在 [0,+∞)
上单调增加．
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..函数的性质.第三节

..函数的奇偶性.A

..函数的周期性.B

..函数的单调性.C

..函数的有界性.D
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. .

函数的有界性

定义4 设函数 y = ƒ () 在数集  上有定义，如果存
在一个正数 M，对于所有  ∈ ，恒有 |ƒ ()| ¶M，则
称函数 ƒ () 在数集  上有界．若这样的 M 不存在，
则称 ƒ () 在  上无界．

如果函数在其定义域上有界，则称它为有界函数；否

则称它为无界函数．

例子 y = sin，y = cos 是有界函数．

例子 y = 2，y = tn，y =  cos 是无界函数．
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函数的有界性

例2 证明下列函数为有界函数

(1) y = sin− 2cos (2) y = 1
3+2

练习2 证明下列函数为有界函数

(1) y = sin− 1
2+2 (2) y = 2

1+2

解答 (1) |y| ¶ 3
2 (2) |y| ¶ 1

. .
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. .

函数的有界性

类似地，我们可以定义函数有上界和有下界的概念．

对于所有 ，恒有 |ƒ ()| ≤ M . . . . . . . . . . . . . .有界
对于所有 ，恒有 ƒ () ¶M1 . . . . . . . . . . . .有上界
对于所有 ，恒有 ƒ () ¾M2 . . . . . . . . . . . .有下界

定理 ƒ () 有界 ⇐⇒ ƒ () 有上界而且有下界．

. .
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..数集与区间.第一节

..函数的概念.第二节

..函数的性质.第三节

..函数的构建.第四节
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..函数的构建.第四节

..反函数 .A

..复合函数 .B

..初等函数 .C
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. .

反函数

定义1 设 y = ƒ () 的定义域为 D，值域为 Z．如果
对每个 y ∈ Z，有唯一的  ∈ D 满足 y = ƒ ()，则可
以得到定义在 Z 上的函数  = ƒ−1(y)，称为 y = ƒ ()
的反函数．

例1 求函数 y = 3− 1 的反函数．

例2 求函数 y = 2 ln+ 1 的反函数．
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反函数

练习1 求下列函数的反函数

(1) y = −1
+2 (2) y = e−2

e

解答 (1) y = −2−1
−1 (2) y = ln

� 2
1−
�
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..函数的构建.第四节

..反函数 .A

..复合函数 .B

..初等函数 .C
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复合函数

定义2 设 y = ƒ () 的定义域是 D(ƒ )， = g() 的
值域是 Z(g)，D(ƒ ) ∩ Z(G) 非空，则称 y = ƒ[g()]
为 y = ƒ () 和  = g() 的复合函数．

例3 两个函数 y =
p
 和  = 1− 2 的复合函数是

y =
p
1− 2．

例4 三个函数 y = sin、 = 2 − 1 和  = e 的
复合函数是 y = sin(e2 − 1)．
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三角函数

1 正弦函数 y = sin

2 余弦函数 y = cos
3 正切函数 y = tn
4 余切函数 y = cot

5 正割函数 y = sec =
1

cos

sec2  = tn2 + 1

6 余割函数 y = csc =
1

sin

csc2  = cot2 + 1

. .
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反三角函数

1 反正弦函数 y = rcsin . . . . . . . . . . . .  = siny

 ∈ [−1,1], y ∈ [−π
2 , π2]

2 反余弦函数 y = rccos . . . . . . . . . . .  = cosy

 ∈ [−1,1], y ∈ [0,π]

3 反正切函数 y = rctn . . . . . . . . . . .  = tny

 ∈ (−∞,+∞), y ∈ (−π
2 , π2)

4 反余切函数 y = rccot . . . . . . . . . . . . = coty

 ∈ (−∞,+∞), y ∈ (0,π)
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p
3
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. .

初等函数

下面这六种函数，统称为基本初等函数：

1 常值函数 y = c；

2 幂函数 y = μ；
3 指数函数 y = ；
4 对数函数 y = log ；

5 三角函数 y = sin，y = cos，等；
6 反三角函数 y = rcsin，y = rccos，等．

由六种基本初等函数经过有限次四则运算和函数复合

所得到的函数，称为初等函数．
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. .

初等函数的分解

例5 将下列初等函数分解为简单函数的复合

(1) y = e2
2−1 (2) y =

p
2+ cos2 

练习2 将下列初等函数分解为简单函数的复合

(1) y = (1+ ln)5 (2) y = sin2(3+ 1)

解答 (1) y = 5， = 1+ ln

(2) y = 2， = sin， = 3+ 1
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