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..实数的连续性.第一节

..指数函数的连续性.第二节

..三角函数的连续性.第三节

..反函数的连续性.第四节

..初等函数的连续性.第五节
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实数集

问题 R 与 Z、C、Q 分别有何区别？

1 运算性：R 与 Z 的区别

2 顺序性：R 与 C 的区别

3 连续性：R 与 Q 的区别
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实数集

定义 实数集 R 是包含 0 和 1 且满足下列三种性质
的数集：

1 运算性：任何两个实数作四则运算后还是实数，

而且四则运算还满足交换律、结合律、分配律等

运算定律．

2 顺序性：任何两个实数都可以比较大小，而且当

 > 0, y > 0 时总有 + y > 0 和 y > 0．
3 连续性：实数集满足确界原理，即有上界（下界）

的非空子集必有最小上界（最大下界）．
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确界原理

对于 R 的非空子集 A，如果对每个  ∈ A，都满足
 ¶m，则称 m 为 A 的一个上界．

如果 m 是 A 的一个上界，而且任何小于 m 的数都不
是 A 的上界，则称 m 为 A 的最小上界，记为 spA．

对于 R 的非空子集 A，如果对每个  ∈ A，都满足
 ¾m，则称 m 为 A 的一个下界．

如果 m 是 A 的一个下界，而且任何大于 m 的数都不
是 A 的下界，则称 m 为 A 的最大下界，记为 infA．

. .
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确界原理

下面是确界原理的一些例子：

1 若 A = {1,2,3}，则 spA = 3．

2 若 A = {1
2 , 23 , 34 , 45 , · · ·}，则 spA = 1．

3 若 A = {1,2,3,4,5, · · ·}，则 spA 不存在．
4 若 A = { |0 <  < 1}，则 spA = 1．

5 若 A = { |2 < 2}，则 spA =
p
2．
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确界原理

实数集 R 满足确界原理：

当全集为 R 时，

{ | 2 < 2} 由所有平方小于 2 的实数组成，

它有最小上界
p
2．

有理数集 Q 不满足确界原理：当全集为 Q 时，

{ | 2 < 2} 由所有平方小于 2 的有理数组成，

它有上界 2，但没有最小上界（因为
p
2 /∈ Q）．
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确界原理

例子 求数集 A = { |3 +  < 1} 的最小上界．

1 为上界，0 不为上界
0.7 为上界，0.6 不为上界
0.69 为上界，0.68 不为上界
0.683 为上界，0.682 不为上界
0.6824 为上界，0.6823 不为上界
0.68233 为上界，0.68232 不为上界
0.682328 为上界，0.682327 不为上界

最小上界为 0.682327803828019327369483 · · ·
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极限存在准则 II

定理 (极限存在准则 II) 单调且有界的数列必定收敛．

1 单调增加且有上界的数列必定收敛．

2 单调减少且有下界的数列必定收敛．

证明 设数列 {n} 单调增加而且有上界．由确界原
理，集合 {n} 有最小上界 ．我们断言该数列收敛
于 ．实际上，对于任何 ε > 0, 由于  为最小上
界，−ε 不是集合 {n} 的上界．所以总存在 N，使
得 N > − ε．再由数列是单调增加的，我们知道当
n > N 时也有 n > − ε，从而 |n − | < ε．这样
就证明了我们的断言．

注记 单调增加有上界数列满足 sp{n} = lim
n→∞n．

. .
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指数函数的连续性

例子 lim
n→∞

1
n = 1.

证明 假设  > 1．令 n = 
1
n − 1, 则  = (n +

1)n ¾ 1 + nn. 即 n ¶ −1
n ．∀ε > 0, 取 N = −1

ε ，

则当 n > N 时有

|n − 0| = n ¶
− 1
n

< ε

故 lim
n→∞n = 0, 即 lim

n→∞
1
n = 1. 如果 0 <  < 1，我

们可以由 (1)
1
n = 1

1/n
和极限的运算法则得到结果．
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指数函数的连续性

例子 证明 lim
→0

 = 1.

证明 我们只证明  > 1 的情形，0 <  < 1 的情形
类似．

∀ε > 0, 由 lim
n→∞

1
n = 1 知道，∃N1 > 0 使得当

n > N1 时有 |1
n − 1| < ε．因此，当 0 <  < 1

N1
有

 − 1 < 
1
N1 − 1 < ε.
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指数函数的连续性

证明 (续) 类似地，由 lim
n→∞(

1
)

1
n = lim

n→∞
−1
n = 1 知

道，∃N2 > 0 使得当 n > N2 时有 |−1
n − 1| < ε. 因

此，当 − 1
N2

<  < 0 有

 − 1 > −
1
N2 − 1 > −ε.

取 δ =min{ 1
N1

, 1
N2
}，则当 |− 0| < δ 时有

| − 1| < ε.

从而 lim
→0

 = 1.
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指数函数的连续性

例子 证明 lim
→0 

 = 0.

证明 由  = 0 · −0，根据极限的四则运算法则
知道

lim
→0 

 = lim
→0 

0 lim
→0 

−0 = 0 lim
t→0 

t = 0,

这样就证明了指数函数的连续性．
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三角函数的连续性

例子 证明 lim
→0 sin = sin0

证明 前面已经知道 sin < （0 <  < π
2），从而

| sin| < ||（0 < || < π
2）．

∀ε > 0，取 δ = ε，则当 0 < |− 0| < δ 时，有

| sin− sin0| =
����2sin − 02

cos
+ 0

2

����
¶ 2
����sin − 02

���� ¶ 2 ����− 02

���� < ε

这就证明了正弦函数的连续性．
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反函数的连续性

定理 设 y = ƒ () 在区间  上单调增加（减少）且
连续，则它的反函数  = ƒ−1(y) 也是单调增加（减
少）且连续的．

证明 我们只证明反函数的连续性．也就是说，任取

y0 ∈ y，我们要证明 lim
y→y0 ƒ

−1(y) = ƒ−1(y0).

事实上，对任何 ε > 0，令 y1 = ƒ (0 − ε), y2 =
ƒ (0+ε)，则由反函数的单调性，知道当 y1 < y < y2
时有 0 − ε <  < 0 + ε，即 | − 0| = |ƒ−1(y) −
ƒ−1(y0)| < ε．取 δ =min{y − y1,y2 − y}，即可得
到反函数 ƒ−1(y) 在点 y0 的连续性．
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初等函数的连续性

首先说明基本初等函数的连续性：

y = c 连续
y = sin 连续 =⇒ y = rcsin 连续
y =  连续 =⇒ y = log  连续

y = μ = μ log  连续

再利用四则运算和复合运算的连续性，就得到初等函

数的连续性．
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有界性定理

引理 设函数 ƒ () 在点 0 处连续，则存在 δ > 0，使得它在邻
域 (− δ,+ δ) 内有界．

定理 闭区间 [,b] 上的连续函数 ƒ () 在该区间上有界．

证明 设 S = { |  ¶  ¶ b 而且 ƒ () 在 [,] 有上界}，则
集合 S 非空而且有上界，由确界原理知 S 有最小上界 c．

我们先证明 c = b．用反证法，假设 c < b，则由知道存在 δ > 0
使得 ƒ () 在 (c− δ,c+ δ) 内有界．由 c 为最小上界知道，存在
1 ∈ S 使得 c − δ < 1 < c．这说明 ƒ () 在 [,1] 有上界．
再任取 2 使得 c < 2 < c + δ，则 ƒ () 在 [1,2] 有上界，
从而 ƒ () 在 [,2] 有上界，即 2 ∈ S 而且 c < 2．这与 c
为上界矛盾，因此我们有 c = b．
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有界性定理

证明 (续) ƒ ()在 点连续说明 ƒ ()在某个右邻域 [,+δ1)
上有界，因此 c > ，从而上面的论述中的 δ 是存在的．而 ƒ ()
在 b 点连续说明 ƒ () 在某个左邻域 (b− δ2,b] 上有界，而由 S
的最小上界为 b 已经知道 ƒ () 在 [,b − δ2] 上有上界，从而
ƒ () 在 [.b] 上有上界．

类似地，可以证明 ƒ () 在 [.b] 上有下界．
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最值定理

定理 闭区间 [,b] 上的连续函数 ƒ () 在该区间上一定能取到
最大值 M 和最小值 m．

证明 已经知道 ƒ () 在 [,b] 上是有界的．令 S = {ƒ ()| ∈
[.b]}，则由确界原理知道 S 有最小上界 M．假设 ƒ () 取不到
值 M，则对任何  ∈ [,b]，恒有 ƒ () < M．

令 g() =
1

M− ƒ ()，则 g() 在 [,b] 上也是连续的，从而有

上界 N > 0，使得 g() ¶ N．这等价于 ƒ () ¶ M− 1

N
，从而和

M 为最小上界矛盾．因此，ƒ () 在 [,b] 上可以取到最大值 M．

类似地，可以证明 ƒ () 在 [,b] 上可以取到最小值 m．
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零值定理

定理 设 ƒ () 在闭区间 [,b] 上连续，且 ƒ () 和 ƒ (b) 异号，
则在开区间 (,b) 内至少存在一点 ξ，使得 ƒ (ξ) = 0.

证明 不妨设 ƒ () < 0 < ƒ (b)．令 S = { | ∈ [,b], ƒ () <
0}，则由确界原理，集合 S 有最小上界 c．我们断言 ƒ (c) = 0．

如果 ƒ (c) < 0，由函数极限的局部保号性，存在 δ > 0，使得当
 ∈ (c− δ,c+ δ) 时总有 ƒ () < 0．此时就有 c+ δ/2 ∈ S．这
与 c 为上界矛盾．

如果 ƒ (c) > 0，有函数极限的局部保号性，存在 δ > 0，使得当
 ∈ (c− δ,c+ δ) 时总有 ƒ () > 0．此时 S 就有比 c 更小的上
界 c− δ/2．这与 c 为最小上界矛盾．
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介值定理

定理 设 ƒ ()在闭区间 [,b]上连续，且 ƒ () = A和 ƒ (b) = B
不相等，则对于 A 与 B 之间的任何数 C，在开区间 (,b) 内至
少存在一点 ξ，使得 ƒ (ξ) = C.

推论 设 ƒ () 是在区间 (,b) 上单调增加的连续函数，A =
lim
→+ ƒ ()，B = lim

→b− ƒ ()，则该函数的值域为区间 (A,B)．

注记1 如果函数的定义区间为闭区间或无穷区间，或者函数单

调减少，此推论作相应修改后仍然成立．

注记2 利用这个推论，我们才可以说明指数函数  的值域，即
对数函数 log  的定义域确实为 (0,+∞)．
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