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连续与离散

我们已经知道差分 Δ(ƒ ()) = ƒ (+ 1)− ƒ ()．

差分的运算性质与微分很相似．

差分可以认为是离散的微分．

是否可以定义离散的积分呢？

⇨ 微分的逆运算是积分，而差分的逆运算是和式．
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..不定和式 .第一节

..定和式 .第二节

..分部求和 .第三节
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微分与差分

微分

性质

1 d(c) = cd

2 d(± ) = d± d
3 d() =  d+ d

4 d
� 


�
=  d−d

2

差分

性质

1 Δ(c) = cΔ

2 Δ
�
± � = Δ± Δ

3 Δ
�

�
= Δ+ EΔ = Δ + EΔ

4 Δ
� 


�
= Δ−Δ

 E

其中移位算子 E(ƒ ()) = ƒ (+ 1)．
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积分与和式

如果 d(F()) = ƒ ()d，则定义 ƒ () 的不定积分为∫
ƒ ()d = F() + C.

例如，由 d(2) = 2d 可知
∫
2d = 2 + C．

如果 Δ(F()) = ƒ ()，则定义 ƒ () 的不定和式为∑
ƒ () = F() + C.

例如，由 Δ(2) = 2+ 1 可知
∑
(2+ 1) = 2+C.
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⇨ d(e) = e d
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不定积分与不定和式

积分

公式

1
∫
1d = + C

2
∫
 d = 1

+1
+1 + C

3
∫
 d = 1

ln
 + C

⇨
∫
e d = e + C

和式

公式

1
∑
1 = + C

2
∑
 = 1

+1
+1 + C

3
∑
 = 1

−1 + C ⇨
∑
(2) = 2 + C

定义负指数下降幂 − = 1/(+1)(+2) · · · (+)．
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积分与和式

如果 d(F()) = ƒ ()d，则 ƒ () 的定积分等于∫ b

ƒ ()d = [F()]b


= F(b)− F().

其中定积分
∫ b

ƒ ()d 表示对应的曲边梯形的面积．

如果 Δ(F()) = ƒ ()，则 ƒ () 的定和式等于∑b


ƒ () = [F()]b


= F(b)− F().

其中定和式
∑b


ƒ () 表示有限和

b−1∑
k=

ƒ (k)．
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有限和式

利用不定和式的公式，我们可以计算出平方和：
n∑

k=1

k2 =
∑n+1

1
2 =
∑n+1

1

�
(− 1) + 
�

=
∑n+1

1

�
2 + 1
�
=

�
1

3
3 +

1

2
2
�n+1
1

=
(n+ 1)n (n− 1)

3
+
(n+ 1)n

2
− 0

=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6

类似地，也可以计算出高次方和．
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分部积分与分部求和

不定积分的分部积分公式为∫
d =  −
∫
 d.

不定和式的分部求和公式为∑
Δ =  −∑EΔ.
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分部积分与分部求和

定积分的分部积分公式为∫ b

d = []b


−
∫ b

 d.
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Δ = []b


−∑b


EΔ.
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分部求和

在分部求和公式中令  = ，Δ = 1
2，得到∑ 

2
= −2∑ · Δ� 1

2

�
= −2 · 1

2
+ 2
∑ 1

2+1
· Δ

= −2 · 1
2
+
∑ 1

2

= −2 · 1
2
− 2 1

2
+ C = −2+ 2

2
+ C

. .
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分部求和

由上页不定和式的结果，可以得到定和式
n∑

k=1

k

2k
=
∑n+1

1



2
=

�
−2+ 2

2

�n+1
1

= 2− n+ 2

2n

以及无限和式
∞∑
k=1

k

2k
=
∑∞

1



2
=

�
−2+ 2

2

�∞
1

= 2− 0 = 2
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