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求线性方程组的解

问题：求出线性方程组的全部解

未知数个数 = 方程个数 =⇒ 已解决
未知数个数 ̸= 方程个数 =⇒ 待解决

例如：确定下列线性方程组的全部解
21 + 32 − 93 + 44 = 19
21 + 62 + 73 − 64 = 28
41 − 32 + 53 + 84 = 35
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求线性方程组的解

抽出方程组两边各个常数，得到两个矩形阵列：
21 + 32 − 93 + 44 = 19
21 + 62 + 73 − 64 = 28
41 − 32 + 53 + 84 = 35

A =

2 3 −9 4
2 6 7 −6
4 −3 5 8

 , B =

1928
35

 .

方程组的全部解完全由这两个矩形阵列所决定．
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矩阵的定义

定义1 由 m 行 n 列共 m × n 个元素排列而成的如
下数学结构

A =


11 12 · · · 1n
21 22 · · · 2n
... ... . . . ...

m1 m2 · · · mn

 = (j)m×n
称为 m× n 矩阵．为了表明矩阵的行数 m 和列数 n，
有时也将 A 写为 Am×n 或者 (j)m×n．如果 m = n，
则简称 A 为 n 阶矩阵或 n 阶方阵．
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如果一个 m× n 矩阵所有位置的元素都等于零，则称
它为零矩阵，记为 Om×n，或者 O．

称两个矩阵 A 和
B 相等，记为 A = B，如果

两者的行数和列数相同；

对应位置的元素都相同．

否则称这两个矩阵不相等，记为 A ̸= B． 
1 1 1
1 1 1

!
̸=
 
1 1
1 1

!
,

 
1 2
0 3

!
̸=
 
1 0
0 3

!
.
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如果一个 m× n 矩阵所有位置的元素都等于零，则称
它为零矩阵，记为 Om×n，或者 O．称两个矩阵 A 和
B 相等，记为 A = B，如果

两者的行数和列数相同；

对应位置的元素都相同．

否则称这两个矩阵不相等，记为 A ̸= B．

 
1 1 1
1 1 1

!
̸=
 
1 1
1 1

!
,

 
1 2
0 3

!
̸=
 
1 0
0 3

!
.

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � �



.

如果一个 m× n 矩阵所有位置的元素都等于零，则称
它为零矩阵，记为 Om×n，或者 O．称两个矩阵 A 和
B 相等，记为 A = B，如果
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1 1 1
1 1 1

!
̸=
 
1 1
1 1

!
,

 
1 2
0 3

!
̸=
 
1 0
0 3

!
.
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区分矩阵和行列式

注意不要将 n 阶矩阵和 n 阶行列式的概念混淆： 
1 2
0 3

!
̸=
 
1 0
0 3

!
.�����1 2

0 3

����� = 3 =

�����1 0
0 3

����� .
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矩阵的加法

A+ B = (j)m×n + (bj)m×n = (j + bj)m×n
11 12 · · · 1n
21 22 · · · 2n
...

... . . . ...
m1 m2 · · · mn

+

b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bm1 bm2 · · · bmn



=


11 + b11 12 + b12 · · · 1n + b1n
21 + b21 22 + b22 · · · 2n + b2n

...
... . . . ...

m1 + bm1 m2 + bm2 · · · mn + bmn

 ;
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矩阵的减法

A− B = (j)m×n − (bj)m×n = (j − bj)m×n
11 12 · · · 1n
21 22 · · · 2n
...

... . . . ...
m1 m2 · · · mn

−

b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bm1 bm2 · · · bmn



=


11 − b11 12 − b12 · · · 1n − b1n
21 − b21 22 − b22 · · · 2n − b2n

...
... . . . ...

m1 − bm1 m2 − bm2 · · · mn − bmn

 .
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矩阵的加减法

注意，只有这两个矩阵是同种类型的，即它们的行数

和列数相等，才能作加减法，此时得到的结果仍为同

类型的矩阵．

例1 A =

 
1 3 5
−1 2 4

!
, B =

 
2 −1 3
7 3 1

!
，求

A+ B 和 A− B.

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

矩阵的加减法

注意，只有这两个矩阵是同种类型的，即它们的行数

和列数相等，才能作加减法，此时得到的结果仍为同

类型的矩阵．

例1 A =

 
1 3 5
−1 2 4

!
, B =

 
2 −1 3
7 3 1

!
，求

A+ B 和 A− B.

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

矩阵的加法

性质1 矩阵的加法满足如下性质：

1 A+ B = B+ A；
2 A+O = O+ A = A；
3 (A+ B) + C = A+ (B+ C)．
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矩阵的数乘

kA = k(j)m×n = (kj)m×n

k


11 12 · · · 1n
21 22 · · · 2n
...

... . . . ...
m1 m2 · · · mn

 =

k11 k12 · · · k1n
k21 k22 · · · k2n
...

... . . . ...
km1 km2 · · · kmn
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例2 A =

 
1 3 5
−1 2 4

!
, 求 2A.

练习1 设 A =

 
1 2
3 4

!
, B =

 
3 5
7 6

!
, C =

 
0 −1
9 3

!
.

求 3A+ 2B− 4C.

练习2 设 A =

 
1 2
3 4

!
, B =

 
3 5
7 6

!
,且 5A+3X =

B. 求 X.
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区分矩阵和行列式

注意，常数 k 和行列式相乘时，等同于用 k 乘以某一
行或某一列的每个元素．而 k 和矩阵相乘时，等同于
用 k 乘以矩阵的所有元素．例如：

k

�����1 2
3 4

����� =
�����k 2k
3 4

����� , k

 
1 2
3 4

!
=

 
k 2k
3k 4k

!
.
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矩阵的数乘

性质2 设 k， 为常数，A，B 为同种类型的矩阵．
矩阵的数乘有如下性质：

1 (k + )A = kA+ A;
2 k(A) = (k)A = (kA);
3 k(A+ B) = kA+ kB.
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矩阵的乘法

对两个矩阵作乘法，不能拿对应元素直接相乘．首先

Am×r 和 Bs×n 可以相乘，需要满足 r = s, 即第一个矩
阵的列数等于第二个矩阵的行数．

定义1 对矩阵 Am×r = (j)m×r 和 Br×n = (bj)r×n，
我们定义

Am×rBr×n = Cm×n = (cj)m×n

其中 cj =
r∑

k=1
kbkj.
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设 C = AB，则 cj 由 A 的第  行和 B 的第 j 列的对
应元素相乘，再相加得到．

B =
�
b11 b12 b13
b21 b22 b23

�
www�

A =


11 12
21 22
31 32
41 42

 ===⇒


c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33
c41 c42 c43

 = C = AB

第 2 行第 3 列元素 c23 = 21b13 + 22b23
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矩阵的乘法

例3 A =

 
1 2 3
4 5 6

!
,B =

 8 1
7 0
4 9

, 求 AB 和

BA.

这个例子说明，乘法交换律 AB = BA 对矩阵乘法一般
不成立！

定义 矩阵乘积 AB称为“A左乘 B”或“B右乘 A”．

定义 若矩阵乘积 AB = BA，则称 A 和 B 可交换．
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矩阵的乘法

例4 设 A =

 
1 0
0 0

!
, B =

 
0 0
0 1

!
, 则 AB =

O.

注记 这个例子说明，对于矩阵乘法，从 AB = O 不
能推出 A = O 或 B = O.

注记 从 AB = AC 和 A ̸= O 不能推出 B = C，即乘
法消去律一般不成立！
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矩阵的乘法

性质3 矩阵的乘法满足下列性质（假设乘法运算都

满足条件）：

1 (AB)C = A(BC);
2 (A+ B)C = AC+ BC;
3 C(A+ B) = CA+ CB;
4 k(AB) = (kA)B = A(kB).
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矩阵的转置

定义2 对一个 m × n 的矩阵 A，将它的行和列的位
置交换，即将第  行第 j 列的元素放在第 j 行第  列，
得到新的 n×m 矩阵，称为矩阵 A 的转置，记为 AT．

因此，如果 A = (j)m×n，AT = (bj)n×m，则有 bj =
j．
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矩阵的转置

A =


11 12 · · · 1n
21 22 · · · 2n
... ... . . . ...

m1 m2 · · · mn

 ,

则有

AT =


11 21 · · · m1

12 22 · · · m2
... ... . . . ...

1n 2n · · · mn

 .
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矩阵的转置

例5 A =

 
1 2 3
4 5 6

!
, 则 AT =

1 4
2 5
3 6

.

性质4 关于矩阵的转置，我们有下列性质：

1 (AT)T = A；

2 (A+ B)T = AT+ BT；

3 (kA)T = kAT；

4 (AB)T = BTAT．
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1 (AT)T = A；

2 (A+ B)T = AT+ BT；

3 (kA)T = kAT；

4 (AB)T = BTAT．
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矩阵的幂次

定义3 对于一个 n 阶矩阵 A，我们定义

A1 = A, A2 = A · A, A3 = A2 · A,

A4 = A3 · A, · · · , Am = Am−1 · A.

性质5 设 A 为方阵，m、n 为自然数，则有

1 Am · An = Am+n；

2 (Am)n = Amn．
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矩阵的幂次

定义3 对于一个 n 阶矩阵 A，我们定义

A1 = A, A2 = A · A, A3 = A2 · A,

A4 = A3 · A, · · · , Am = Am−1 · A.
性质5 设 A 为方阵，m、n 为自然数，则有

1 Am · An = Am+n；

2 (Am)n = Amn．
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矩阵的幂次

例6 设 A =

 
1 0
0 1

!
, B =

 
0 1
1 0

!
，求 An 和 Bn.

例7 设 C =

 
1 1
0 1

!
，求 Cn.
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矩阵的幂次

例6 设 A =

 
1 0
0 1

!
, B =

 
0 1
1 0

!
，求 An 和 Bn.

例7 设 C =

 
1 1
0 1

!
，求 Cn.
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矩阵的幂次

练习3 设 A =

 
1 0
2 3

!
，B =

 
1 2
1 −1

!
,

1 计算并验证 (AB)2 ̸= A2B2，

2 计算并验证 A2 − B2 ̸= (A+ B)(A− B)．
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方阵的行列式

对于一个 n 阶方阵 A，保持各个元素的位置不变，把
它看成一个 n 阶行列式, 记为 |A| 或 det(A).

例如，如果 A =

 
1 2
3 4

!
, 则 |A| =

�����1 2
3 4

����� = 1 ·4−2 ·
3 = −2.
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方阵的行列式

对于一个 n 阶方阵 A，保持各个元素的位置不变，把
它看成一个 n 阶行列式, 记为 |A| 或 det(A).

例如，如果 A =

 
1 2
3 4

!
, 则 |A| =

�����1 2
3 4

����� = 1 ·4−2 ·
3 = −2.
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方阵的行列式的性质

性质6 设 A,B 是 n 阶矩阵，k 为常数，则有

1 |AT| = |A|；
2 |kA| = kn|A|；
3 |AB| = |A| · |B|；
4 |AB| = |BA|．
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例8 已知 A =

 1 2 0
0 4 4
−3 0 7

，求 ��|A|A2AT
��.

练习4 已知 A =

1 2 0
0 3 4
6 0 5

, 求 |4A|.

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

例8 已知 A =

 1 2 0
0 4 4
−3 0 7

，求 ��|A|A2AT
��.

练习4 已知 A =

1 2 0
0 3 4
6 0 5

, 求 |4A|.
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复习：矩阵的乘法

复习1 A =

 
1 0 2
0 3 −1

!
,B =

 0 −1
1 4
−2 0

, 求
AB 和 BA.
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..第一节 .矩阵的概念

..第二节 .矩阵的运算

..第三节 .特殊矩阵

..第四节 .逆矩阵

..第五节 .分块矩阵
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几种特殊矩阵

1 单位矩阵

2 数量矩阵

3 对角矩阵

4 三角矩阵

5 对称矩阵

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

..第三节 .特殊矩阵

..3.1 .单位矩阵

..3.2 .数量矩阵

..3.3 .对角矩阵

..3.4 .三角矩阵

..3.5 .对称矩阵

..3.6 .一些问题
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单位矩阵

对角线位置元素都是 1 而其他位置都是 0 的 n 阶矩
阵称为单位矩阵，记为 n（有时简记为 ）. 即

n =



1 0 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
0 0 1 · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · 1 0
0 0 0 · · · 0 1
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单位矩阵

在矩阵的乘法中，单位矩阵扮演着和实数乘法中的 1
类似的角色，即有

命题1 对于单位矩阵和 m× n 矩阵 A，有如下性质：

mA = A, An = A.

另外，对于 n 阶矩阵 A，我们规定 A0 = n.
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单位矩阵

在矩阵的乘法中，单位矩阵扮演着和实数乘法中的 1
类似的角色，即有

命题1 对于单位矩阵和 m× n 矩阵 A，有如下性质：

mA = A, An = A.

另外，对于 n 阶矩阵 A，我们规定 A0 = n.
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..3.4 .三角矩阵

..3.5 .对称矩阵

..3.6 .一些问题
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数量矩阵

对角线位置元素都是 k 而其他位置都是 0 的 n 阶矩阵
称为数量矩阵，记为 kn. 即

kn =



k 0 0 · · · 0 0
0 k 0 · · · 0 0
0 0 k · · · 0 0
... ... ... . . . ... ...
0 0 0 · · · k 0
0 0 0 · · · 0 k
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数量矩阵

命题2 对于数量矩阵和 m × n 矩阵 A，我们有如下
性质：

(km)A = A(kn) = kA.

事实 两个数量矩阵的和、差及乘积仍然是数量矩阵．
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数量矩阵

命题2 对于数量矩阵和 m × n 矩阵 A，我们有如下
性质：

(km)A = A(kn) = kA.

事实 两个数量矩阵的和、差及乘积仍然是数量矩阵．
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对角矩阵

除了对角线，其他位置都是 0 的 n 阶矩阵称为对角矩
阵. 即 

11

22 0
33

0 . . .

nn
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容易得知，两个对角矩阵的和、差以及乘积仍然是对

角矩阵．例如：
11

22
. . .

nn



b11

b22
. . .

bnn


=


11b11

22b22
. . .

nnbnn
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..3.1 .单位矩阵

..3.2 .数量矩阵

..3.3 .对角矩阵

..3.4 .三角矩阵

..3.5 .对称矩阵

..3.6 .一些问题
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三角矩阵

对角线下边的各个元素都是 0 的 n 阶矩阵称为上三角
矩阵，即形如下面的方阵：

11

22 ∗
33

0 . . .

nn
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三角矩阵

对角线上边的各个元素都是 0 的 n 阶矩阵称为下三角
矩阵，即形如下面的方阵：

11

22 0
33

∗ . . .

nn


1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

容易得知，两个上（下）三角矩阵的和、差以及乘积
仍然是上（下）三角矩阵．例如：

11

22 ∗
33

0 . . .
nn





b11

b22 ∗
b33

0 . . .
bnn



=



11b11

22b22 ∗
33b33

0 . . .
nnbnn
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对称矩阵

对于 n 阶方阵 A = (j)n×n，如果对于任何 , j 都有

j = j, 我们就称它为对称矩阵. 例如，

 
1 2
2 1

!
和1 4 5

4 2 6
5 6 3

都是对称矩阵．容易看出，矩阵 A 是对称

的，等价于它满足 AT = A．
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对称矩阵

事实

1 设 A 和 B 为对称矩阵，则 A± B 也是对称矩阵．

2 设 A 为对称矩阵，则 kA 也是对称矩阵．
3 设 A 为任何方阵，则 A+ AT 必是对称矩阵．

4 设 A 为任何矩阵，则 AAT 和 ATA 都是对称矩阵．
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对称矩阵

事实

1 设 A 和 B 为对称矩阵，则 A± B 也是对称矩阵．
2 设 A 为对称矩阵，则 kA 也是对称矩阵．

3 设 A 为任何方阵，则 A+ AT 必是对称矩阵．

4 设 A 为任何矩阵，则 AAT 和 ATA 都是对称矩阵．
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对称矩阵

事实

1 设 A 和 B 为对称矩阵，则 A± B 也是对称矩阵．
2 设 A 为对称矩阵，则 kA 也是对称矩阵．
3 设 A 为任何方阵，则 A+ AT 必是对称矩阵．

4 设 A 为任何矩阵，则 AAT 和 ATA 都是对称矩阵．
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对称矩阵

事实

1 设 A 和 B 为对称矩阵，则 A± B 也是对称矩阵．
2 设 A 为对称矩阵，则 kA 也是对称矩阵．
3 设 A 为任何方阵，则 A+ AT 必是对称矩阵．

4 设 A 为任何矩阵，则 AAT 和 ATA 都是对称矩阵．
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对称矩阵

注记 如果 A, B 都是对称矩阵，AB 未必是对称矩阵．

例如 A =

 
1 0
0 2

!
和 B =

 
0 1
1 0

!
都是对称矩阵，但

是 AB =

 
0 1
2 0

!
就不是对称矩阵．

定理1 如果 A, B 都是对称矩阵，而且两者是可交换
的，即 AB = BA，则 AB 仍然是对称矩阵．
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对称矩阵

注记 如果 A, B 都是对称矩阵，AB 未必是对称矩阵．

例如 A =

 
1 0
0 2

!
和 B =

 
0 1
1 0

!
都是对称矩阵，但

是 AB =

 
0 1
2 0

!
就不是对称矩阵．

定理1 如果 A, B 都是对称矩阵，而且两者是可交换
的，即 AB = BA，则 AB 仍然是对称矩阵．
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练习1 对于二阶矩阵，找出下列命题的反例：

1 由 A2 = O 未必有 A = O ;
2 由 A2 =  未必有 A =  或 A = −;
3 由 A2 = A 未必有 A = O 或 A = .
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..第二节 .矩阵的运算

..第三节 .特殊矩阵

..第四节 .逆矩阵

..第五节 .分块矩阵

..第六节 .矩阵的初等变换

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

..第四节 .逆矩阵

..4.1 .逆矩阵的定义和计算

..4.2 .可逆矩阵的性质
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我们来回顾一下一元一次方程的详细解答过程：

 = b(1)

−1() = −1b(2)

(−1) = −1b(3)

1 = −1b(4)

 = −1b(5)
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再来看看现在的二元一次方程组：(
2 + 3y = 4
 + 2y = 7

我们希望模仿前面的解法．因此设 A =

 
2 3
1 2

!
,

X =

 

y

!
, B =

 
4
7

!
．此时原来的方程组变成：

AX = B
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假设存在一个矩阵 A−1，那么应该有 A−1A = ．则有
AX = B(6)

A−1(AX) = A−1B(7)

(A−1A)X = A−1B(8)

X = A−1B(9)
X = A−1B(10)

实际上，我们确实可以找到满足上面条件的 A−1 = 
2 −3
−1 2

!
，从而得到方程组的解： 

y

!
= X = A−1B =

 −13
10

!
.
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假设存在一个矩阵 A−1，那么应该有 A−1A = ．则有
AX = B(6)

A−1(AX) = A−1B(7)

(A−1A)X = A−1B(8)

X = A−1B(9)
X = A−1B(10)

实际上，我们确实可以找到满足上面条件的 A−1 = 
2 −3
−1 2

!
，从而得到方程组的解： 

y

!
= X = A−1B =

 −13
10

!
.
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定义1 对于 n 阶矩阵 A，如果存在 n 阶矩阵 B, 使
得 AB = , BA = ，则称矩阵 A 为可逆矩阵，并称 B
为 A 的逆矩阵．

命题1 如果 A 可逆，那么逆矩阵是唯一的．

由于 A 的逆矩阵是唯一的，我们就把它记为 A−1．

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

定义1 对于 n 阶矩阵 A，如果存在 n 阶矩阵 B, 使
得 AB = , BA = ，则称矩阵 A 为可逆矩阵，并称 B
为 A 的逆矩阵．

命题1 如果 A 可逆，那么逆矩阵是唯一的．

由于 A 的逆矩阵是唯一的，我们就把它记为 A−1．

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

定义1 对于 n 阶矩阵 A，如果存在 n 阶矩阵 B, 使
得 AB = , BA = ，则称矩阵 A 为可逆矩阵，并称 B
为 A 的逆矩阵．

命题1 如果 A 可逆，那么逆矩阵是唯一的．

由于 A 的逆矩阵是唯一的，我们就把它记为 A−1．

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

例1 对角矩阵的逆矩阵还是对角矩阵，即如果矩阵

A =


1

2
. . .

n

 ,

则它的逆矩阵为（假设各个  均不为零）

B =


−1
1

−1
2

. . .

−1
n

 .
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定理1 方阵 A 可逆等价于 |A| ̸= 0，且当 A 可逆时，

有 A−1 =
A∗

|A| ，其中

A∗ =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2
... ... . . . ...

A1n A2n · · · Ann


称为 A 的伴随矩阵, 而 Aj 是 j 的代数余子式．

注记1 若 n 阶矩阵 A 的行列式 |A| = 0，则称 A
是奇异的．因此，矩阵可逆 ⇐⇒ 矩阵非奇异．
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1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

例2 求二阶矩阵

 
 b
c d

!
的逆矩阵.

例3 求 A =

 1 1 0
1 0 1
0 1 1

 的逆矩阵．
注记 对称阵的逆矩阵仍为对称阵．

练习1 求 A =

 1 1 1
1 2 4
1 3 9

 的逆矩阵.
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..第四节 .逆矩阵

..4.1 .逆矩阵的定义和计算

..4.2 .可逆矩阵的性质
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命题2 对于 n 阶矩阵 A，如果 AB = , 则 B 为 A 的
逆矩阵，即有 BA = ．
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例4 设 A =

 
2 3 0
1 2 0

!
,B =

 2 −3
−1 2
0 0

, 计算
AB 和 BA．

注记 在这个例子中，AB 为单位阵，但是 BA 不是单
位阵．因此，我们一般不考虑非方阵的逆矩阵．
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例5 已知方阵 A 满足等式

2A2 − 3A+ 4 = O,

证明 A 可逆，并求出它的逆．

练习2 已知方阵 A 满足等式

3A3 − 2A2 + 5A+  = O,

证明 A 可逆，并求出它的逆．
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例5 已知方阵 A 满足等式
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证明 A 可逆，并求出它的逆．

练习2 已知方阵 A 满足等式

3A3 − 2A2 + 5A+  = O,

证明 A 可逆，并求出它的逆．

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

例6 已知方阵 A 满足等式

A2 − 3A+ 4 = O,

证明 A−  可逆，并求出它的逆．

练习3 已知方阵 A 满足等式

2A2 + 5A−  = O,

证明 A+  可逆，并求出它的逆．

练习4 已知方阵 A 满足等式

3A3 − 2A2 + 5A+  = O,

证明 A+  可逆，并求出它的逆．
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例6 已知方阵 A 满足等式
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命题3 逆矩阵有如下这些性质：

1 如果 A可逆，则 A−1也可逆，而且 (A−1)−1 = A；

2 如果 A 可逆，k 为非零常数，则 kA 也可逆，而
且 (kA)−1 = 1

k A
−1；

3 如果 A 可逆，则 AT 也可逆，而且 (AT)−1 =
(A−1)T；

4 如果 A 和 B 同阶而且都可逆，则 AB 也可逆，而
且 (AB)−1 = B−1A−1；

5 如果 A 可逆，则有 |A−1| = |A|−1．
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例7 由于矩阵的乘法是不满足交换律的，因此在对

矩阵方程中写矩阵逆的时候需要注意矩阵的位置．

假

设 A, B 可逆，则有

1 AX = C⇒ X = A−1C,
2 XA = C⇒ X = CA−1,
3 AXB = C⇒ X = A−1CB−1,
4 XAB = C⇒ X = CB−1A−1,
5 ABX = C⇒ X = B−1A−1C.
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例8 已知二阶方阵 X 满足 
2 1
1 2

!
X =

 
1 2
−1 4

!
,

求 X.

例9 设 n 阶矩阵 A 可逆，且 A∗ 已知，求 A.
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例9 设 n 阶矩阵 A 可逆，且 A∗ 已知，求 A.
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复习：逆矩阵

复习1 求矩阵 A =

1 2 0
3 0 −4
0 5 3

 的逆矩阵．
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..第三节 .特殊矩阵

..第四节 .逆矩阵

..第五节 .分块矩阵

..第六节 .矩阵的初等变换

..第七节 .矩阵的秩
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..第五节 .分块矩阵

..5.1 .矩阵的分块

..5.2 .分块矩阵的运算
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定义1 对于一个矩阵 A，我们将它的行和列分为几
个部分后得到的由小矩阵 Aj 组成的矩阵

A =


A11 A12 · · · A1s

A21 A22 · · · A2s
... ... . . . ...

Ar1 Ar2 · · · Ars

 = (Aj)r×s

称为分块矩阵．
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分块矩阵例子

A =

 1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12


=

 1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12

 = � A11 A12

A21 A22

�

行的分隔方式为 3 = 1+ 2，
列的分隔方式为 4 = 3+ 1．
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分块矩阵例子

A =

 1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12


=

 1 4 7 10
2 5 8 11
3 6 9 12

 = � B11 B12 B13 B14
�

行的分隔方式为 3 = 3，
列的分隔方式为 4 = 1+ 1+ 1+ 1．

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � �



.

..第五节 .分块矩阵

..5.1 .矩阵的分块

..5.2 .分块矩阵的运算
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分块矩阵的加减法

对于两个分块矩阵，它们可以分块做加减法的条件是：

1 两个矩阵的行和列的数目相等；

2 两个矩阵的行和列的分隔方式相同．
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分块矩阵的加减法

分块加减法的方法与矩阵的加减法一样，即如果

A =


A11 A12 · · · A1s
A21 A22 · · · A2s
...

... . . . ...
Ar1 Ar2 · · · Ars

 ,B =


B11 B12 · · · B1s
B21 B22 · · · B2s
...

... . . . ...
Br1 Br2 · · · Brs

 ,

则有

A+ B =


A11 + B11 A12 + B12 · · · A1s + B1s

A21 + B21 A22 + B22 · · · A2s + B2s
... ... . . . ...

Ar1 + Br1 Ar2 + Br2 · · · Ars + Brs

 .
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分块矩阵的乘法

两个分块矩阵可以分块相乘的要求是：

1 第一个矩阵的列的数目等于第二个矩阵的行的数

目；

2 第一个矩阵的列的分隔方式等于第二个矩阵的行

的分隔方式．
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分块矩阵的乘法

分块相乘的方法与矩阵的乘法法则一样：如果

A = (Aj)r×s, B = (Bjk)s×t,
则有

AB = C = (Ck)r×t,

其中 Ck =
s∑

j=1
AjBjk，对任何 1 ¶  ¶ r，1 ¶ k ¶ t．
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分块矩阵的乘法

例1 选择矩阵 A 和 B 的合适分块并计算它们的乘积
AB，其中

A =


1 0 0 0
0 1 0 0
1 3 2 0
5 2 0 2

 , B =


−1 0 2 1
0 −1 3 4
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
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练习1 选择矩阵 A 和 B 的合适分块并计算它们的乘
积 AB．

A =


1 0 1 3
0 1 5 7
0 0 2 0
0 0 0 2

 ,B =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .
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练习1 选择矩阵 A 和 B 的合适分块并计算它们的乘
积 AB．

A =

 5 2 0
0 0 2
3 1 0

 ,B =

 2 7 0 0
−1 0 1 4
0 −1 2 5

 .
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练习1 选择矩阵 A 和 B 的合适分块并计算它们的乘
积 AB．

A =


1 0 1 3
0 1 5 7
0 0 2 0
0 0 0 2

 ,B =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 .

练习2 选择矩阵 A 和 B 的合适分块并计算它们的乘
积 AB．

A =

 5 2 0
0 0 2
3 1 0

 ,B =

 2 7 0 0
−1 0 1 4
0 −1 2 5

 .
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性质1 分块对角阵和分块对角阵的乘积还是分块对
角阵．即有

A1
A2

. . .
An



B1

B2
. . .

Bn



=


A1B1

A2B2
. . .

AnBn

 ,

其中，A 和 B 是同阶的方阵，对任何 1 ¶  ¶ n．
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性质2 分块上（下）三角阵和分块上（下）三角阵的
乘积还是分块上（下）三角阵．即有

A1

A2 ∗
A3

0 . . .
An





B1

B2 ∗
B3

0 . . .
Bn



=



A1B1

A2B2 ∗
A3B3

0 . . .
AnBn


,
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性质3 分块对角阵的逆矩阵还是分块对角阵．即

A =


A1

A2
. . .

An

⇒ A−1 =


A−11

A−12
. . .

A−1n


其中要求 A 是可逆方阵，对任何 1 ¶  ¶ n．

注记 分块对角阵的行列式等于对角线位置各子块的

行列式的乘积，既有 |A| = |A1| |A2| · · · |An|．
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性质3 分块对角阵的逆矩阵还是分块对角阵．即

A =


A1

A2
. . .

An

⇒ A−1 =


A−11

A−12
. . .

A−1n


其中要求 A 是可逆方阵，对任何 1 ¶  ¶ n．

注记 分块对角阵的行列式等于对角线位置各子块的

行列式的乘积，既有 |A| = |A1| |A2| · · · |An|．
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分块矩阵的逆

例2 求分块矩阵 D =

 
A C
O B

!
的逆矩阵，其中 A 与

B 分别为 r 阶与 k 阶可逆矩阵．
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..第四节 .逆矩阵

..第五节 .分块矩阵

..第六节 .矩阵的初等变换

..第七节 .矩阵的秩

..第八节 .矩阵的几何意义
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..第六节 .矩阵的初等变换

..6.1 .初等矩阵和初等变换

..6.2 .矩阵的等价标准形

..6.3 .用初等变换求逆矩阵
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初等矩阵之一

例1 观察下面的 3 阶矩阵乘法：0 1 0
1 0 0
0 0 1


11 12 13
21 22 23
31 32 33

 (1)
===

21 22 23
11 12 13
31 32 33


可以看出，用这种矩阵左乘一个矩阵 A，等同于将 A
的某两行交换了位置．
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初等矩阵之一

定义1 第一种初等矩阵是指如下 n 阶矩阵：

(, j) =



1
. . .

1

0 · · · · · · · · · 1
... 1

...
...

. . .
...

... 1
...

1 · · · · · · · · · 0

1
. . .

1



←第  行

←第 j 行
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初等矩阵之二

例2 观察下面的 3 阶矩阵乘法：1 0 0
0 k 0
0 0 1


11 12 13
21 22 23
31 32 33

 (2)
===

 11 12 13
k21 k22 k23
31 32 33


可以看出，用这种矩阵左乘一个矩阵 A，等同于将 A
的某行变成原来的 k 倍．
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初等矩阵之二

定义2 第二种初等矩阵是指如下 n 阶矩阵：

((k)) =



1
. . .

1
k

1
. . .

1


←第  行 (k ̸= 0)
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初等矩阵之三

例3 观察下面的 3 阶矩阵乘法：1 0 
0 1 0
0 0 1


11 12 13
21 22 23
31 32 33


(3)
===

11 + 31 12 + 32 13 + 33
21 22 23
31 32 33


可以看出，用这种矩阵左乘一个矩阵 A，等同于将 A
的某行加上另一行的  倍．
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初等矩阵之三

定义3 第三种初等矩阵是指如下 n 阶矩阵：

(, j()) =



1
. . .

1 · · · 
. . . ...

1
. . .

1



←第  行

←第 j 行
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定义4 矩阵的初等变换是下面这三种对矩阵元素的

变换：

1 矩阵的某两行（列）交换；

2 某一行（列）乘以非零的 k 倍；
3 某一行（列）加上另一行（列）的  倍．
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初等矩阵与初等变换

用初等矩阵

左乘矩阵 A
⇐⇒ 对矩阵 A 作对应

的初等行变换

初等矩阵 左乘矩阵对应的初等变换

(j) 第  行和第 j 行交换

((k)),k ̸= 0 第  行乘以 k 倍

(j()),  ̸= j 第  行加上第 j 行的  倍
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初等矩阵与初等变换

用初等矩阵

右乘矩阵 A
⇐⇒ 对矩阵 A 作对应

的初等列变换

初等矩阵 右乘矩阵对应的初等变换

(j) 第  列和第 j 列交换

((k)),k ̸= 0 第  列乘以 k 倍

(j()),  ̸= j 第 j 列加上第  列的  倍
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初等矩阵的可逆性

初等矩阵都是可逆的，而且它们的逆仍然是初等矩阵．

事实上：

1 (j)−1 = (j);
2 ((k))−1 = ((k−1));
3 (j())−1 = (j(−)).
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..第六节 .矩阵的初等变换

..6.1 .初等矩阵和初等变换

..6.2 .矩阵的等价标准形

..6.3 .用初等变换求逆矩阵

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

定理1 任何 m × n 矩阵 A 经过若干次初等变换后，
可以化为如下形式的矩阵：

D =

 
r Or,n−r
Om−r,r Om−r,n−r

!
即，除了左上角为 r 阶单位阵，其他元素都是 0．该
形式的矩阵称为矩阵 A 的等价标准形．

例子 3× 4 矩阵的等价标准形有如下几种0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 ,

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 .
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.

定理1 任何 m × n 矩阵 A 经过若干次初等变换后，
可以化为如下形式的矩阵：

D =

 
r Or,n−r
Om−r,r Om−r,n−r

!
即，除了左上角为 r 阶单位阵，其他元素都是 0．该
形式的矩阵称为矩阵 A 的等价标准形．

例子 3× 4 矩阵的等价标准形有如下几种0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 ,

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 ,

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

 .
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例4 求矩阵

 0 2 2 3
1 4 3 5
1 2 1 2

 的等价标准形．
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求矩阵的等价标准形的步骤如下：

将 11 变为 1，再将 r1 和 c1 的其他元素变为 0
将 22 变为 1，再将 r2 和 c2 的其他元素变为 0
………………………

练习1 求矩阵


0 1 2 3
−1 0 2 −2
2 4 −1 0
1 5 3 1

 的等价标准形．
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求矩阵的等价标准形的步骤如下：

将 11 变为 1，再将 r1 和 c1 的其他元素变为 0
将 22 变为 1，再将 r2 和 c2 的其他元素变为 0
………………………

练习1 求矩阵


0 1 2 3
−1 0 2 −2
2 4 −1 0
1 5 3 1

 的等价标准形．
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..第六节 .矩阵的初等变换

..6.1 .初等矩阵和初等变换

..6.2 .矩阵的等价标准形

..6.3 .用初等变换求逆矩阵
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用初等变换求逆矩阵

定理2 设 A 为 n 阶矩阵，则有

1 A 可逆当且仅当它的等价标准形为 n；
2 A 可逆当且仅当它可表示为一些初等矩阵的乘积．

用初等变换求逆矩阵的方法：�
A 

�
初等行变换−−−−−→ �  A−1

�
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用初等变换求逆矩阵

定理2 设 A 为 n 阶矩阵，则有

1 A 可逆当且仅当它的等价标准形为 n；
2 A 可逆当且仅当它可表示为一些初等矩阵的乘积．

用初等变换求逆矩阵的方法：�
A 

�
初等行变换−−−−−→ �  A−1

�

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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用初等变换求逆矩阵

例5 用初等变换求矩阵的逆矩阵：

A =

 1 1 0
1 0 1
0 −2 1



, B =

 1 1 0
1 0 1
0 −2 2

 .
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用初等变换求逆矩阵

例5 用初等变换求矩阵的逆矩阵：

A =

 1 1 0
1 0 1
0 −2 1

 , B =

 1 1 0
1 0 1
0 −2 2

 .
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用初等变换求逆矩阵

用初等行变换求逆矩阵的步骤如下：

矩阵
从左到右−−−−→
变为

上三角阵
从右到左−−−−→
变为

对角阵→单位阵

注记 如果在过程中发现矩阵的某一行或列全为零，

则该矩阵不可逆．

练习2 用初等变换求矩阵的逆矩阵．

.
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用初等变换求逆矩阵

用初等行变换求逆矩阵的步骤如下：

矩阵
从左到右−−−−→
变为

上三角阵
从右到左−−−−→
变为

对角阵→单位阵

注记 如果在过程中发现矩阵的某一行或列全为零，

则该矩阵不可逆．

练习2 用初等变换求矩阵的逆矩阵．

A =

 1 0 2
1 1 1
2 0 3

 .
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用初等变换求逆矩阵

用初等行变换求逆矩阵的步骤如下：

矩阵
从左到右−−−−→
变为

上三角阵
从右到左−−−−→
变为

对角阵→单位阵

注记 如果在过程中发现矩阵的某一行或列全为零，

则该矩阵不可逆．

练习2 用初等变换求矩阵的逆矩阵．

B =

 1 2 2
2 1 2
2 2 1

 .
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用初等变换求逆矩阵

用初等行变换求逆矩阵的步骤如下：

矩阵
从左到右−−−−→
变为

上三角阵
从右到左−−−−→
变为

对角阵→单位阵

注记 如果在过程中发现矩阵的某一行或列全为零，

则该矩阵不可逆．

练习2 用初等变换求矩阵的逆矩阵．

A =

 1 0 2
1 1 1
2 0 3

 ; B =

 1 2 2
2 1 2
2 2 1

 .
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..第四节 .逆矩阵

..第五节 .分块矩阵

..第六节 .矩阵的初等变换

..第七节 .矩阵的秩

..第八节 .矩阵的几何意义
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矩阵的秩：秩序 0 0 0
0 0 0
0 0 0


 1 2 5

2 4 10
−1 −2 −5


r = 0 r = 1

 1 2 5
2 4 7
3 6 12


 1 2 5

2 4 7
3 6 10


r = 2 r = 3

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

..第七节 .矩阵的秩

..7.1 .秩的定义及性质

..7.2 .秩的计算和例子
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定义1 对于 m× n 的矩阵 A，任取其中的 k 行和 k
列，由这 k 行和 k 列交叉处的 k2 个元素，按照原来
的顺序组成的行列式，称为矩阵 A 的一个 k 阶子式．

例1 求矩阵 A =

1 2 5 0
2 4 7 1
3 6 15 0

 的各阶子式.

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

定义1 对于 m× n 的矩阵 A，任取其中的 k 行和 k
列，由这 k 行和 k 列交叉处的 k2 个元素，按照原来
的顺序组成的行列式，称为矩阵 A 的一个 k 阶子式．

例1 求矩阵 A =

1 2 5 0
2 4 7 1
3 6 15 0

 的各阶子式.
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定义2 矩阵 A 的非零子式的最大阶数 r 称为矩阵
的秩，记为 r(A)．

如果矩阵 A 有一个非零的 r 阶子式，但是所有
大于 r 阶的子式都为零，则我们称矩阵 A 的秩
r(A) = r．
规定零矩阵的秩为 0. 则 0 ¶ r(A) ¶min{m,n}．

例2 对于前面的矩阵 A，它的秩 r(A) = 2.

注记 对于 n 阶矩阵 A，r(A) = n ⇐⇒ |A| ̸= 0 ⇐⇒
A 可逆．
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定义2 矩阵 A 的非零子式的最大阶数 r 称为矩阵
的秩，记为 r(A)．

如果矩阵 A 有一个非零的 r 阶子式，但是所有
大于 r 阶的子式都为零，则我们称矩阵 A 的秩
r(A) = r．

规定零矩阵的秩为 0. 则 0 ¶ r(A) ¶min{m,n}．

例2 对于前面的矩阵 A，它的秩 r(A) = 2.

注记 对于 n 阶矩阵 A，r(A) = n ⇐⇒ |A| ̸= 0 ⇐⇒
A 可逆．
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定义2 矩阵 A 的非零子式的最大阶数 r 称为矩阵
的秩，记为 r(A)．

如果矩阵 A 有一个非零的 r 阶子式，但是所有
大于 r 阶的子式都为零，则我们称矩阵 A 的秩
r(A) = r．
规定零矩阵的秩为 0. 则 0 ¶ r(A) ¶min{m,n}．

例2 对于前面的矩阵 A，它的秩 r(A) = 2.

注记 对于 n 阶矩阵 A，r(A) = n ⇐⇒ |A| ̸= 0 ⇐⇒
A 可逆．
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定义2 矩阵 A 的非零子式的最大阶数 r 称为矩阵
的秩，记为 r(A)．

如果矩阵 A 有一个非零的 r 阶子式，但是所有
大于 r 阶的子式都为零，则我们称矩阵 A 的秩
r(A) = r．
规定零矩阵的秩为 0. 则 0 ¶ r(A) ¶min{m,n}．

例2 对于前面的矩阵 A，它的秩 r(A) = 2.

注记 对于 n 阶矩阵 A，r(A) = n ⇐⇒ |A| ̸= 0 ⇐⇒
A 可逆．
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定义2 矩阵 A 的非零子式的最大阶数 r 称为矩阵
的秩，记为 r(A)．

如果矩阵 A 有一个非零的 r 阶子式，但是所有
大于 r 阶的子式都为零，则我们称矩阵 A 的秩
r(A) = r．
规定零矩阵的秩为 0. 则 0 ¶ r(A) ¶min{m,n}．

例2 对于前面的矩阵 A，它的秩 r(A) = 2.

注记 对于 n 阶矩阵 A，r(A) = n ⇐⇒ |A| ̸= 0 ⇐⇒
A 可逆．
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矩阵的秩的性质

定理1 矩阵的秩在初等变换下不变．

推论 矩阵乘以一个可逆矩阵后，秩保持不变．也就

是说，如果 A 为 m × n 矩阵，P 为 m 阶可逆矩阵，
Q 为 n 阶可逆矩阵，则有

r(PA) = r(A) = r(AQ).
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矩阵的秩的性质

定理1 矩阵的秩在初等变换下不变．

推论 矩阵乘以一个可逆矩阵后，秩保持不变．也就

是说，如果 A 为 m × n 矩阵，P 为 m 阶可逆矩阵，
Q 为 n 阶可逆矩阵，则有

r(PA) = r(A) = r(AQ).
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..第七节 .矩阵的秩

..7.1 .秩的定义及性质

..7.2 .秩的计算和例子
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用初等变换求矩阵的秩

方法：通过初等变换将矩阵化为如下梯形矩阵

11 ∗ · · · ∗ · · · ∗
0 22 · · · ∗ · · · ∗
... ... . . . ... ...
0 0 · · · rr · · · ∗
0 0 · · · 0 · · · 0
... ... ... ...
0 0 · · · 0 · · · 0


(各  均不为零).

结果：矩阵的秩就等于梯形矩阵中元素不全为零的行

的数目．
1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

用初等变换求矩阵的秩

例子 下面各矩阵的秩均为 3（设 ,b,c均不为零）：
 ∗ ∗ ∗
0 b ∗ ∗
0 0 c ∗
0 0 0 0


 ∗ ∗ ∗
0 b ∗ ∗
0 0 c ∗



 ∗ ∗
0 b ∗
0 0 c
0 0 0


 ∗ ∗
0 b ∗
0 0 c



注记 矩阵的秩等于它的等价标准形中的 1 的个数．

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

用初等变换求矩阵的秩

例子 下面各矩阵的秩均为 3（设 ,b,c均不为零）：
 ∗ ∗ ∗
0 b ∗ ∗
0 0 c ∗
0 0 0 0


 ∗ ∗ ∗
0 b ∗ ∗
0 0 c ∗



 ∗ ∗
0 b ∗
0 0 c
0 0 0


 ∗ ∗
0 b ∗
0 0 c


注记 矩阵的秩等于它的等价标准形中的 1 的个数．

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

矩阵的秩

例3 求 A =


1 3 −1 −2
2 −1 2 3
3 2 1 1
1 −4 3 5

 的秩．

练习1 求 A =


1 2 3 4
2 2 3 4
3 1 6 2
6 5 12 10

 的秩．

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

矩阵的秩

例3 求 A =


1 3 −1 −2
2 −1 2 3
3 2 1 1
1 −4 3 5

 的秩．

练习1 求 A =


1 2 3 4
2 2 3 4
3 1 6 2
6 5 12 10

 的秩．
1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

矩阵的秩

例5 求 A =

 t + 2 2t + 1 1
1 −1 0
5 4 1

 的秩．

练习3 求 A =

 t 2 1
2 t 2
1 2 1

 的秩．

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

矩阵的秩

例5 求 A =

 t + 2 2t + 1 1
1 −1 0
5 4 1

 的秩．

练习3 求 A =

 t 2 1
2 t 2
1 2 1

 的秩．

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

复习与提高

复习1 求矩阵 A =


1 1 2 1
1 2 3 3
2 3 5 4
2 4 6 6

 的秩．

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

复习与提高

复习2 对于 3 阶矩阵 A 和 B，说明下列各结论是否
正确：

1 r(A) = 3，r(B) = 2，则有 r(AB) = 2；
2 r(A) = 2，r(B) = 1，则有 r(AB) = 1；
3 r(A) = 1，r(B) = 0，则有 r(AB) = 0.

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � � � � �



.

..第四节 .逆矩阵

..第五节 .分块矩阵

..第六节 .矩阵的初等变换

..第七节 .矩阵的秩

..第八节 .矩阵的几何意义

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � �



.

矩阵加法等同于平移变换

将平面上点的坐标 (,y) 看作矩阵，则图形的平移对
应于（对每个点）应用矩阵的加法．例如：

平移：

(,y) + (1,2) = (′,y′)

.. .

y

.
O

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � �



.

矩阵乘法等同于线性变换

用二阶矩阵乘以坐标矩阵的变换称为线性变换．即有

(,y)

 
 b
c d

!
= (′,y′),

或者  ′ = + cy

y′ = b+ dy
.

线性变换将把直线变为直线，但可能会将矩形变成平

行四边形．

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � �



.

平面图形的线性变换之一

图形的线性变换对应于（对每个点）应用矩阵乘法．

1. 伸缩（ 和 y 分别缩放）：

(,y)

 
k1 0
0 k2

!
= (′,y′)

..


.

y

.
O

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � �



.

平面图形的线性变换之二

图形的线性变换对应于（对每个点）应用矩阵乘法．

2. 错切（ 不变，y 倾斜）：

(,y)

 
1 k
0 1

!
= (′,y′)

.. .

y

.
O

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � �



.

平面图形的线性变换之三

图形的线性变换对应于（对每个点）应用矩阵乘法．

3. 倒影（或称反射）：

(,y)

 
1 0
0 −1

!
= (′,y′)

倒影后逆时针变成顺时针．

..


.

y

.
O

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � �



.

平面图形的线性变换之四

图形的线性变换对应于（对每个点）应用矩阵乘法．

4. 旋转（逆时针转 θ 度）：

(,y)

�
cosθ sinθ
− sinθ cosθ

�
= (′,y′)

旋转后逆时针还是逆时针． ..


.

y

.
O

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � �



.

线性变换的复合

线性变换的复合对应于二阶矩阵的乘积．

先旋转再伸缩对应于下面的矩阵运算（注意矩阵运算

满足结合律）：

(,y)

  
cosθ sinθ
− sinθ cosθ

! 
k1 0
0 k2

!!
= (′,y′)

而先伸缩再旋转对应于下面的矩阵运算：

(,y)

  
k1 0
0 k2

! 
cosθ sinθ
− sinθ cosθ

!!
= (′,y′)

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � �



.

线性变换的复合

线性变换的复合对应于二阶矩阵的乘积．

先旋转再伸缩对应于下面的矩阵运算（注意矩阵运算

满足结合律）：

(,y)

  
cosθ sinθ
− sinθ cosθ

! 
k1 0
0 k2

!!
= (′,y′)

而先伸缩再旋转对应于下面的矩阵运算：

(,y)

  
k1 0
0 k2

! 
cosθ sinθ
− sinθ cosθ

!!
= (′,y′)

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � �



.

线性变换的复合

线性变换的复合对应于二阶矩阵的乘积．

先旋转再伸缩对应于下面的矩阵运算（注意矩阵运算

满足结合律）：

(,y)

  
cosθ sinθ
− sinθ cosθ

! 
k1 0
0 k2

!!
= (′,y′)

而先伸缩再旋转对应于下面的矩阵运算：

(,y)

  
k1 0
0 k2

! 
cosθ sinθ
− sinθ cosθ

!!
= (′,y′)

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � �



.

线性变换的复合

在上面两个变换中取 θ = 90◦, k1 = 2.5, k2 = 1，得
到的图形如下：

.. .

y

.
O

.. .

y

.
O

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � �



.

矩阵乘法无交换律

我们可以看到：对一个图形，先旋转再伸缩和先伸缩

再旋转得到的结果通常是不一样的，这也是矩阵乘法

不可交换的实际例子．

1 2 3 4 5 6 7 8 � � � � � � � � �
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