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..第一节 .线性方程组的消元解法

..1.1 .一般线性方程组

..1.2 .齐次线性方程组
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一般线性方程组

一般地，由 m 个方程构成的 n 元线性方程组可用如
下形式表示：

111 + 122 + · · ·+ 1nn = b1
211 + 222 + · · ·+ 2nn = b2

· · ·
m11+m22+ · · ·+mnn=bm
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一般线性方程组

对这个含 m 个方程的 n 元线性方程组，如果记

A =


11 12 · · · 1n
21 22 · · · 2n
...

... . . . ...
m1 m2 · · · mn

 ,  =

1
2
...
n

 , b =

b1
b2
...
bm

 ,

则它可以表示为矩阵形式 A = b．我们称 A 为系数
矩阵，b 为常数项矩阵，(A b) 为增广矩阵．
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消元法与初等行变换

用消元法求解线性方程组

⇐⇒ 对它的增广矩阵作初等行变换．

1 对方程组作 ..1×k ⇐⇒ 对增广矩阵作 r1 × k
2 对方程组作 ..2×k− ..3×
⇐⇒ 对增广矩阵作 r2 × k 再作 r2 −  r3

对增广矩阵作初等行变换，对应方程组的解不变．

用初等行变换化简增广矩阵就可得方程组的解．
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一般线性方程组的解 1

例1 用消元法求解方程组
1 + 2 + 23 = 1
1 + 22 + 33 = 3
21 + 32 + 53 = 5

定理 方程组无解 ⇐⇒ r(A) < r(A b)．
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一般线性方程组的解 2

例2 用消元法求解方程组
21 + 32 + 43 = 19
21 + 62 + 63 = 28
41 + 32 + 83 = 35

定理 方程组有唯一解 ⇐⇒ r(A) = r(A b) = n．
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一般线性方程组的解 3

例3 用消元法求解方程组
1 + 2 + 23 = 1
1 + 22 + 33 = 3
21 + 32 + 53 = 4

定理 方程组有无穷个解⇔ r(A) = r(A b) < n
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一般线性方程组的解

前面例子说明方程组 A = b 的解有三种情形：
1 ∗ ∗ 6
0 2 ∗ 7
0 0 0 8
0 0 0 0




1 ∗ ∗ 6
0 2 ∗ 7
0 0 3 8
0 0 0 0




1 ∗ ∗ 6
0 2 ∗ 7
0 0 0 0
0 0 0 0


r(A) < r(A b) r(A) = r(A b) = n r(A) = r(A b) < n

无解 唯一解 无穷个解
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一般线性方程组的解

定理1 线性方程组 A = b 的解有三种可能：

1 无解，这等价于 r(A) < r(A b)；

2 唯一解，这等价于 r(A) = r(A b) = n；

3 无穷个解，这等价于 r(A) = r(A b) < n．

因此方程组有解等价于 r(A) = r(A b)．
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线性方程组求解方法

用初等行变换求方程组的解的方法如下：

1 用初等行变换将增广矩阵化为阶梯形矩阵．

2 用定理1判断方程组是否有解，若无解则不继续．
3 用初等行变换将阶梯形矩阵化为最简形矩阵．

4 将每行首个非零元素对应的  留在左边，其他 
移到方程右边，得到一般解．
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线性方程组求解方法

阶梯形矩阵是指：

1 每个非零行的首个非零元素下边都是零；

2 若有全零行，则它们都在非零行的下边．

最简形矩阵是指：

1 该矩阵为阶梯形矩阵；

2 每个非零行的首个非零元素为 1，且它所在列的
其他元素都为零．
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例4 求解下面的线性方程组．
1 + 22 + 63 + 44 + 5 = 6
1 + 22 + 93 + 35 = 13
31 + 62 + 243 + 84 + 125 = 40
21 + 42 + 123 + 84 + 25 = 12

解答
1 2 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 3 ∗ ∗ ∗
0 0 0 4 5 8
0 0 0 0 0 0

 −→


1 2 0 0 ∗ ∗
0 0 3 0 ∗ ∗
0 0 0 4 5 8
0 0 0 0 0 0
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练习1 求解方程组．

1


1 + 22 + 33 = 1
21 + 32 + 53 = −1
31 + 42 + 83 = 2

2


1 + 22 + 33 = 1
21 + 32 + 53 = −1
31 + 42 + 73 = 2

3


1 + 22 + 33 = 1
21 + 32 + 53 = −1
31 + 42 + 73 = −3
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例5 求解方程组
1 + 22 + 33 = 1
21 + 32 + 53 = −1
31 + 42 + 3 = 

练习2 求解方程组
1 + 2 + 3 = 2
21 + 32 + 43 = 5
31 + 42 + 3 = 
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解答 对增广矩阵作初等行变换，得到 1 2 3 1
2 3 5 −1
3 4  

→
 1 2 3 1

0 −1 −1 −3
0 −2 − 9  − 3


→
 1 2 3 1

0 1 1 3
0 0 − 7  + 3


因此，当  = 7， = −3 时，方程组有无穷多个解．
当  ̸= 7 时，方程组有唯一解．当  = 7， ̸= −3
时，方程组无解．
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齐次线性方程组

若线性方程组的常数项均为零，我们称它为齐次线性

方程组．即有
111 + 122 + · · ·+ 1nn =0
211 + 222 + · · ·+ 2nn =0

· · ·
m11+m22+ · · ·+mnn=0

齐次线性方程组可以写成矩阵形式 A = 0.
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齐次线性方程组

定理2 齐次线性方程组 A = 0 的解有两种可能：

1 唯一解（只有零解），这等价于 r(A) = n；
2 无穷个解（有非零解），这等价于 r(A) < n．

因此如果 m< n，则方程组一定有无穷个解．
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齐次线性方程组

例6 求解下面的齐次线性方程组：
1 + 22 + 23 + 4 = 0
21 + 2 − 23 − 24 = 0
1 − 2 − 43 − 34 = 0
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齐次线性方程组

练习3 求解下面的齐次线性方程组：

1


1 + 22 + 33 = 0
1 + 2 + 3 = 0
1 + 42 + 93 = 0

；

2


1 + 22 + 33 = 0
41 + 52 + 63 = 0
71 + 82 + 93 = 0

.
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本章内容基本脉络

(§1) A = b +3 1α1 + · · ·+ nαn = β +3 (§2) 线性表示

��
(§4) 向量组的秩 +3 (§5) 解的结构

(§1) A = 0 +3 1α1 + · · ·+ nαn = 0 +3 (§3) 线性相关

KS
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..第二节 .向量组及其线性表示

..2.1 .向量及其线性运算

..2.2 .线性表示和线性等价
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定义1 行向量指的是只有一行的矩阵，而列向量指

的是只有一列的矩阵．向量中元素的个数称为向量的

维数．即 n 维行向量是如下形式的矩阵

α = (1,2, · · · ,n),
而 n 维列向量是如下形式的矩阵

β =


b1
b2
...
bn

 = (b1,b2, · · · ,bn)T
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矩阵


11 12 · · · 1n
21 22 · · · 2n
... ... . . . ...

m1 m2 · · · mn

 =

α1

α2
...
αm

，其中每个 α

都是行向量．这 m 个向量称为矩阵的行向量组．

同样，矩阵


11 12 · · · 1n
21 22 · · · 2n
... ... . . . ...

m1 m2 · · · mn

 = (β1,β2, · · · ,βn)，

其中每个 βj 都是列向量．这 n 个向量称为矩阵的列向
量组．
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因此向量的运算和矩阵的运算性质一样，n 维行向量
和 n 维列向量可以相乘，但行向量和行向量不能相乘，
列向量和列向量不能相乘．

(1,2, · · · ,n)

b1
b2
...
bn

 = 1b1 + · · ·+ nbn


b1
b2
...
bn

 (1,2, · · · ,n) =

b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
... ... . . . ...

bn1 bn2 · · · bnn
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..第二节 .向量组及其线性表示

..2.1 .向量及其线性运算

..2.2 .线性表示和线性等价
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一般的线性方程组：
111 + 122 + · · ·+ 1nn = b1
211 + 222 + · · ·+ 2nn = b2

...
m11 + m22 + · · ·+ mnn = bm

等同于 1α1 + 2α2 + · · ·+ nαn = β，其中

αj =


1j
2j
...

mj

 (j = 1,2, · · · ,n),β =


b1
b2
...
bm
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一般的线性方程组：
111 + 122 + · · ·+ 1nn = b1
211 + 222 + · · ·+ 2nn = b2

...
m11 + m22 + · · ·+ mnn = bm

等同于 1α1 + 2α2 + · · ·+ nαn = β．

因此，线性方程组是否有解 ⇐⇒ 是否存在 k1, · · · ,
kn, 使得

k1α1 + · · ·+ knαn = β.
若是，我们称 β 可由 α1, · · ·，αn 线性表示．
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线性表示和线性组合

定义2 给定向量 α1, · · · , αn 和 β，如果存在 k1,
· · · , kn 使得 k1α1 + · · · + knαn = β, 就称 β 是 α1,
· · · , αn 的线性组合，或者称 β 可由 α1, · · · , αn 线性

表示．
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线性表示

例1 (1) α =

 12
3

, β =
 36

9

，则 β = 3α.

(2) α1 =

 10
0

 ,α2 =

 22
0

 ,β =
 34

0

，则 β =

−α1 + 2α2.

1 2 3 4 5 � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

线性表示

例1 (1) α =

 12
3

, β =
 36

9

，则 β = 3α.

(2) α1 =

 10
0

 ,α2 =

 22
0

 ,β =
 34

0

，则 β =

−α1 + 2α2.
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初等行变换与列矩阵

命题 初等行· 变换不改变列· 向量之间的线性表示关系．

解释 如果 α1, · · · , αn, β 都是列向量，将它们写在
一起组成一个矩阵 (α1, · · · ,αn,β)，对矩阵作初等行
变换后得到 (α′

1
, · · · ,α′

n
,β′)．则有

k1α1 + · · ·+ knαn = β⇔ k1α′1 + · · ·+ knα′n = β′

对增广矩阵

作初等行变换不改变

方程组的解

←→
对矩阵

作初等行变换不改变

列向量间的线性关系

1 2 3 4 5 � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

初等行变换与列矩阵

命题 初等行· 变换不改变列· 向量之间的线性表示关系．

解释 如果 α1, · · · , αn, β 都是列向量，将它们写在
一起组成一个矩阵 (α1, · · · ,αn,β)，对矩阵作初等行
变换后得到 (α′

1
, · · · ,α′

n
,β′)．

则有

k1α1 + · · ·+ knαn = β⇔ k1α′1 + · · ·+ knα′n = β′

对增广矩阵

作初等行变换不改变

方程组的解

←→
对矩阵

作初等行变换不改变

列向量间的线性关系

1 2 3 4 5 � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

初等行变换与列矩阵

命题 初等行· 变换不改变列· 向量之间的线性表示关系．

解释 如果 α1, · · · , αn, β 都是列向量，将它们写在
一起组成一个矩阵 (α1, · · · ,αn,β)，对矩阵作初等行
变换后得到 (α′

1
, · · · ,α′

n
,β′)．则有

k1α1 + · · ·+ knαn = β⇔ k1α′1 + · · ·+ knα′n = β′

对增广矩阵

作初等行变换不改变

方程组的解

←→
对矩阵

作初等行变换不改变

列向量间的线性关系

1 2 3 4 5 � � � � � � � � � � � � � � � � �



.

初等行变换与列矩阵

命题 初等行· 变换不改变列· 向量之间的线性表示关系．

解释 如果 α1, · · · , αn, β 都是列向量，将它们写在
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线性表示的判定

定理1 列向量 β 可由列向量组 α1, · · · ,αn 线性表示

当且仅当如下条件成立：

r(α1, · · · ,αn) = r(α1, · · · ,αn,β)

其中等式两边都表示由列向量组成的矩阵的秩．
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线性表示的判定

例2 判定向量 β =

 23
4

 是否可由向量组

α1 =

 11
0

 ,α2 =

 01
1

 ,α3 =

 10
1


线性表示；若可以，写出表达式．

解答 β = 1
2 α1 +

5
2 α2 +

3
2 α3.
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例2 判定向量 β =

 23
4
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α1 =

 11
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练习1 判定向量 β 是否可由向量组 α1,α2,α3 线性

表示．如果可以，写出线性表示等式．

1 α1 =


1
0
1
2

, α2 =


2
−1
1
−2

, α3 =

3
2
0
1

, β =

2
3
0
5

.

2 α1 =


1
2
−1
5

, α2 =


2
−1
1
1

, α3 =

−1
3
−2
4

, β =


4
3
0
11

.
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练习1 判定向量 β 是否可由向量组 α1,α2,α3 线性

表示．如果可以，写出线性表示等式．

1 α1 =


1
0
1
2

, α2 =


2
−1
1
−2

, α3 =

3
2
0
1

, β =

2
3
0
5

.

2 α1 =


1
2
−1
5

, α2 =


2
−1
1
1

, α3 =

−1
3
−2
4

, β =


4
3
0
11

.
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两个向量组的关系

定义 设有两个向量组 (A)：α1,α2, · · · ,αs 和 (B)：
β1,β2, · · · ,βt．
1 若向量组 (B) 的每个向量都可由向量组 (A) 线性
表示，则称向量组 (B) 可由向量组 (A) 线性表示．

2 若向量组 (B) 和向量组 (A) 可以相互线性表示，
则称向量组 (B) 和 (A) 等价．
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例3 说明下面两个向量组是等价的：

(A) α1 =

 10
0

 ,α2 =

 01
0

 ,α3 =

 00
1


(B) β1 =

 01
1

 ,β2 =
 10

1

 ,β3 =
 11

0



解答 α1 =
1
2(β2+β3−β1)，α2 =

1
2(β1+β3−β2)，

α3 =
1
2(β1 + β2 − β3).
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例3 说明下面两个向量组是等价的：

(A) α1 =

 10
0

 ,α2 =

 01
0

 ,α3 =

 00
1


(B) β1 =

 01
1

 ,β2 =
 10

1

 ,β3 =
 11

0


解答 α1 =

1
2(β2+β3−β1)，α2 =

1
2(β1+β3−β2)，

α3 =
1
2(β1 + β2 − β3).
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两个向量组的关系

设有列向量组（A）：α1, · · · , αs 和（B）：β1, · · · , βt．

定理2 向量组（B）可由向量组（A）线性表示当且
仅当下式成立

r(α1, · · · ,αs) = r(α1, · · · ,αs,β1, · · · ,βt)
其中等式两边都表示由列向量组成的矩阵的秩．

推论1 如果向量组（B）可由向量组（A）线性表示，
则有 r(β1, · · · ,βt) ¶ r(α1, · · · ,αs)．

推论2 如果向量组（B）和向量组（A）等价，则有

r(β1, · · · ,βt) = r(α1, · · · ,αs).
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..第一节 .线性方程组的消元解法

..第二节 .向量组及其线性表示

..第三节 .向量组的线性相关性

..第四节 .向量组的秩

..第五节 .线性方程组解的结构
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..第三节 .向量组的线性相关性

..3.1 .线性相关与线性无关

..3.2 .线性表示与线性相关
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齐次线性方程组

对于齐次线性方程组：
111 + 122 + · · · + 1nn = 0
211 + 222 + · · · + 2nn = 0
· · · · · · · · · · · ·

m11 + m22 + · · · + mnn = 0

它是否有解等价于是否有 k1, · · · ,kn, 使得
k1α1 + · · ·+ knαn = 0.

齐次方程组的非零解 ⇐⇒ k1, · · · , kn 不全为零．

1 2 3 4 5 � � � � � � � � � �



.

齐次线性方程组

对于齐次线性方程组：
111 + 122 + · · · + 1nn = 0
211 + 222 + · · · + 2nn = 0
· · · · · · · · · · · ·

m11 + m22 + · · · + mnn = 0

它是否有解等价于是否有 k1, · · · ,kn, 使得
k1α1 + · · ·+ knαn = 0.

齐次方程组的非零解 ⇐⇒ k1, · · · , kn 不全为零．

1 2 3 4 5 � � � � � � � � � �



.

齐次线性方程组

对于齐次线性方程组：
111 + 122 + · · · + 1nn = 0
211 + 222 + · · · + 2nn = 0
· · · · · · · · · · · ·

m11 + m22 + · · · + mnn = 0

它是否有解等价于是否有 k1, · · · ,kn, 使得
k1α1 + · · ·+ knαn = 0.

齐次方程组的非零解 ⇐⇒ k1, · · · , kn 不全为零．
1 2 3 4 5 � � � � � � � � � �



.

线性相关和线性无关

定义1 如果存在不全为零的 k1,k2, · · · ,kn，使得
k1α1 + · · ·+ knαn = 0,

就称 α1, · · · ,αn 线性相关，否则称它们线性无关．

注记 齐次方程组有非零解⇔ α1, · · · ,αn 线性相关．
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线性相关和线性无关

例1 对于单独一个向量 α，它是线性相关的当且仅
当它是零向量．

例2 对于两个向量 α1 和 α2，它们是线性相关的当

且仅当这两个向量成比例．

例3 含有零向量的向量组一定线性相关．
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线性相关的判定

命题 初等行· 变换不改变列· 向量之间的线性相关关系．

解释 如果 α1, · · · , αn 都是列向量，将它们写在一起

组成一个矩阵 (α1, · · · ,αn)，对该矩阵作初等行变换
后得到 (α′

1
, · · · ,α′

n
)，则有

k1α1 + · · ·+ knαn = 0⇔ k1α′1 + · · ·+ knα′n = 0

定理1 列向量组 α1,α2, · · · ,αn 线性相关当且仅当

r(α1,α2, · · · ,αn) < n.

其中不等式左边表示矩阵 (α1,α2, · · · ,αn) 的秩．
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线性相关的判定

命题 初等行· 变换不改变列· 向量之间的线性相关关系．
解释 如果 α1, · · · , αn 都是列向量，将它们写在一起
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线性相关的判定

设 n 个向量 α1,α2, · · · ,αn 都是 m 维的，则有

1 如果 m< n，则它们一定线性相关．
2 如果 m = n，则它们线性相关当且仅当它们组成
的矩阵的行列式为零．

对于 m > n 的情形，或要求给出 k1,k2, · · · ,kn 的情
形，我们可以用初等行变换来判定．
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例4 判定下面向量组是否线性相关：

1 α1 = (1,2,0,1)，α2 = (1,3,0,−1)，
α3 = (−1,−1,1,0)

2 α1 = (1,2,−1,5)，α2 = (2,−1,1,1)，
α3 = (4,3,−1,11)

解答 第一组线性无关，第二组线性相关．

练习1 判定下面的向量组是否线性相关．

α1 = (1,0,1,2), α2 = (2,0,1,6),

α3 = (3,2,0,1), α4 = (1,4,−4,−10).
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例5 设列向量组 α，β，γ 线性无关，则列向量组
α + β，β+ γ，γ+ α 也线性无关．

解答 令 ξ1 = α + β，ξ2 = β+ γ，ξ3 = γ+ α,

B = (ξ1,ξ2,ξ3) = (α,β,γ)

1 0 1
1 1 0
0 1 1

 = AP

因为矩阵 P 可逆，由上一章结果有 r(B) = r(A)．

因此 α，β，γ 线性无关 ⇐⇒ r(A) = 3

⇐⇒ r(B) = 3 ⇐⇒ ξ1，ξ2，ξ3 线性无关．
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..第三节 .向量组的线性相关性

..3.1 .线性相关与线性无关

..3.2 .线性表示与线性相关
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线性表示与线性相关

定理2 α1, · · · ,αn 线性相关当且仅当其中一个向量

可由其他向量线性表示．

定理3 设 α1, · · · ,αn 线性无关而 α1, · · · ,αn,β 线
性相关，则 β 一定可由 α1, · · · ,αn 线性表示，而且表

示法唯一．

定理4 β1, · · · ,βt 可由 α1, · · · ,αs 线性表示，且

β1, · · · ,βt 线性无关，则 t ¶ s．

推论1 设两个向量组 α1, · · · ,αs 和 β1, · · · ,βt 等价
且都是线性无关的，则 s = t．
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..第一节 .线性方程组的消元解法

..第二节 .向量组及其线性表示

..第三节 .向量组的线性相关性

..第四节 .向量组的秩

..第五节 .线性方程组解的结构
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..第四节 .向量组的秩

..4.1 .极大无关组

..4.2 .向量组的秩

..4.3 .秩的一些性质
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定义1 从向量组 α1, · · · ,αn 中选取部分组 αj1, · · · ,
αjr，若满足下面条件：

1 αj1, · · · ,αjr 是线性无关的；

2 αj1, · · · ,αjr ,αt 都是线性相关的，只要 αt 不在该

部分组中．

则称 αj1, · · · ,αjr 为 α1, · · · ,αn 的极大无关组．

注记1 向量组的极大无关组不是唯一的．

注记2 线性无关向量组本身就是极大无关组．

例1 求向量组 α1 = (0,1)，α2 = (0,2)，α3 =
(1,1)，α4 = (1,0) 的极大无关组．
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极大无关组的判别

定理1 如果 αj1, · · · ,αjr 是 α1, · · · ,αn 的线性无关部

分组，它是极大无关组的充分必要条件是：α1, · · · ,αn

的每个向量都可由 αj1, · · · ,αjr 线性表示．

推论1 向量组的极大无关组与该向量组等价．

推论2 向量组的任意两个极大无关组是等价的，从

而任意两个极大无关组中所含向量的个数相等．
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向量组的秩

定义2 向量组 α1, · · · ,αn 的极大无关组 αj1, · · · ,αjr

中所含向量的个数 r 称为向量组 α1, · · · ,αn 的秩，记

为 r(α1, · · · ,αn) = r．

定义3 矩阵的行向量组的秩称为它的行秩，矩阵的

列向量组的秩称为它的列秩．

定理2 矩阵的秩 = 矩阵的列秩 = 矩阵的行秩.
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向量组的秩

例2 设矩阵 A =


1 2 3
4 5 6
7 8 9
10 11 12

，则它的秩 r(A) = 2．

它的行向量组为 α1 = (1,2,3), α2 = (4,5,6), α3 = (7,8,9),
α4 = (10,11,12)．行向量组的秩同样等于 2．

它的列向量组为 β1 =


1
4
7
10

, β2 =


2
5
8
11

, β3 =


3
6
9
12

，列向
量组的秩同样等于 2．
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，则它的秩 r(A) = 2．
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求极大无关组

例3 求向量组 α1 = (2,4,2)，α2 = (1,1,0)，α3 =
(2,3,1)，α4 = (0,−2,−2) 的一个极大无关组，并用
该极大无关组表示其他向量．

解答 α3 =
1
2α1 + α2, α4 = −α1 + 2α2．

练习1 求向量组的一个极大无关组，并用该极大无

关组表示其他向量．
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求极大无关组

例3 求向量组 α1 = (2,4,2)，α2 = (1,1,0)，α3 =
(2,3,1)，α4 = (0,−2,−2) 的一个极大无关组，并用
该极大无关组表示其他向量．

解答 α3 =
1
2α1 + α2, α4 = −α1 + 2α2．

练习1 求向量组的一个极大无关组，并用该极大无

关组表示其他向量．

α1 = (1,1,1)，α2 = (1,−1,1)，

α3 = (−1,−1,1)，α4 = (1,2,3)，α5 = (1,0,2)．
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求极大无关组

例3 求向量组 α1 = (2,4,2)，α2 = (1,1,0)，α3 =
(2,3,1)，α4 = (0,−2,−2) 的一个极大无关组，并用
该极大无关组表示其他向量．

解答 α3 =
1
2α1 + α2, α4 = −α1 + 2α2．

练习1 求向量组的一个极大无关组，并用该极大无

关组表示其他向量．

α1 = (1,2,1,0)，α2 = (0,1,1,2)，

α3 = (1,1,0,−2)，α4 = (2,4,3,3)．
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求极大无关组

例3 求向量组 α1 = (2,4,2)，α2 = (1,1,0)，α3 =
(2,3,1)，α4 = (0,−2,−2) 的一个极大无关组，并用
该极大无关组表示其他向量．

解答 α3 =
1
2α1 + α2, α4 = −α1 + 2α2．

练习1 求向量组的一个极大无关组，并用该极大无

关组表示其他向量．

（1） α1 = (1,1,1)，α2 = (1,−1,1)，

α3 = (−1,−1,1)，α4 = (1,2,3)，α5 = (1,0,2)．

（2） α1 = (1,2,1,0)，α2 = (0,1,1,2)，

α3 = (1,1,0,−2)，α4 = (2,4,3,3)．
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..第四节 .向量组的秩

..4.1 .极大无关组

..4.2 .向量组的秩

..4.3 .秩的一些性质
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秩的一些性质

定理3 设有向量组（A）α1, α2, · · · , αs 和（B）β1,
β2, · · · , βt.

1 若向量组（A）可用向量组（B）线性表示，则有
r(α1,α2, · · · ,αs) ¶ r(β1,β2, · · · ,βt).

2 若向量组（A）和向量组（B）等价，则有
r(α1,α2, · · · ,αs) = r(β1,β2, · · · ,βt).

定理4 对于矩阵的秩，我们有如下结果：

1 r(AB) ¶min(r(A), r(B))．
2 r(A+ B) ¶ r(A) + r(B)．
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..第一节 .线性方程组的消元解法

..第二节 .向量组及其线性表示

..第三节 .向量组的线性相关性

..第四节 .向量组的秩

..第五节 .线性方程组解的结构
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..第五节 .线性方程组解的结构

..5.1 .齐次线性方程组

..5.2 .非齐次线性方程组
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齐次线性方程组

先看齐次线性方程组的情形：A = 0．

定理1 (1) 如果 ξ 是齐次方程组的解，则 cξ 也是它
的解．

(2) 如果 ξ1 和 ξ2 都是齐次方程组的解，则 ξ1 + ξ2
也是它的解．

(3) 如果 ξ1 和 ξ2 都是齐次方程组的解，则 c1ξ1 +
c2ξ2 也是它的解．

定义1 齐次方程组解向量组的一个极大无关组 ξ1,
ξ2, · · · , ξs 称为方程组的一个基础解系．
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齐次线性方程组

先看齐次线性方程组的情形：A = 0．

定理1 (1) 如果 ξ 是齐次方程组的解，则 cξ 也是它
的解．

(2) 如果 ξ1 和 ξ2 都是齐次方程组的解，则 ξ1 + ξ2
也是它的解．

(3) 如果 ξ1 和 ξ2 都是齐次方程组的解，则 c1ξ1 +
c2ξ2 也是它的解．

定义1 齐次方程组解向量组的一个极大无关组 ξ1,
ξ2, · · · , ξs 称为方程组的一个基础解系．
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齐次线性方程组

先看齐次线性方程组的情形：A = 0．

定理1 (1) 如果 ξ 是齐次方程组的解，则 cξ 也是它
的解．

(2) 如果 ξ1 和 ξ2 都是齐次方程组的解，则 ξ1 + ξ2
也是它的解．

(3) 如果 ξ1 和 ξ2 都是齐次方程组的解，则 c1ξ1 +
c2ξ2 也是它的解．

定义1 齐次方程组解向量组的一个极大无关组 ξ1,
ξ2, · · · , ξs 称为方程组的一个基础解系．
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例1 用基础解系表示齐次方程组的全部解．
1 − 2 + 53 − 4 = 0
1 + 2 − 23 + 34 = 0
31 − 2 + 83 + 4 = 0
1 + 32 − 93 + 74 = 0

练习1 用基础解系表示齐次方程组的全部解．
1 + 52 + 93 + 134 = 0
21 + 62 + 103 + 144 = 0
31 + 72 + 113 + 154 = 0
41 + 82 + 123 + 164 = 0
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基础解系的性质

注记1 基础解系不是唯一的，但是同一个齐次方程

组的不同基础解系包含的向量个数相等．

定理2 如果齐次方程组 A = 0 的系数矩阵的秩为
r(A) = r < n，则每个基础解系恰含有 n− r 个解．
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基础解系的性质

注记1 基础解系不是唯一的，但是同一个齐次方程

组的不同基础解系包含的向量个数相等．

定理2 如果齐次方程组 A = 0 的系数矩阵的秩为
r(A) = r < n，则每个基础解系恰含有 n− r 个解．
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例2 假设 ξ1, ξ2, ξ3 是齐次方程组的一个基础解系，
下面各向量组是否也是方程组的一个基础解系：

1 ξ1, ξ2 + ξ3;
2 ξ1, ξ2, ξ3, ξ1 + ξ2 + ξ3；
3 ξ1 − ξ2, ξ2 − ξ3, ξ3 − ξ1;
4 ξ1 + ξ2, ξ2 + ξ3, ξ3 + ξ1．

注记 基础解系虽然不唯一，但因为它是极大无关组，

所以有这些性质：（1）向量个数固定；（2）向量线性
无关；（3）不同的基础解系相互等价．
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..第五节 .线性方程组解的结构

..5.1 .齐次线性方程组

..5.2 .非齐次线性方程组
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非齐次线性方程组

现在来看非齐次线性方程组 A = b 的解的结构：

定理3 (1) 如果 η 是非齐次线性方程组的一个解，ξ
是对应的齐次线性方程组的一个解，则 η + ξ 也是非
齐次线性方程组的一个解．

(2) 如果 η1 和 η2 都是非齐次线性方程组的解，则
η1 − η2 是对应的齐次线性方程组的解．
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非齐次线性方程组

现在来看非齐次线性方程组 A = b 的解的结构：

定理3 (1) 如果 η 是非齐次线性方程组的一个解，ξ
是对应的齐次线性方程组的一个解，则 η + ξ 也是非
齐次线性方程组的一个解．

(2) 如果 η1 和 η2 都是非齐次线性方程组的解，则
η1 − η2 是对应的齐次线性方程组的解．
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定理4 设非齐次线性方程组其中一个解为 η，它对应
的齐次线性方程组的全部解为

c1ξ1 + · · ·+ cn−rξn−r,
则非齐次线性方程组的全部解为

η+ c1ξ1 + · · ·+ cn−rξn−r.

定义2 齐次线性方程组 A = 0 称为非齐次线性方程
组 A = b 的导出组．
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定理4 设非齐次线性方程组其中一个解为 η，它对应
的齐次线性方程组的全部解为

c1ξ1 + · · ·+ cn−rξn−r,
则非齐次线性方程组的全部解为

η+ c1ξ1 + · · ·+ cn−rξn−r.

定义2 齐次线性方程组 A = 0 称为非齐次线性方程
组 A = b 的导出组．
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例3 用基础解系表示方程组的全部解．
1 − 2 + 53 − 4 = −1
1 + 2 − 23 + 34 = 3
31 − 2 + 83 + 4 = 1
1 + 32 − 93 + 74 = 7

练习2 用基础解系表示方程组的全部解．
1 + 2 − 3 − 4 = 1
1 − 2 − 3 + 4 = 0
1 − 22 − 3 + 24 = − 1

2
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