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特征值的定义

定义1 设 A 为 n 阶矩阵，如果存在数 λ 和 n 维非
零列向量 α，使得

Aα = λα,

则称 λ 为 A 的一个特征值，称 α 为 A 的对应于特征
值 λ 的特征向量．
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问题 如何求矩阵的特征值及它们对应的特征向量？

1 λ 为 A 的特征值当且仅当 λ 满足 |λ − A| = 0；
2 α 为 λ 对应的特征向量当且仅当 α 是齐次线性方
程组 (λ − A) = 0 的非零解．

定义2 λ−A 称为特征矩阵，|λ−A| 称为特征多项
式，|λ − A| = 0 称为特征方程．
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例1 求下列矩阵的特征值和特征向量：

(1) A =

 
3 1
5 −1

!
， (2) B =

 −1 1 0
−4 3 0
1 0 2

．

练习1 求下列矩阵的特征值和特征向量：

(1) A =

 2 0 2
0 3 0
2 0 2

； (2) B =

 1 −1 1
2 4 −2
−3 −3 5

.
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特征值和特征向量

例2 求矩阵 A =

 3 2 4
2 0 2
4 2 3

的特征值和特征向量．
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例3 设 A 有特征值 λ，则有

1 A2 有特征值 λ2；

一般地，bA2+ cA+ d 有特征
值 bλ2 + cλ+ d．

2 若 A 可逆，则 A∗ 有特征值
|A|
λ
．

例4 |A| = 0 当且仅当 A 有一个特征值为零．
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定理1 A 和 AT 有相同的特征值．

定理2 A 的互不相同的特征值对应的特征向量线性
无关．
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定理4 设 n 阶矩阵 A 有 n 个特征值，则有
n∑
=1

λ =
n∑
=1

,
n∏
=1

λ = |A|.

例5 设矩阵 A =

 1 −1 0
2  0
4 2 1

 有特征值 λ1 = 1，

λ2 = 2，求  的值和 A 的另一个特征值．
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对于 n 阶矩阵 A，设它有 n 个特征值 λ1, λ2, · · · ,
λn，它们各自对应一个特征向量为 α1, α2，· · · , αn，

则有：

Aα1 = λ1α1, Aα2 = λ2α2, · · · , Aαn = λnαn

合并起来有

A(α1,α2, · · · ,αn) = (λ1α1,λ2α2, · · · ,λnαn)

= (α1,α2, · · · ,αn)


λ1

λ2
. . .

λn

 .
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如果令

P =
�
α1 α2 · · · αn

�
, Λ =


λ1

λ2
. . .

λn

 ,

则有 AP = PΛ．如果这 n 个特征向量线性无关，则矩
阵 P 可逆，而且有 P−1AP = Λ．
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相似矩阵的定义

定义1 对矩阵 A 和 B，若有可逆矩阵 P，使得

P−1AP = B,

则称 A 和 B 相似，记为 A ∼ B．

命题1 (1) A ∼ A；(2) A ∼ B ⇒ B ∼ A；
(3) A ∼ B 且 B ∼ C ⇒ A ∼ C．
定理1 相似的矩阵有相同的秩、行列式、特征值和

可逆性．
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矩阵的相似对角化

定义 若 A 与对角阵相似，则称 A 可以相似对角化．

定理 设 A 为 n 阶矩阵，则下列各个结论互相等价：

1 矩阵 A 可以相似对角化
2 矩阵 A 有 n 个线性无关的特征向量
3 每个 n 重特征值可求出 n 个线性无关特征向量
4 每个 n 重特征值 λ 满足 r(λ  − A) = n− n
推论 若矩阵 A 有 n 个互不相同的特征值，则 A 可
以相似对角化．
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例1 判定 A =

 1 1 −1
−2 4 −2
−2 2 0

 是否能与对角阵相
似．如果能，求出 P, 然后计算 A100.

练习1 判定 A =

 2 1 1
0 1 −1
0 2 4

 是否能与对角阵相
似．如果能，求出 P, 使得 P−1AP 为对角阵.

例2 矩阵 A =

 
1 1
0 1

!
不能相似对角化．
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本节基本结论

结论1 实对称阵都可以相似对角化：即对于任何实

对称阵 A，总存在一个可逆矩阵 P，使得 P−1AP = Λ
为对角阵．

结论2 实对称阵都可以正交对角化：即对于任何实

对称阵 A，总存在一个正交矩阵 Q，使得 Q−1AQ = Λ
为对角阵．
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..3.1 .正交矩阵与正交向量组

..3.2 .向量组的正交化

..3.3 .对称阵的正交对角化
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定义1 设 n 阶矩阵 Q 满足 QTQ = ，则称 Q 为正
交矩阵．

例1 下列矩阵都是正交矩阵： 
cosθ − sinθ
sinθ cosθ

!
，

 −1/3 2/3 2/3
2/3 −1/3 2/3
2/3 2/3 −1/3

．
命题1 正交矩阵具有如下性质：

1 正交矩阵 Q 一定可逆，其逆矩阵就是 QT．

2 正交矩阵 Q 的行列式的值必为 1 或者 −1．
3 两个正交矩阵的乘积还是正交矩阵.
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正交矩阵与正交向量组

定义2 若列向量组 α1, α2, · · · , αn 满足下列条件

αT

α
j
=

(
1, 若  = j
0, 若  ̸= j

(1 ¶ , j ¶ n),

则称它为单位正交向量组．

定理1 Q 为正交矩阵当且仅当其列向量组是单位正
交向量组．
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..第三节 .实对称阵的正交对角化

..3.1 .正交矩阵与正交向量组

..3.2 .向量组的正交化

..3.3 .对称阵的正交对角化
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对于两个 n 维列向量

α =


1
2
...
n

 ,β =


b1
b2
...
bn


定义它们的内积如下

αTβ = 1b1 + 2b2 + · · ·+ nbn = βTα,

例2 设 α =

 1
2
3

, β =
 4

5
6

，求它们的内积．
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定义 向量 α =

1
...
n

 的长度定义为
∥α∥ =

p
αTα =

Æ
2
1
+ 2

2
+ · · ·+ 2

n
,

长度为 1 的向量称为单位向量．对于任何非零向量 α，

我们可以把它变为单位向量 β =
α

∥α∥．
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1
...
n

 的长度定义为
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Æ
2
1
+ 2

2
+ · · ·+ 2

n
,
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α

∥α∥．
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定义3 如果两个向量的内积等于零，即 αTβ = 0，
则称这两个向量正交（垂直）．

定义4 如果非· 零· 向量组 α1, α2, · · · , αn 两两正交，

即 αT

α
j
= 0（ ̸= j），则称该向量组为正交向量组．

定理2 正交向量组一定线性无关．
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对于线· 性· 无· 关· 的向量组 α1,α2, · · · ,αn，我们可以通

过施密特正交化方法将它变成正交向量组：

β1 = α1

β2 = α2 − αT
2
β1

βT
1
β1

β1

β3 = α3 − αT
3
β1

βT
1
β1

β1 − αT
3
β2

βT
2
β2

β2

· · ·
βn = αn − αT

n
β1

βT
1
β1

β1 − αT
n
β2

βT
2
β2

β2 · · · − αT
n
βn−1

βT
n−1βn−1

βn−1
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施密特正交化
..
例4 将向量组化为正交向量组．

α1 =


1
1
1
1

, α2 =


3
3
−1
−1

, α3 =


−2
0
6
8

.

练习2 将向量组化为正交向量组．

α1 =


1
1
1
1

, α2 =


0
1
2
1

, α3 =


−1
0
1
1

.
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施密特正交化
..
例4 将向量组化为正交向量组．
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1
1
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3
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6
8
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1
1
1
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1
2
1
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1
1

.
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定理3 实对称阵 A 的对应于不同特征值的特征向量
是正交的．

例5 将对称阵正交对角化.

A =

 1 −2 0
−2 2 −2
0 −2 3

 , B =

 2 2 −2
2 5 −4
−2 −4 5


练习3 将对称阵正交对角化.

A =

 3 1 0
1 3 0
0 0 4

 , B =

 3 2 4
2 0 2
4 2 3

 .
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