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二元二次型

只含有二次项的 n 元多项式称为 n 元二次型．

先看二元二次型 ƒ = 2
1
+ 2b12 + c2

2
．易知

ƒ =
�
1 2

�  b
b c

! 
1
2

!
即二元二次型和二阶对称阵一一对应．
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三元二次型

三元二次型 ƒ = 1121 + 21212 + 21313

+ 2222 + 22323

+ 3323

可以验证

ƒ =
�
1 2 3

� 11 12 13
12 22 23
13 23 33


 1

2
3


即三元二次型和三阶对称阵一一对应．
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二次型的定义

定义 只含有二次项的 n 元多项式

ƒ (1,2, · · · ,n)
= 1121 + 21212 + · · · + 21n1n

+ 2222 + · · · + 22n2n
+ · · · · · · · · ·

+ nn2n
称为 1,2, · · · ,n 的一个 n 元二次型．
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二次型与对称阵

定理 n 元二次型与 n 阶对称矩阵一一对应．

TA = (1,2, · · · ,n)

11 12 · · · 1n
12 22 · · · 2n
... ... ...

1n 2n · · · nn



1
2
...
n


= 1121 + 21212 + · · · + 21n1n

+ 2222 + · · · + 22n2n
+ · · · + nn2n,

= ƒ (1,2, · · · ,n)
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二次型与对称阵

定理 n 元二次型与 n 阶对称矩阵一一对应：

ƒ () = TA, AT = A.

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

对称矩阵 A 称为二次型 ƒ () 的矩阵，
对称矩阵 A 的秩称为二次型 ƒ () 的秩．
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例1 从二次型写出对称阵, 从对称阵写出二次型．

(1) 写出二次型 ƒ (1,2,3) 对应的对称阵，其中

ƒ (1,2,3) = 2
1
− 212 + 313

− 22
2
+ 823 + 32

3

(2) 写出对称阵 A 对应的二次型，其中

A =


1 −1 −3 1
−1 0 −2 1/2
−3 −2 1/3 −3/2
1 1/2 −3/2 0
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练习1 从二次型写出对称阵, 从对称阵写出二次型．

(1) 写出二次型 ƒ (1,2,3) 对应的对称阵，其中

ƒ (1,2,3) = 22
1
− 312 + 423 − 523

(2) 写出对称阵 A 对应的二次型，其中

A =

 5 −1 0
−1 4 −3
0 −3 7
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例2 ƒ = y2
1
+ 4y1y2+ y2

2

= (y1+ 2y2)2− 3y22，令
1 = y1 + 2y2, 2 = y2,

则有 ƒ = 2
1
− 32

2
．

定义 关系式
1 = c11y1 + c12y2 + · · ·+ c1nyn
2 = c21y1 + c22y2 + · · ·+ c2nyn

· · ·
n = cn1y1 + cn2y2 + · · ·+ cnnyn

称为由变量 1,2, · · · ,n 到变量 y1, y2, · · · , yn 的
一个线性变换．
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线性变换


1 = c11y1 + c12y2 + · · ·+ c1nyn
2 = c21y1 + c22y2 + · · ·+ c2nyn

· · ·
n = cn1y1 + cn2y2 + · · ·+ cnnyn

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

称矩阵 C =


c11 c12 · · · c1n
c21 c22 · · · c2n
... ... ...
cn1 cn2 · · · cnn

 为线性变换的矩
阵，当 |C| ̸= 0 时，称线性变换为非退化的或可逆的．

1 2 3 4 � � � � � � � � � � � � � �



.

线性变换

将两组 n 元变量写成列向量形式

 =


1
2
...
n

 , y =


y1
y2
...
yn

 ,

则线性变换可以写成  = Cy．

当 |C| ̸= 0 时，线性变换为非退化的，此时有

y = C−1.
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对 n 元二次型 ƒ = TA 作线性变换  = Cy，则有

ƒ = TA = (Cy)TA(Cy) = yTCTACy = yTBy,

其中 B = CTAC，BT = B．即 yTBy 是以 B 为矩阵的
y 的 n 元二次型．

定义 若线性变换是非退化的，且 yTBy 有下面形状：

d1y21 + d2y22 + · · ·+ dry2r
其中 d ̸= 0（ = 1,2, · · · , r，r ¶ n），则称它为二次
型 ƒ = TA 的一个标准形．

注记 若 yTBy 为标准形，而有 r = r(A) = r(B).
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定义 设 A,B 是两个方阵, 如果存在一个可逆矩阵 C
使得 CTAC = B，我们就称矩阵 A 和 B 相合（或者称
为合同），记为 A ≃ B．

命题1 相合矩阵满足如下性质：

1 A ≃ A；
2 A ≃ B ⇒ B ≃ A；
3 A ≃ B 且 B ≃ C ⇒ A ≃ C．
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任何二次型 ƒ = TA 都可通过可逆线性变换  = Cy
化为标准形

ƒ = d1y21 + d2y22 + · · ·+ dny2n.

即 ƒ = TA = yTCTACy = yTBy, 其中 B = CTAC 是
对角阵．

定理1 任何二次型都可以通过可逆线性变换化为标

准形．

定理2 任何一个对称阵都与一个对角阵相合．即对

任何对称阵 A，都存在一个可逆矩阵 C，使得 CTAC =
B 为对角阵．
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..第二节 .二次型的标准形

..2.1 .配方法化为标准形

..2.2 .初等变换法化为标准形

..2.3 .正交变换法化为标准形
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二次型的标准形

例1 用配方法将下面二次型化为标准形, 并求出变换
矩阵 C.

ƒ = 2
1
+ 212 + 213 + 22

2
+ 423 + 2

3

练习1 将二次型 ƒ = 12 − 13 + 223 + 2
3
化

为标准形，并求出变换矩阵 C.

提示 先对 3 配方，比较容易计算．
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例2 将对称矩阵 A =

 0 1 1
1 0 −3
1 −3 0

 相合对角化，
并求出变换矩阵 C，使得 CTAC 为对角矩阵．

解答 对应的二次型为 ƒ = 212 + 213 − 623．
令 1 = y1 + y2, 2 = y1 − y2, 3 = y3，则有

ƒ = 2y2
1
− 2y2

2
− 4y1y3 + 8y2y3

= 2(y1 − y3)2 − 2y22 + 8y2y3 − 2y23
= 2(y1 − y3)2 − 2(y2 − 2y3)2 + 6y2

3

= 2z2
1
− 2z2

2
+ 6z2

3
.
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+ 6z2

3
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其中


z1 = y1 − y3
z2 = y2 − 2y3
z3 = y3

，

解得


y1 = z1 + z3
y2 = z2 + 2z3
y3 = z3

．

代入


1 = y1 + y2
2 = y1 − y2
3 = y3

，得到


1 = z1 + z2 + 3z3
2 = z1 − z2 − z3
3 = z3

．

令 C =

1 1 3
1 −1 −1
0 0 1

．则 CTAC = B =

2 0 0
0 −2 0
0 0 6

．
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..2.1 .配方法化为标准形

..2.2 .初等变换法化为标准形

..2.3 .正交变换法化为标准形
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初等变换法求标准形

对下面 2n× n 矩阵的 A 作初等行变换，再对 A 作对
应的初等列变换，逐步进行可以得到 

A



!

行变换PT1−−−−→
列变换P1

 
PT
1
AP1
P1

!
行变换PT2−−−−→
列变换P2

 
PT
2
PT
1
AP1P2

P1P2

!

· · · 行变换PTs−−−−→
列变换Ps

 
PT
s
· · ·PT

2
PT
1
AP1P2 · · ·Ps

P1P2 · · ·Ps
!
=

 
B

C

!
从而求出对角阵 B 和变换矩阵 C，使得 CTAC = B．
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例5 用初等变换法将二次型化为标准形, 并求出变换
矩阵 C：

ƒ = 2
1
+ 212 + 213 + 22

2
+ 423 + 2

3

例6 将对称矩阵 A =

 0 1 1
1 0 −3
1 −3 0

 相合对角化，
并求出变换矩阵 C，使得 CTAC 为对角矩阵．

练习2 用初等变换法将二次型化为标准形，并求出

变换矩阵 C：

ƒ = 12 − 13 + 223 + 2
3
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定义 若线性变换的系数矩阵是正交矩阵，则称该线

性变换为正交变换．

定理3 对于二次型 ƒ () = TA，必定存在一个正
交矩阵 Q，使得经过正交线性变换  = Qy 后变成标
准形

ƒ (y) = λ1y21 + λ2y22 + · · ·+ λny2n,

其中 λ1,λ2, · · · ,λn 是二次型 ƒ () 的矩阵 A 的全部特
征值．
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二次型的标准形

例7 用正交变换将二次型化为标准形，并写出所作

的正交变换：

ƒ = 22
1
+ 412 − 413 + 52

2
− 823 + 52

3
.
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..第一节 .二次型与对称阵

..第二节 .二次型的标准形
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二次型的标准形不是唯一的，但是可以继续变换变

成规范形, 规范形是唯一的.

将二次型变为标准形后，可以重新安排变量的顺序，

使得标准形变成如下形式：

ƒ = d121 + · · ·+ dp2p − dp+12p+1 − · · · − dr2r ,

其中 d > 0，( = 1,2, · · · , r)．
再令 y =

p
d ，则上式的标准形变为

ƒ = y2
1
+ · · ·+ y2

p
− y2

p+1
− · · · − y2

r
.

它称为二次型 ƒ 的规范形．
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规范形

定理1 任何一个二次型都可以通过可逆线性变换变

为规范形，并且规范形是唯一的，由二次型本身所决

定，与所作的可逆线性变换无关．

定义1 规范形 y2
1
+ · · · + y2

p
− y2

p+1
− · · · − y2

r
中正

项的总个数 p，称为二次型的正惯性指数，而规范形
中负项的总个数 r − p，称为二次型的负惯性指数，其
中 r 是二次型的秩．
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定义 设对应于对称矩阵 A 的二次型为 ƒ = TA

1 如果 ƒ > 0 ，对所有  ̸= 0，则称 A（二次型）
是正定的；

2 如果 ƒ < 0 ，对所有  ̸= 0，则称 A（二次型）
是负定的；

3 如果 ƒ ¾ 0 ，对所有 ，则称 A（二次型）是半
正定的；

4 如果 ƒ ¶ 0 ，对所有 ，则称 A（二次型）是半
负定的．

如果上述之一成立，称对称矩阵或者二次型是有定的，

否则称为不定的．

1 2 3 4 � � � � � � � � � �



.

定义 设对应于对称矩阵 A 的二次型为 ƒ = TA

1 如果 ƒ > 0 ，对所有  ̸= 0，则称 A（二次型）
是正定的；

2 如果 ƒ < 0 ，对所有  ̸= 0，则称 A（二次型）
是负定的；

3 如果 ƒ ¾ 0 ，对所有 ，则称 A（二次型）是半
正定的；

4 如果 ƒ ¶ 0 ，对所有 ，则称 A（二次型）是半
负定的．

如果上述之一成立，称对称矩阵或者二次型是有定的，

否则称为不定的．

1 2 3 4 � � � � � � � � � �



.

有定性

例1 下面是一些有定的二次型：

1 ƒ = 2
1
+ 22

2
是正定的；

2 ƒ = −2
1
− 22

2
是负定的；

3 ƒ = 2
1
− 412 + 42

2
是半正定的；

4 ƒ = −2
1
+ 412 − 422 是半负定的．
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二次型有定性的判别准则一：标准形方法

标准形 正交标准形 规范形

yT


d1

. . .

dn

y yT


λ1

. . .

λn

y yT

p −q
O

y

正定 d > 0,∀ λ > 0,∀ p = n

负定 d < 0,∀ λ < 0,∀ q = n

半正定 d ¾ 0,∀ λ ¾ 0,∀ q = 0

半负定 d ¶ 0,∀ λ ¶ 0,∀ p = 0
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..第四节 .二次型的有定性

..4.1 .有定性与不定性的定义

..4.2 .有定性的标准形判别法

..4.3 .有定性的主子式判别法
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主子式

定义 从 n 阶矩阵中选择第 1, 2, · · · , k 行和第 1,
2, · · · , k 列得到的行列式，称为一个 k 阶主子式；如
果选择前面 k 行和 k 列得到的主子式，称为 k 阶顺序
主子式，记为 Ak．

例2 写出对称矩阵

1 2 3
2 4 5
3 5 6

 所有主子式和顺序主
子式．

注记1 注意和前面学到的 k 阶子式的区别．
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二次型有定性的判别准则二：主子式方法

定理

1 对称阵为正定的 ⇐⇒ 所有顺序主子式 Ak > 0；

2 对称阵为负定的 ⇐⇒ 所有 (−1)k Ak > 0；
3 对称阵为半正定的 ⇐⇒ 所有主子式 ¾ 0；
4 对称阵为半负定的 ⇐⇒ 所有主子式 ¶ 0．
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注记 所有顺序主子式都大于等于零不能保证对称矩

阵一定是半正定的，例如 A =

 1 1 2
1 1 2
2 2 1

．
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例3 判定二次型 ƒ = 32
1
+ 613 + 2

2
− 423 +

82
3
是否为正定的．

例4 λ为何值时，二次型 ƒ = 2
1
+212+413+

22
2
+ 623 + λ2

3
是正定的．
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